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Предисловие 


Во втором томе излагаются теория рядов, дифференциаль¬ 
ное и интегральное исчисления функций многих переменных. 

В главе 3 изучаются числовые и функциональные ряды*. 
Большое внимание уделяется степенным рядам и методам раз¬ 
ложения в них функций. Даются начальные сведения из те¬ 
ории асимптотических рядов по отрицательным степеням аргу¬ 
мента. Изучаются также бесконечные произведения и некото¬ 
рые их приложения. Кратко излагается теория кратных рядов. 

В главе 4 рассматривается та часть теории функций мно¬ 
гих переменных, которая относится к их дифференциальным 
свойствам. Глава начинается с изучения некоторых вопросов 
теоретико-множественной топологии многомерных евклидо¬ 
вых пространств. Особое внимание уделено свойствам компак¬ 
тов. Доказывается, в частности, суіцествование числа Лебега 
и лемма Гейне—Бореля о выделении конечного покрытия из 
любого покрытия компакта открытыми множествами. 

Обіцие свойства функций, связанные понятиями предела и 
непрерывности, рассматриваются сразу для отображений мно¬ 
жеств из га-мерного пространства в т-мерное. Доказывается, 
например, что образ компакта есть снова компакт, а также 
что непрерывное отображение компакта является и равномер¬ 
но непрерывным, а непрерывное взаимно однозначное отобра¬ 
жение компакта представляет собой гомеоморфизм. Соответ- 
ствуюіцие свойства функций многих переменных получаются 
из свойств рассмотренных отображений как частный случай 
при т= 

Собственно дифференциальное исчисление излагается более 
традиционным способом: для функций многих переменных, 
принимаюіцих числовые значения, вводятся понятия частных 
производных и дифференциалов, изучаются их свойства, выво¬ 
дится формула Тейлора с остаточными членами в форме Пеано и 


* Во втором томе нумерация глав и параграфов продолжает нумера¬ 
цию первого тома. 
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Лагранжа, устанавливаются необходимые и достаточные усло¬ 
вия наличия у функции локального экстремума в данной точке. 
Затем доказываются теоремы о суіцествовании неявных функ¬ 
ций. Они применяются к нахождению необходимых и достаточ¬ 
ных условий, которым удовлетворяют точки относительного ло¬ 
кального экстремума функций многих переменных, к исследо¬ 
ванию вопроса о зависимости функций и к изучению свойств 
дифференцируемых отображений. 

Для дифференцируемого отображения с неравным нулю 
якобианом из одного пространства в другое устанавливается 
локальный диффеоморфизм и, как его следствие, дается прин¬ 
цип сохранения области при рассматриваемых отображениях. 

Глава 5 посвящена интегральному исчислению функций 
многих переменных. В ней вводится понятие кратного интег¬ 
рала Римана, устанавливаются различные критерии его су¬ 
ществования, приводятся формула сведения кратного интег¬ 
рала к повторному и формула замены переменного в кратном 
интеграле для взаимно однозначных дифференцируемых ото¬ 
бражений измеримых по Жордану множеств. 

Определяется также несобственный интеграл и доказыва¬ 
ется, что при введенном его определении понятия сходимости 
и абсолютной сходимости несобственного кратного интеграла 
равносильны. Затем рассматриваются понятия криволиней¬ 
ных интегралов первого и второго рода. 

В этой же главе даются краткие сведения о дифференци¬ 
альной геометрии двумерной поверхности, связанные с ее пер¬ 
вой и второй квадратичной формой. Вводится понятие площа¬ 
ди поверхности. 

Далее изучаются поверхностные интегралы первого и вто¬ 
рого рода, доказываются теоремы Гаусса—Остроградского и 
Стокса. Построенная теория применяется к изучению вектор¬ 
ных полей, в частности, устанавливаются критерии их соле¬ 
ноид ал ьности и потенциальности. 

Заканчивается пятая глава изложением теории собствен¬ 
ных и несобственных интегралов, зависящих от параметра, 
теории асимптотических рядов общего вида и их приложения¬ 
ми, например, для установления асимптотических формул 
для полной и неполной гамма-функции Эйлера. 
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Глава 



Ряды 


§30 

Числовые ряды 

30.1. Определение ряда и его сходимость 

В настоящем параграфе понятие суммы обобщается на некото¬ 
рые случаи бесконечного множества слагаемых и изучаются 
свойства таких обобщенных сумм. Многие из рассматривае¬ 
мых ниже вопросов справедливы не только для действитель¬ 
ных чисел, но и для комплексных. Поэтому, в отличие от пре¬ 
дыдущего, в настоящей главе будем вести рассмотрение в 
комплексной области. 

Аналитическое выражение, имеющее формально вид сум¬ 
мы, содержащей бесконечно много слагаемых, называется 
бесконечным рядом или, короче, рядом. Дадим строгое опре¬ 
деление ряда и его суммы. 

Определение 1. Пусть задана последовательность комплекс¬ 
ных чисел и^, п = 1, 2, ... . Составим новую последователь¬ 
ность чисел 8 „, п = 1, 2, ... , следующим образом: 

8^ и-^у 

82 ^2’ 

83 = -Ь и2 + ^ 3 ’ 

8„ = Ні -Ь Нг + ... + 


Пара последовательностей {и^ и {8„} называется число¬ 
вым рядом {подробнее: числовым рядом с общим членом и„) и 
обозначается через 

Ні -Ь Нг + ... + -Ь ... , (30.1) 

или 

оо 

Е (30.2) 

л = 1 
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Элементы исходной последовательности {и^ называют¬ 
ся членами ряда (30.1), а элементы последовательности 
{8„} — частичными суммами этого ряда, при этом и^ назы¬ 
вается п-м членом ряда, а конечная сумма 8„ — п-й частич¬ 
ной суммой ряда, п = 1, 2, ... . 

Если последовательность частичных сумм ряда (30.1) 
сходится, то он называется сходящимся рядом, а если она 
расходится, то расходящимся. 

Определение 2. Ряд, членами которого являются члены ряда 
(30.1), начиная с (/г + \)-го взятые в том же порядке, что и в 
исходном ряде, называется п-м остатком ряда (30.1) и обо¬ 
значается через 

оо 

Е и* или + і + 2 +••• • 

/е = Л + 1 


Определение 3. Если ряд (30.1) сходится, то предел 


называется его суммой. 
В этом случае пишут 


8 = Ит 8„ 

п ^ ОО 


8 — + 1^2 + ... + + ... » 

ИЛИ 

оо 

8 = Е “п- (30.3) 

п = 1 

Таким образом, мы будем употреблять один и тот же сим¬ 
вол ^ и„ как для обозначения самого ряда (30.1), так и для 

Л = 1 

обозначения его суммы, если он сходится. 

Если Ит 8„ = или Ит 8„ = +оо, или Ит 8_ = -оо, то со- 

Л ^ ОО л ^ 

ответственно пишут 


Е “я = Е = +°° или Е “п = 

л=1 л=1 л=1 

Итак, каждый ряд является парой двух последовательнос¬ 
тей таких, что первая может быть взята произвольной (после¬ 
довательность членов ряда), а вторая составлена определен¬ 
ным образом из членов первой (последовательность частич¬ 
ных сумм членов ряда). Однако ряд однозначно определяется 
каждой из этих последовательностей. Действительно, если за¬ 
дана последовательность членов и„ ряда, то члены последова¬ 
тельности его частичных сумм находятся, согласно определе- 
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нию 1, по формулам + Пз + ... + п = 1, 2, ... . Если 

же задана последовательность {з^} частичных сумм ряда, то 
его члены определяются по формулам = 8^, 
п = 2, 3, ... . Отсюда следует, что для всякой последователь¬ 
ности всегда можно найти такой ряд, что она будет последова¬ 
тельностью его частичных сумм. 

В самом деле, пусть дана последовательность комплексных 
чисел { 2 „}. Положим 

и-^ = 2^, и2 = 22 - г-^, ... ,и^ = - 2^_-у, ... 

и рассмотрим ряд 

Ні -Ь Нз + ... + + ... . 

Тогда для его частичных сумм имеем 

8„ = Ні-Ьи2 + ... + н„ = 

= 2і + (22-2і) + (2з-22) + ... + = 

Это означает, что рассмотрение рядов эквивалентно рассмотре¬ 
нию последовательностей. Всякий вопрос, сформулированный 
в терминах рядов, можно перефразировать в вопрос, сформу¬ 
лированный в терминах последовательностей, и наоборот. На¬ 
пример, задача изучения сходимости рядов равносильна зада¬ 
че изучения сходимости последовательностей. 

Подчеркнем, что всюду, где не оговорено противное, члены 
рассматриваемых рядов подразумеваются комплексными. 

Если п-й остаток ряда (30.1) (см. определение 2) сходится, 
то его сумму будем обозначать через г^\ 

оо 

Гп= Е (30.4) 

Й = Л + 1 

и называть для краткости просто остатком ряда. 

Всякую сумму конечного числа слагаемых 

8^0 = + ^^2 + ••• + “«о 

можно рассматривать как ряд, добавив к ней члены 

‘^По + 1 = г^„д + 2=-" = 0- 

Сумма получивпіегося ряда, очевидно, совпадает с заданной сум¬ 
мой, так как при всех /г > Пр его частичные суммы равны 8„^. 

Если заранее неизвестно, содержит сумма конечное или 
бесконечное число слагаемых, то иногда удобно в обоих случа¬ 
ях называть ее рядом, считая, что конечная сумма является 
рядом в указанном выше смысле. 
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Отметим одно существенное свойство сходящихся рядов. 

ТЕОРЕМА 1 (необходимое условие сходимости ряда). Если 
ряд {ЗОЛ) сходится, то 


Ит = 0. (30.5) 

Доказательство. Если ряд (30.1) сходится, то последова¬ 
тельности его частичных сумм 8„, п = 1, 2, ... , и п = 2, 

3, ... , очевидно, имеют один и тот же предел, равный сумме 8 
этого ряда. Поэтому, замечая, что = 8„ - 8„ _ га = 2, 3, ... , 
имеем 


Ит и„ = Ит (§„ - _.) = Ит 8„ - Ит 8„ 

п оо л—»00 ■*- л ОО л ОО 


= 0 . □ 


с помощью теоремы 1 иногда удается установить расходи¬ 
мость рассматриваемого ряда: если для данного ряда условие 
(30.5) не выполняется, то он расходится. 

Примеры. 1. Пусть у — комплексное число и |д| < 1. 
Тогда ряд 1 + у + + ... + у^ + ... с членами га„ = д", 

га = 0, 1, 2, ... , образующими бесконечную убывающую гео¬ 
метрическую прогрессию, сходится. 

Действительно, 


8„ = 1 -Ь д -Ь -Ь ... -Ь д" 


1 - д« + 1 
1-д 


и так как Ит 2- 

п -> оо 1 - дг 


= о, то 


Ит 

и оо 


1 

1-д- 


1 _д" + і 

1-д 1-д’ 


2. Ряд, члены которого образуют геометрическую прогрес¬ 
сию 1 -Ь д -1- д^ -Ь д^ -Ь ... -Ь д" -Ь ... , при |д| > 1 расходится, так 
как его общий член и^ = д" не стремится к нулю: |га^| = |д|” > 1. 


3. Ряд 1-1-ЬІ-1-І-...-І- (-1)" +1 -Ь ... с членами и^ = (-1)" + 
га = 1, 2, ... , расходится. 

В самом деле, в этом случае 

^2к~ ^“ 1 , 2 ,..., + Ь, = о, , 

поэтому последовательность частичных сумм {8^} не имеет 
предела. 

Расходимость рассматриваемого ряда следует, конечно, и 
из того, что все его члены по абсолютной величине равны еди¬ 
нице, и поэтому не выполняется необходимое условие (30.5) 
сходимости ряда. 
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30.2. Свойства сходящихся рядов 


ТЕОРЕМА 2. Пустъ с — комплексное число. Если ряд ^ и^, 

Л = 1 

и„е С, сходится, то ряд ^ си^, называемый произведением 

Л = 1 

данного ряда на число с, также сходится и 

оо со 

^си^ = с^и^. (30.6) 

Л = 1 Л = 1 

Эта теорема означает, что числовой множитель «можно 
выносить за скобку» и в случае бесконечного множества сла¬ 
гаемых, если они образуют сходящийся ряд. «Можно» в том 
смысле, что справедливо равенство (30.6). 

Доказательство. Пусть = у и = У си^^. По ус- 

к -1 к -1 

ловию Ит з„ существует, поэтому, в силу очевидного равен- 

Н —^ 

ства 3^ = сз„, существует предел и 

Ит з' = с Ит з„. 

Л ^ ОО п ^ оо 

Согласно определению суммы ряда, отсюда сразу следует 
(30.6). □ 

ТЕОРЕМА 3. Пусть ряды У и У сходятся', тогда ряд 


Л = 1 


Л = 1 


Ё (“« -Ь 0 ^), называемый суммой данных рядов, также схо- 

Л = 1 

дится и 


Ё (“« + ^п)= Ё “« + Ё 

Л=1 Л=1 Л=1 


(30.7) 


Эта теорема означает, что сходящиеся ряды «можно скла¬ 
дывать почленно» (п-й член с /г-м), «можно» в том смысле, что 
справедливо равенство (30.7). 

Доказательство. Пусть 

= Ё и а„ = у (ц^ + ѵ^У, 

к-І к-\ к-1 

тогда а„ = з„ -Ь з^, и так как и по условию су¬ 

ществуют, то Ит а„ также существует и 

д ^ оо “ 

Ит а„ = Ит (з_ + з') = Ит з„ -Ь Ит з'. 

/I ОО л оо ''' оо л ^ 

Это равенство эквивалентно равенству (30.7). □ 


9 



Пример. Найдем сумму ряда у -, сведя его к сум- 

п-О 6" 

мам членов бесконечно убываюп];их геометрических прогрессий 


^ 2" + 3" 

Ло 6« 
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ТЕОРЕМА 4. Если сходится, то любой его остаток 
сходится. Если какой-либо остаток ряда (30.1) сходится, 
то и сам ряд также сходится. При этом если 


/г = 1 к = 1 ^г = т + 1 

то 

8 = + т = 1,2, .... 

Доказательство. Пусть §„ = и^ + из + ... -\-и,^,п = 1, 2, ... , — 
частичные суммы ряда у и„, а 

Л = 1 

^ “ ^т + 1 ••• ^т + к’ ^ “ 1> 2, ... , 

частичные суммы его т-го остатка: 

“т + 1 + “т + 2 + ••• + “тп + А + ••• • 

Очевидно, что при п> т имеем 


п = т + к, (30.8) 

откуда при произвольно фиксированном т следует, что пре¬ 
дел Ит 8„ существует тогда и только тогда, когда существует 

Л ^ оо 

предел Ит 

к^ОО к 

Иначе говоря, ряд сходится тогда и только тогда, когда 
сходится некоторый его остаток Поскольку на¬ 

туральное число т было произвольным, первая часть теоремы 
доказана. 

Наконец, переходя к пределу в равенстве (30.8) при к ^ оо 
и фиксированном т, имеем з = 8^ -Ь г^, так как п = т к ^ оо 

при к ^ оо, а Ит §„ = 8, Ит = г„. □ 

Из этой теоремы следует, что отбрасывание или добавле¬ 
ние конечного числа членов к данному ряду не влияет на его 
сходимость. 
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Из формулы 8 = 8^ + г^, очевидно, следует, что если ряд 
сходится, то его остаток стремится к нулю: 

Ит г = Ііт (8 - 8_,) = 0. (30.9) 

Отметим, что само собой разумеется, что условие (30.9) нель¬ 
зя принять в качестве определения сходящегося ряда, так как 
остаток ряда сам является рядом, и говорить о его стремлении к 
нулю можно лишь уже зная определение сходимости ряда. 

30.3. Критерий Коши сходимости ряда 

Критерий Коши сходимости последовательностей может быть 
легко перефразирован применительно к рядам. Действитель¬ 
но, как известно (см. п. 4.7 и 19.3), для того чтобы последова¬ 
тельность комплексных чисел {8„} была сходящейся, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы для каждого е > 0 существовал та¬ 
кой номер п^, что для любых номеров п > п^, п = 1, 2, , и 

любых целых р > о выполнялось неравенство 

к+р-«п-іІ<е. 

Для удобства использования этого критерия в случае рядов 
мы пишем здесь разность 8„+р “ вместо разности 8„ - 8„, 

которую писали раньше в п. 4.7. Это, конечно, не влияет на 
суть дела. При этом, поскольку сумма Зц не определена, мы 
всегда будем считать по определению, что Зц = 0. 

Если теперь под {8„} подразумевать последовательность 
частичных сумм ряда (30.1), то 

« п -1 = “п + “«+1 + ••• + 

и сформулированный в этих обозначениях критерий прини¬ 
мает следующий вид. 

ТЕОРЕМА 5 (критерий Коши). Для того чтобы ряд ^ и^схо- 

П = 1 

дился, необходимо и достаточно, чтобы для любого е > 0 
существовал такой номер п^, что при любом п > п^и любом 
целом р > о выполнялось неравенство 

к + “« + і + "- + (30.10) 

Из критерия Коши сходимости ряда легко можно полу¬ 
чить снова необходимое условие (30.5) сходимости ряда. Дей¬ 
ствительно, в этом случае неравенство (30.10) выполняется 
для любого р > о и, в частности, для р = 0. Поэтому для всех 
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п> имеем |и„| < е, а это, в силу произвольности е > О, и озна¬ 
чает, что Ііт и„ = 0. 

Л ^ СО « 

Свойство (30.5) означает, что «общий член сходящегося ря¬ 
да стремится к нулю». 


Пример. Рассмотрим гармонический ряд 




+ 1 + 


и докажем, что он расходится (факт, установленный еп];е 
Н. Оресмом). 

Действительно, для любого п = 1, 2, ... имеем 

+ Цо 


“п + “«+1 + 


^2п - 1 


= 1 + 


п -\- 1 


—— > — -Ь — -Ь 

2л - 1 2л 2л 


_|_ X _ IV _ 

2л 


л 

2 л 


(30.11) 


т. е. для любого п при е = 1/2 ир = га - 1 неравенство (30.10) не 
выполняется. 

Таким образом, из критерия Коши следует, что гармониче¬ 
ский ряд расходится. 

В гармоническом ряде его га-й член = 1/га стремится к 
нулю при га ^ оо. Таким образом, пример гармонического ря¬ 
да показывает, что условие стремления к нулю последователь¬ 
ности членов ряда, являясь необходимым условием сходимос¬ 
ти ряда (теорема 1), не является достаточным. 

Из рассмотренного примера следует также, что ряд 


1 


-ь — -ь — -ь 

2 “ 3 “ 


-Ь -Ь 
л“ 


(30.12) 


при а < 1 расходится. В самом деле, замечая, что при а < 1 для 
любого га = 2, 3, ... справедливо неравенство га“ < га, имеем, в 
силу (30.11), неравенства 



1 

(л -ь 1)“ 


-Ь ... 


-ь 


(2л - 1)“ 


>1 + 


п + 1 


-Ь ... -ь 


1 

2 л -Ь 1 



Поэтому в случае ряда (30.12) при а < 1 для любого п = 1,2, ... 
при е=1/2ир = га — 1 неравенство (30.11) не выполняется и, 
следовательно, в силу критерия Коши, ряд (30.12) при а < 1 
также расходится. 


Задача 1. Доказать, что для всякого сходящегося ряда с не- 

И = 1 

отрицательными членами > 0 существует такая возрастающая бесконеч¬ 
но большая последовательность {Ь„}, = +°°, і, л = 1, 2, ... , 

ОО 

что ряд ^ а„Ь„ также сходится. 

71 = 1 
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30.4. Ряды с неотрицательными членами 

В этом пункте рассмотрим ряды, все члены которых — неот¬ 
рицательные действительные числа. 

ЛЕММА Л. Пустъ все члены ряда (30.1) неотрицательны. 

и„ > о, п = 1, 2, ... . (30.13) 

Для того чтобы этот ряд сходился, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы существовала хотя бы одна сходящаяся под¬ 
последовательность последовательности его частичных 
сумм. 

Действительно, из условия (30.13) следует, что 

+ 1 ^ ^ “п + 1 ^ 

к-1 

т. е. последовательность частичных сумм {зД рассматриваемо¬ 
го ряда является возрастающей. Монотонная же последова¬ 
тельность сходится в том и только в том случае, когда сходит¬ 
ся хотя бы одна ее подпоследовательность (см. замечание пос¬ 
ле теоремы 3 в п. 4.5). □ 

ЛЕММА 2 . Для того чтобы ряд (30.1) с неотрицательными 
членами сходился, необходимо, чтобы последовательность 
его частичных сумм была ограниченной сверху, и достаточ¬ 
но, чтобы была ограниченной сверху хотя бы одна подпосле¬ 
довательность последовательности {з^} его частичных 
сумм, причем если 

8 = 8ир{8„ }, 

к « 

то 8 является суммой ряда (30.1). 

В самом деле, сходимость ряда означает сходимость после¬ 
довательности его частичных сумм, а всякая сходящаяся по¬ 
следовательность ограничена, в частности ограничена сверху. 
Таким образом, первая часть леммы справедлива и без пред¬ 
положения неотрицательности членов ряда. 

Однако в общем случае условие ограниченности даже всех 
частичных сумм ряда (а не только некоторой их подпоследова¬ 
тельности) не является достаточным для сходимости ряда, как 
это показывает, например, пример 3, разобранный в п. 30.1. 
Поэтому условие неотрицательности членов ряда существенно 
для справедливости второй части леммы 2. Докажем ее. 

Из неотрицательности членов ряда, как мы убедились при 
доказательстве предыдущей леммы, следует, что последова¬ 


ла 



тельность его частичных сумм — возрастающая. Поэтому, ес¬ 
ли существует ограниченная сверху подпоследовательность 
{8„^} последовательности частичных сумм рассматривае¬ 
мого ряда, то она тоже возрастающая (как всякая подпоследо¬ 
вательность возрастающей последовательности) и, следова¬ 
тельно (см. теорему 3 в п. 4.5), сходится, причем 



Согласно предыдущей лемме, из сходимости подпоследова¬ 
тельности частичных сумм { следует сходимость ряда, т. е. 

существование конечного предела 1і^8„, а так как предел 

сходящейся последовательности совпадает с пределом любой 
ее подпоследовательности, то 


Ііш 8„ = Ііт 8 

п ^ СО /г ^ оо 


= 8 . □ 


Из леммы 2 следует, что если ряд с неотрицательными чле¬ 
нами расходится, то последовательность его частичных сумм не 
ограничена сверху и в силу ее монотонности Ип:^8„ = Ч-оо. По¬ 
этому для расходящихся рядов с неотрицательными членами, 
согласно сделанному в п. 30.1 соглашению, пишут ^ и^ = - 1 -оо. 

Доказанные леммы по своей формулировке внешне напо¬ 
минают соответствующие утверждения для несобственных 
интегралов (см. п. 29.3). Между сходимостью рядов с неотри¬ 
цательными членами и сходимостью несобственных интегра¬ 
лов от неотрицательных функций можно иногда установить и 
более непосредственную связь. Для убывающих функций это 
сделано в п. 30.7. 


Пример. Рассмотрим теперь ряд (30.12) при а > 1. Пока¬ 
жем, что в этом случае он сходится. Возьмем сначала частич¬ 
ные суммы этого ряда порядков /г = 2*— 1, к = 1, 2, ... , объеди¬ 
нив их слагаемые в к групп, которые имеют следующий вид: 


-ь 


2ра (2Р+1)<^ (2/>-Ь2)“ 

т. е. 


-ь 


( 2 ^> + 1 - 1 )“ 


, р = о, 1, ... , й - 1, 




-Ь 


5“ 6“ 7“ 

1 


2(й - 1)а 


( 2 * - 1 )“ 
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Заметив, что для каждого слагаемого р-й. группы справедливо 
неравенство 


-1- < т = 0,1, ... ,2Р-1 

{2Р + т)<>- 2 />“ 

и что в этой группе 2р слагаемых, получим 


2 ® - 1 


<1 + - 2 +^+...+ 

2 “ 22 “ 


2(а- 1)“ 


< 


+ 00 1 1 оа-1 

< У -=-=- - -= —=-. 

*.4'і 2<*^ 1»“^ 1 2““1-1 

2“- 1 

Таким образом, последовательность частичных сумм ^ 
ряда (30.12) при а > 1 ограничена сверху. Далее, в силу поло¬ 
жительности членов рассматриваемого ряда, последователь¬ 
ность его частичных сумм возрастает. Поэтому существует ко¬ 
нечный или бесконечный предел Ині 8„ = 8. Но тогда и любая 

Л ^ оо 

подпоследовательность {8„}, в частности последовательность 
- 1 ^’ предел 8, а так как по доказанному эта 

последовательность ограничена, то предел 8 конечен. 

Отметим, что в случае а = 2 сходимость ряда у Д- доказы- 

п -1 

вается значительно проще. Действительно, для любого п = 
= 1, 2, ... имеем 




-ь 


^ < 1 + Г 

г2 1 


1 


2 • 3 


(л - 1)л 


і + Гі-Г 

1 + (- 

--!+• 


V 2, 

1 І2 

3) 

\ п - 1 п ) 


< 2, га = 1, 2, 


т. е. частичные суммы ряда Ѵ — ограничены сверху и, следова- 

тельно, согласно лемме 2, он сходится. Отсюда для любого а > 2 
в силу неравенства 




га = 1, 2, 


сразу следует ограниченность частичных сумм ряда Ѵ — при 

п = іЛ“ 

а > 2, поэтому и его сходимость (подобный метод установле¬ 
ния сходимости ряда с неотрицательными членами рассмот¬ 
рен в общем случае в следующем пункте). Таким образом, 
только из-за случая 1 < а < 2 пришлось применить выше более 

сложный способ оценки частичных сумм ряда у —, а > 1 

л = 1 л 


ДЛЯ установления его сходимости. 
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Сумма ряда (30.12) при а > 1 является, очевидно, функцией 
от а. Эта функция называется дзета-функцией Римана и обозна¬ 
чается греческой буквой Обычно ее аргумент обозначают бук¬ 
вой 8. Таким образом. 


С(8) =' Ё 

п-\П^ 


8 > 1 . 


30.5. Признак сравнения для рядов 
с неотрицательными членами. 

Метод выделения главной части члена ряда 

Рассмотрим теперь признаки сравнения рядов, также по своей 
форме весьма напоминающие соответствующие признаки схо¬ 
димости несобственных интегралов. 

ТЕОРЕМА 6 (признаксравнения). Пустъ 


га„>0. 

і;„>0, га = 1,2, ..., 

(30.14) 

и 

га„ = 0(га„)*. 

(30.15) 

Тогда если ряд 

оо 

тг = 1 

(30.16) 

сходится, то сходится 

и ряд 



оо 

Е “я- 

(30.17) 


а если ряд (30.17) расходится, то расходится и ряд (30.16). 

Доказательство. Пусть выполнено условие (30.15). Тог¬ 
да существует такое с > 0, что 

иі^^сѵі^, /г = 1,2, .... (30.18) 

Если теперь ряд (30.16) сходится, то, согласно лемме 2, после¬ 
довательность {8„} его частичных сумм ограничена, т. е. су¬ 
ществует такая постоянная М > 0, что 

8п=^:ѵ^<М, п = 1,2, .... (30.19) 

к - 1 

Обозначим через частичную сумму ряда (30.17). Тогда, в 
силу неравенств (30.18) и (30.19), 

= Ё “а < с Ё < сМ, га = 1 , 2, ... . 

А - 1 А - 1 


* В частности, < ѵ^. Объяснение обозначения О см. т. 1, п. 23.3. 
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Согласно лемме 2, из ограниченности сверху частичных сумм 
ряда (30.17) следует его сходимость. Итак, если ряд (30.16) 
сходится, то ряд (30.17) также сходится. 

Если же ряд (30.17) расходится, то и ряд (30.16) расходит¬ 
ся, так как если бы он сходился, то, по доказанному, сходился 
бы и ряд (30.17), что противоречит условию. □ 

СЛЕДСТВИ Е. ТТг/сть 5^ о, га = 1, 2, ... , и 

Ііш ^ = й, (30.20) 

тогда: 

1) если ряд (30.16) сходится и 0 ^ к < -І-оо^ то ряд (30.17) 
также сходится', 

2) если ряд (30.16) расходится га 0 < й < -Ьоо^ то ряд 
(30.17) также расходится. 

В частности, если и^ ~ (га^ га эквивалентны, см. 
п. 19.3), то ряды (30.16) га (30.17) сходятся или расходятся 
одновременно. 

Из выполнения условия (30.20) для 0 < /г < -Ьоо следует су- 
ш,ествование такого п^, что если га > п^, то 

— < /г -I- 1, т. е. га„ < (/г + 1)га„, 

а это означает, что га^ = 0(га„). Поэтому утверждение 1 следст¬ 
вия непосредственно вытекает из утверждения 1 теоремы. 

Из выполнения условия (30.20) для 0 < й ^ +оо следует, 
что если зафиксировать такое к', что 0 < к' < к, то суіцествует 
номер гац = п^{к'), обладаюіций тем свойством, что если га > п^, 

то — > к', т. е. а это означает, что = 0(га„). Поэто- 

му утверждение 2 следствия непосредственно вытекает из 
утверждения 2 теоремы. □ 

Примеры. 1. Пусть га„ = Тогда 0 < га„ < 

га = 1, 2, ... , и так как ряд У — сходится (см. п. 30.1), то схо- 

71- 1 2" 

„ ^ 8ІП ^па 

дится и ряд ^ ———. 

Л = 1 ^ 

2. Ряд — расходится, так как —, 

71 -11 -Ь уга 1 + л/га 2лУга 

га = 1, 2, ... , а ряд 52 как было показано (см. исследова- 

П = 1 л/п 

ние ряда (30.12)), расходится. 
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Приведем еще один способ доказательства сходимости ря¬ 
да (30.12), т. е. ряда Ѵ —, при а > 1, основанный на признаке 

л-іа“ 

сравнения рядов. 

3. Рассмотрим ряд 


- Ыа - 1 


п-\1{п - 1 ) 


- 1 


а > 1; 


(30.21) 


его члены положительны, и он сходится. В самом деле, для 
него легко находятся его частичные суммы: 

8 - 1 - 1 

откуда следует, что Ит 8„ = 1. Применив теперь формулу конеч- 

ТІ —^ ^ 

ных приращений Лагранжа к функции ^ ^ на отрезке [га - 1, га], 
получим 

0<Ѳ<1. 


а - 1 


іа - 1 


(п - 1)“-1 


{п-1 + Ѳ)“ 


Следовательно, 


1 _ 1 ^ а - 1 ^ а - 1 

(л-1)“-і (л-1-ЬѲ)“ ’ 

поэтому 

— < —3—г-—— - — 

а-і1(7г-1)“ 1 п°-\ 

Из этого неравенства, в силу признака сравнения рядов, следует 
сходимость ряда (30.12), так как исходный ряд (30.21) сходится. 

Эффективность использования критерия сравнения для 
исследования сходимости ряда зависит, конечно, от запаса 
«рядов сравнения», т. е. рядов, о которых уже известно, схо¬ 
дятся ли они или расходятся, и которые мы можем пытаться 
использовать для исследования сходимости данного ряда. 

Если в качестве «ряда сравнения» (30.16) взять ряд у —, 

п = іга“ 

О котором уже известно, при каких а он сходится, то из 
теоремы б непосредственно следует справедливость следую¬ 
щей теоремы. 

ТЕОРЕМА 7. Пустъ га„ > 0, га = 1, 2, ... . Тогда если 
га а > 1, то ряд 

оо 

У (30.22) 

Л = 1 

сходится; если же ^ = О(га^) га а < 1, то ряд (30.22) расходится. 
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СЛЕДСТВИЕ. Пустъ Ііт п^и„ = к, тогда: 

^ п ^ оо " 

1) если а> 1 и О < к < +оо^ то ряд (30.22) сходится', 

2) если +оо^ то ряд (30.22) расходится. 

В частности, если и„ ~ то ряд (30.22) сходится при 
а > 1 и расходится при а < 1. 

Если члены и^ ряда (30.22) с неотрицательными членами 
заданы с помоп];ью формулы, представляюш,ей собой функцию 
от п, которая имеет смысл для всех действительных достаточ¬ 
но больпіих неотрицательных значений переменной п и, более 
того, является «достаточно гладкой» функцией этой перемен¬ 
ной, то для практического применения теоремы 7 обычно бы¬ 
вает целесообразно разложить член и^ с помоп];ью формулы 

Тейлора по степеням і. 

п 

Если главный член получивпіегося разложения имеет вид 
—, то, беря в качестве ряда сравнения ряд у — и применяя 

71“ „ = 1 71“ 

теорему 7, можно определить, сходится ли данный ряд или 
расходится. В известном смысле можно сказать, что этот ме¬ 
тод исследования сходимости ряда, называемый методом вы¬ 
деления главной части общего члена ряда, является наиболее 
удобным и вместе с тем достаточно общим. 

Примеры. Исследуем сходимость рядов, общие члены и^ 
которых задаются указанными ниже формулами. 

1. = 1 - С 08 -. Очевидно, и„ > 0. Так как (см. замечание в 

П- п 

конце п. 13.3) С 08 х = 1 + О(х^), х ^ 0, и, следовательно, 

то, в силу теоремы 7, ряд с общим членом и^ сходится. 

2. и^ = 1п С 08 -. Здесь и^ < 0. Вспомнив, что 1п (1 -Ь х) = 0(х), 

X ^ о, и, применив последовательно формулу Тейлора для ко¬ 
синуса и логарифма, получим 

и.-1поо=І-1п[і+о(Ь]]-0(;і) 

и поэтому, в силу теоремы 7, ряд с положительными членами 
У (-и^) сходится, а вместе с ним сходится и ряд у и^^. 

п = 1 тг = 1 
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^ ■ 7Г 

1 + 

3. и„ = 1п-га = 3, 4, ... . Имеем и„ > О и !;§ - = 

1 - Іё- 
п 

= 5 + 0 ^^, п ^ ОО, поэтому 

^ Чі + ^ т + <;)• 

2тс °° тс 

Таким образом, -; так как ряд ^ - расходится, то 

^ Л = 1 ^ 

- . , ТС 

оо 1 + 

расходится и ряд ^ Іи - 

П-З 

п 

30.6. Признаки Даламбера и Коши 
для рядов с неотрицательными членами 

Иногда оказываются полезными некоторые специальные при¬ 
знаки сходимости ряда. Отметим среди них так называемый 
признак Даламбера* и признак Копіи, непосредственно полу¬ 
чающиеся из признака сравнения, если в качестве ряда срав¬ 
нения взять соответствующим образом выбранную геометри¬ 
ческую прогрессию. 

ТЕОРЕМА 8 (признакДаламбера). Лусгагь дан ряд с положи¬ 
тельными членами 

^ и„, > О, га = 1,2, ... . (30.23) 

Тогда: 

1) если существует такое число д, О < д < 1, что выпол¬ 
няется неравенство 

га = 1,2, ..., 

то данный ряд сходится', 

2) если выполняется неравенство 

^>1, га = 1,2,..., 

то данный ряд расходится. 


* Ж. Даламбер (1717—1783) — французский философ и математик. 
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Доказательство. Пусть О < д < 1 и пусть 


Тогда 


^ < д, т. е. + і п = 1,2,.... 


«2 < « 1 ?, 

«3 < и2^ < 


< 


іЯ 


< 


< 


Під 


Д-1 


и так как ряд и^д + и-^ф + ... + ^ + ... , являясь суммой 

бесконечной убываюш,ей геометрической прогрессии со знаме¬ 
нателем д (О < д < 1), сходится, то, по признаку сравнения, 
сходится ряд и исходный ряд (30.23). 

Если же выполняется неравенство ^ >1,/г = 1,2, ... ,то 

«2 > и^, 

Мз > «2 ^ 

И так как, по предположению, > 0, то га-й член ряда, будучи 
ограничен снизу положительной постоянной, не стремится к 
нулю. Следовательно, не выполняется необходимое условие 
сходимости ряда (см. теорему 1 этого параграфа), поэтому ряд 
(30.23) расходится. □ 

СЛЕДСТВИЕ. Пустъ существует Игл = і. Тогда если 

I < 1, то ряд (30.23) сходится, а если 1> 1, то ряд (30.23) рас¬ 
ходится. 

Это вытекает непосредственно из доказанной теоремы, 
в качестве примера рассмотрим ряд у —. Здесь = — и 

п-І п\ " п\ 

Ііт 'іаПІ = Игл —^ = о, поэтому, согласно следствию 

га->°о п^оога + 1 

теоремы 10, данный ряд сходится. Его сходимость, конечно, 
можно установить и сравнив его, например, со сходяіцимся 

оо ^ 

рядом у —. 

Более содержательные примеры на применение признака 
Даламбера приведены в дальнейпіем (см., например, п. 32.1). 
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(30.24) 


ТЕОРЕМА 9 (признак Коши). Пустъ дан ряд 

Ё П = 1,2, ... . 

Л = 1 

Тогда: 

1) если существует такое д, 0 ^ д < 1, что для всех п = 
= 1, 2, ... выполняется неравенство < д, то данный ряд 
сходится', 

2) если для всех п = 1, 2, ... выполняется неравенство 
> 1, то данный ряд расходится. 

Доказательство. Если при < д, т. е. и^ < д", п = 1, 2, ..., 
то, по признаку сравнения, ряд (30.24) сходится, так как ряд 

^ д" при о < д < 1 сходится. 

Л = 1 

Если же > 1, то > 1, п = 1, 2, ..., и, следовательно, 
ряд (30.24) расходится (см. теорему 1). □ 

СЛЕДСТВИЕ. Пустъ существует 

Ііт = I. 

Л ^ оо 'У 

Тогда, если 1<1, то ряд (30.24) сходится, а если 1> 1, он рас¬ 
ходится. 

Доказательство следствия очевидно. 

со 1 I 1 

Рассмотрим ряд У —. Так как Ііт = Ііт - = 0, 

то, согласно следствию из теоремы 9, данный ряд сходится. 
Его сходимость легко устанавливается и с помоіцью теоре¬ 
мы 7. 

Замечание. Если о ряде ^ и^, > 0, л = 1, 2, ..., 

известно лишь, что 


Ііт = 1 или Ііт = 1, 

п ^ л^оо'ѵ" 


(30.25) 


то ничего определенного о его сходимости сказать нельзя: ряд 
может как сходиться, так и расходиться. Например, ряды 




удовлетворяют обоим условиям (30.25), однако первый из них 
расходится, а второй сходится. 
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30.7. Интегральный признак 

сходимости рядов с неотрицательными членами 

Если для данного ряда (30.1) с неотрицательными членами 
удается подобрать функцию, определенную при л: > 1 и такую, 
что /(га) = и^, то при определенных условиях по сходимости 

+ 00 

или расходимости интеграла | і{х)(іх можно судить и о сходи- 

1 

мости или расходимости ряда (30.1). 

ТЕОРЕМА 10 (интегральный признак сходимости рядов). Если 
функция /(х), определенная при всех х > 1, неотрицательна и 
убывает, то ряд 

со 

Е Пх) (30.26) 

Л = 1 

сходится тогда и только тогда, когда сходится интеграл 

^\Кх)дх. (30.27) 

1 

Доказательство. Прежде всего заметим, что, в силу мо¬ 
нотонности функции / на промежутке [1, +оо), она интегриру¬ 
ема по Риману на любом конечном отрезке [1, р], и поэтому 
имеет смысл говорить о несобственном интеграле (30.27). 

Если /г < X < /г -Ь 1, то, в силу убывания функции /(х) 
(рис. 1), /(/г) > /(х) > Дй + 1),к = 1, 2, ... ; поэтому, интегрируя 
эти неравенства по отрезку \к, к + 1], будем иметь 

Д/е) > I Дх)(іх > Д/е + 1), к = 1, 2, ... . 

к 

Суммируя от /е = 1 до /е = га (рис. 2), получим 

^ КЩ > I Кх)дх > I; Дй -Ь 1), 

к=\ \ к-1 



Рис. 1 
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Рис. 2 






и, полагая Л^)» будем иметь 

к-І 

8„> I Я-^) с^х > 8„ + і -/(1), га = 1,2,.... (30.28) 

1 

Если интеграл (30.27) сходится, то, в силу неотрицательности 
функции /, согласно лемме и. 29.3, при любом п = 1, 2, ... 

71 + 1 +00 

I /(х) с?х < I Дх) (іх. 

1 1 

Отсюда и из неравенства (30.28) следует, что 

+ 00 

+ 1 < ДІ) + I Дх) (іх, 

1 

т. е. последовательность частичных сумм ряда (30.26) ограниче¬ 
на сверху, а значит, согласно лемме 2 и. 30.4, этот ряд сходится. 

Если ряд (30.26) сходится и его сумма равна 8, то, согласно 
той же лемме, < 8 для всех п = 1, 2, ..., и, следовательно, в 
силу неравенства (30.28), для всех п = 1, 2, ... 


71+1 

I Дх) (іх < 8. 

1 

Если теперь ^ > 1, то, беря п так, чтобы /г > получим, 
в силу неотрицательности функции /, 





Итак, совокупность всех интегралов | Дх) (іх, ^ > 1, огра- 

1 

ничена сверху, поэтому интеграл (30.27) сходится (см. лемму 
и. 29.3). □ 

Эта теорема часто значительно облегчает исследование схо¬ 
димости рядов, так как если для данного ряда удается подобрать 
соответствуюіцую функцию / и, следовательно, свести вопрос об 
изучении сходимости ряда к изучению сходимости интеграла, 
то это дает возможность применить развитый в предшествую- 
іцей главе аппарат интегрального исчисления. 


Примеры. 1. Рассмотрим снова (см. и. 30.3 и и. 30.5) 
ряд (30.12) 

1 "Ь "Ь “Ь ... Ч“ “Ь ... 

2 “ 3 “ 

С п-м членом = п “, /г = 1, 2, .... В данном случае при а > 0 
функция Дх), указанная в теореме, подбирается легко: 


Дх) = Г, X > 1. 

уу СС 
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г ах 

Так как интеграл | — сходится при а > 1 и расходится при а < 1 , 

то и ряд (30.12) сходится при а > 1 и расходится при 0 < а < 1. 
Расходимость ряда (30.12) при а < 0 очевидна сразу — его об- 


щжж член не стремится к нулю, поскольку — > 1, а < 0. Эти 

факты были установлены в п. 30.3, 30.4 и 30.5 другим методом. 
Как видно из изложенного выше, применение к изучению ряда 
(30.12) интегрального признака сходимости рядов значительно 
упростило задачу исследования сходимости этого ряда. 


2. Рассмотрим ряд 

У - і -. (30.29) 

п^і(п + 1)1П(Л + 1) 

Этот ряд легко можно исследовать с помоп];ью интеграль¬ 
ного признака сходимости: из того, что интеграл 


Т Лх ^ '''р (іі 

I (х + 1)1п(х -Ь 1) ^ 

расходится, следует, что и ряд (30.29) расходится. 

Сформулируем теперь простое, но часто полезное в прило¬ 
жениях следствие из теоремы 10. 

Если существует такое натуральное п^, что неотрица¬ 
тельная функция і убывает при х > Пц, то ряд у /(п) сходит- 

П = 

ся тогда и только тогда, когда сходится интеграл | ^'(x) йх. 

Этот случай сводится к рассмотренному в теореме заменой 
переменного х = у + п^ — 1. 


30.8*. Неравенства Гёльдера и Минковского 
для конечных и бесконечных сумм 

Пусть заданы числа (вообще говоря, комплексные) ... , л;„, 
... , у„, 1 <р < -Ьоо, и число д определяется равенством ~ ^ 

= 1 (см. (28.16) в п. 28.2*). Тогда справедливы неравенства 

и I I / " I I ЛІ/Р/ и I I ЛІ/9 

Е \^іУІ < ( Е кіІЛ ( Е) (30.30) 

і = 1 '^г=1 ' '^і = 1 ' 

(неравенство Гёльдера) и 

и I I ЛІ/Р / " I I ЛІ/Р / " I I ЛІ/Р 

Д|х, + у,|і>) (30.31) 

(неравенство Минковского). 
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Их доказательство проводится по той же схеме, что и в слу¬ 
чае соответствующих интегральных неравенств (см. п. 28.2*). 
Введем для краткости обозначения 


М/= I 


1/Р 


(іе^ 


- Ё Ы- 


1/9 


(30.32) 


Применив неравенство (28.17) а&< — -Ь—, а>0, Ь>0к 

, ІѴіІ . .. \х,\ ІѴіІ ^ 1 \х,\Р 1 

а= ,Ь = ^ , 1 = 1, 2, ..., /г, имеем ^ < --Ц!- -Ь - -Ц!-. 
1|л-||р Ііуіід ікіір ІІУІІ, Р\\х\\Р ^\\у\\‘і 

Просуммировав эти неравенства по і от 1 до п, в силу (30.32) и 
условия - -1-1 = 1, получим 


1_ у \х-и\ < _ і _ У \х\Р + _ 1 _ У Іѵ-К = 1 -Ь 1 = 1 


І|л:||„||г/||„і^і 


сі\\у\\Ь-^ 


откуда 

Ё \^іУІ < ІІ^іУІУІІд; 

і = 1 

тем самым неравенство (30.30) доказано. 

Неравенство Минковского (30.31) следует из неравенства 
Гёльдера (30.30): из очевидного соотнопіения 

Ё Уі + УІ^ ^ Ё УіІ Уі + УІ^ ^ ^ + Ё \уІ \^і + УІ^ ^ 

І=1 І=1 І=1 

применив к каждому слагаемому в правой части неравенство 
Гёльдера, получим 


Е 

і = 1 


кг + У Г < 



1/Р 


п Л1/9 

І = 1 / 




Если левая часть неравенства равна нулю, то неравенство Мин¬ 
ковского, очевидно, справедливо; если же она не равна нулю, то, 

сокращая обе части неравенства на множитель -Ь 

и заметив, что 1 -Ь 1 = 1, у(р — 1) = р, получим неравенство 
(30.31). □ 
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Для любых двух рядов 12 ^ 1/„ справедливы аналогич¬ 

ные неравенства 



л = 1 


/ оо 

< 

Ек 


^ л = 1 

1/р 

/ оо 


< 1 V 


' Л = 1 


"Т Ё I 

^ л = 1 
I 

,н) + 


1 /? 


р] 


лі/т 


(30.33) 


(30.34) 


Действительно, для всех частичных сумм одного и того же по¬ 
рядка заданных рядов справедливы неравенства Гёльдера и 
Минковского. Переходя в них к пределу при п ^ мы и по¬ 
лучим неравенства (30.33) и (30.34). 

Из доказанных неравенств следует, в частности, что если 


со со со 

ряды ^ |^„Г > XI І^пг сходятся, то ряд XI РпУпІ сходится, а если 


Л = 1 


Л = 1 


л = 1 


сходятся ряды XI \х^, XI іУпК 'ГО сходится ряд XI \^п 


30.9. Знакопеременные ряды 

В этом пункте рассматриваются ряды с действительными чле¬ 
нами, знаки которых, вообіце говоря, изменяются при изме¬ 
нении номера; такие ряды называются знакопеременными. 

Рассмотрим прежде всего знакочередующиеся ряды, т. е. 
ряды, члены которых поочередно то положительны, то отри¬ 
цательны. 

ТЕОРЕМА 1 (теорема Лейбница), 

Ит = о (30.35) 

и 

“п ^ ^^п + 1 > о, га = 1, 2, ... , (30.36) 

то знакочередующийся ряд 

оо 

Е (-1)" + Ч (30.37) 

л = 1 

сходится. При этом любая частичная сумма заряда (30.37) 
отличается от его суммы 8 на величину, меньшую следую¬ 
щего члена иначе говоря, абсолютная величина остат¬ 

ка ряда в этом случае не превышает абсолютной величи¬ 
ны его первого члена, т. е. 
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Доказательство. Рассмотрим частичные суммы четного 
порядка ряда (30.37) 

2к 

л = 1 

Их можно записать в виде 

^2к ^ ~ ^ 2 ) (^3 ~ ^ 4 ) + ••• + і^2к- 1 ~ ^^2*)’ ^ = 1> 2 , ... . 

В силу условия (30.36), выражения в круглых скобках неот¬ 
рицательны и поэтому § 2 * ^ ^ 2 А + 2 ’ послодовательность 

частичных сумм четного порядка ряда (30.37) возрастает. 

Замечая, что частичные суммы § 2 ^. можно записать также в 
виде 

^2к ^ (^2 “ “з) “ ••• “ ІМ'2к -2~ ^2к -і) “ ^^2к^ к = 1, 2, , 

И ЧТО выражения в круглых скобках, в силу условия (30.36), 
неотрицательны, а « 2 ,^ > 0 , получаем, что « 2 ^ < и^, т. е. после¬ 
довательность { 82 ^} ограничена сверху. Из возрастания и огра¬ 
ниченности сверху последовательности { 82 ^.} следует, что она 
сходится: 

}^оо^2к = (30.38) 

Покажем, что и частичные суммы нечетного порядка ряда 
(30.37) стремятся к тому же пределу. Действительно, 

® 2 А + 1 ^ ^ 2 А ^ 2 А + 1’ к = 1,2,..., (30.39) 

и так как, согласно (30.35), ^ 1 і^Н 2 а + і = 0, то, в силу (30.38) и 
(30.39), имеем 

+ і = (30.40) 

Из (30.38) и (30.40) следует, что 

Ит 8„ = 8. 

п ^ ОО 

Теперь отметим, что для ряда (30.37) справедливо неравенство 

82 ;г< 8 < 82 й 1, к = 1,2,.... (30.41) 

Действительно, с одной стороны, уже было показано, что 8 яв¬ 
ляется пределом возрастающей последовательности { 82 ^}, по¬ 
этому 82 ^ < 8 . С другой стороны, 

® 2 А + 1 ^ ® 2 А - 1 “ ^^2к ~ ^2к + і) ^ ^ 2 А- 1’ к = 1, 2, ... , 
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т. е. последовательность { 821 ^ _ і} убывает, и так как з является 
пределом и последовательности { 82 *- іі (см. (34.40)), то 8 < § 2 *- !• 
Из неравенства(30.41)следует 

^ ^ + 1 “ ®2А ^ ^ 2 к + 1’ 

® 2 /г - 1 “ ^ ^ ® 2 А - 1 “ ^ 2 А ^ ^ 2 к’ к = 1, 2, , 

а это и означает, что для всех п = 1 , 2 , ... выполняется нера¬ 
венство |8 - 8 „| < и„ 1 . □ 

Если условия чередования знаков ряда и монотонности вы¬ 
полняются не с первого члена, а лишь начиная с некоторого но¬ 
мера Пр, то при выполнении условия (30.35), т. е. при стремле¬ 
нии обіцего члена ряда к нулю, рассматриваемый ряд будет так¬ 
же сходиться. Это следует из того, что отбрасывание конечного 
числа членов ряда не влияет на его сходимость (см. теорему 4 
в п. 30.2). 

В качестве примера рассмотрим ряд 

V -. (30.42) 

и = 1 ^ 

Его члены удовлетворяют, очевидно, условиям теоремы 11, и 
поэтому он сходится. Замечая, что здесь 8 ^ = 1 и 82 = ^, для сум¬ 
мы 5 ряда имеем оценку 

і<5< 1. (30.43) 

На ряды переносятся не все свойства конечных сумм. По¬ 
ясним это на примере того же ряда (30.42). Если 


то 




(30.44) 


сложив почленно этот ряд с рядом (30.44), получим равенство 


^8 = 1 + --- + - + --- + - + — (30.45) 
2 325749 11 6 ^ ’ 

т. е. ряд, составленный из тех же членов, что и данный ряд 
(30.44), взятых только в другом порядке, поэтому -5 = 5, от¬ 
куда следует, что 5 = 0, что противоречит неравенству (30.43). 

Несмотря на кажуш,уюся очевидность справедливости про¬ 
веденных рассуждений, где-то совершена грубая ошибка. 
Подробный анализ причин, породивших эту ошибку, дан в од¬ 
ном из следуюіцих пунктов. 
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30.10. Абсолютно сходящиеся ряды. 

Применение абсолютно сходящихся рядов 
к исследованию сходимости произвольных рядов 


В этом пункте снова рассматриваются ряды, члены которых, 
вообще говоря, комплексные числа. 

Определение 4. Ряд 

со 

Е С, (30.46) 

П = 1 

называется абсолютно сходящимся, если ряд, составленный 
из абсолютных значений его членов, т. е. ряд 

оо 

Е КІ (30.47) 

тг = 1 

сходится. 

Применяя критерий Копіи сходимости ряда к ряду (30.47), 
получим: для того чтобы ряд (30.46) абсолютно сходился, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого е > 0 существо¬ 
вал такой номер п^, чтобы для всех п> п^и всех целых р ^ 0 

выполнялось неравенство ^ \и^ < е. 

к = п 


как 


Примеры. 1. Ряд ^ 

ПП 


- 81 П 


пп 


абсолютно сходится, так 


1 00*1 

— 8ІН -йР— < — а ряд у — сходится. 
2" п + 1 2« «=і2« 


2. Ряд У -, как доказано выше, сходится, однако 

п=1 П 

СХОДИТСЯ ОН не абсолютно, ибо ряд, составленный из абсолют¬ 
ных величин его членов, т. е. гармонический ряд У - , расхо- 

п ^ 1 П 

дится. 

ТЕОРЕМА 12. Если ряд абсолютно сходится, то он и прос¬ 
то сходится. 

Доказательство. Пусть ряд (30.46) абсолютно сходится, 
т. е. ряд (30.47) сходится. Тогда, в силу необходимости выпол¬ 
нения условия Коши для сходимости ряда (см. теорему 5), для 
любого е > о существует такое п^, что для всех п> п^ж всех це¬ 
лых р > о выполняется неравенство 


Р 

Е К\ 


< е. 
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л+ р п+р 

Отсюда и из неравенства XI ^ И 1^*1 следует, что для всех 

к = п к = п 

номеров п> всех р = О, 1, 2, ... выполняется неравенство 
52 а*; < е. А это и означает, в силу достаточности выполнения 

к = п 

условия Коши для сходимости ряда, что ряд (30.46) сходит¬ 
ся. □ 

Замечание. Следует иметь в виду, что свойство абсо¬ 
лютной величины суммы не превышать сумму абсолютных ве¬ 
личин слагаемых остается справедливым и для сходяш;ихся 
рядов: 

со оо . 

Е < Е КѴ (30.48) 

л = 1 л = 1 

Это неравенство содержательно, когда его правая часть конечна, 
т. е. когда рассматриваемый ряд абсолютно сходится. В этом 
случае левая часть неравенства всегда имеет смысл, так как из 
абсолютной сходимости ряда следует и его обычная сходимость. 
Формально неравенство (30.48), по принятому нами соглаше¬ 
нию об употреблении символа +оо (см. п. 3.1 и 30.1), верно и для 
любого сходяіцегося ряда, у которого ряд в правой части (30.48) 
расходится. 

Для доказательства неравенства (30.48) в случае сходяш,е- 
гося ряда 52 заметим, что для любого натурального т 



Переходя к пределу при т ^ оо, получаем неравенство (30.48). 
Обозначим через 

Ё < (30.49) 

7Л = 1 

ряд, составленный из тех же членов, что и ряд (30.46), но взя¬ 
тых, вообіце говоря, в другом порядке. 

ТЕОРЕМА 13. Если ряд (30.46) абсолютно сходится, то ряд 
(30.49) также абсолютно сходится и имеет ту же сумму. 

Доказательство. Пусть ряд (30.46) абсолютно сходится, 
т. е. сходится ряд (30.47), и пусть сумма ряда (30.46) равна з: 

со 

8 = 52 н„. (30.50) 

л = 1 
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Покажем сначала, что ряд (30.49) также сходится и, более 
того, что его сумма равна сумме ряда (30.46), т. е. а. Обозна¬ 
чим частичные суммы ряда (30.46) через 8„: 


««= Ё “а’ га = 1, 2, ... , 

Й = 1 

а частичные суммы ряда (30.49) — через 

т 

8т= Е “й 

/г = 1 

И ПОЛОЖИМ 

5= Ё 1“«1’ ^п=Ё1“а 1’ га = 1,2,.... 

л = 1 /г = 1 

Зафиксируем произвольно е > 0; тогда, в силу сходимости 
ряда (30.47), существует такой номер п^, что 


Е і"пі 

п = + 1 


га.1 8 


(30.51) 


следовательно, выполняется и неравенство 


8 - 



оо 


Е 

п = п^ 


+ 1 


< 





(30.52) 


Выберем далее номер так, чтобы частичная сумма 8^ ря¬ 
да (30.49) содержала в качестве слагаемых все члены ряда 
(30.46), входящие в сумму 8„ (иначе говоря, номер таков, что 
все члены ряда (30.46) с номерами, не превышающими п^, име¬ 
ют в ряде (30.49) номера, не превышающие т^). Пусть т > т^. 
Положим 

^ ** _ * ^ 


Поскольку |8^*| не превышает сумму абсолютных величин сла¬ 
гаемых, входящих в 8^*, и так как номера этих слагаемых 
больше, чем п^, а следовательно, все их абсолютные значения 

содержатся в сумме ^ \и^, то, в силу (30.51), имеем 

П = + 1 


, . ОО , . о 

ІСИ Е к 1 <|- (30.53) 

п = п^+ I ^ 

Используя (30.52) и (30.53), получаем при т> 


І8-4І = І8-(8„^ + С)І<І8-ЧІ + ІСІ<| + |=е. 

Это и означает, что ^ и*^ = 8. 

т = 1 
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Осталось доказать, что ряд (30.49) также абсолютно схо¬ 
дится. Это сразу следует из только что доказанного утвержде¬ 
ния, если его применить к ряду (30.47). Действительно, этот 
ряд, очевидно, абсолютно сходится (как и всякий сходяш,ийся 
ряд с неотрицательными членами), и поэтому, согласно дока¬ 
занному, ряд ^ составленный из абсолютных величин 

ряда (30.49), не только сходится (что и означает абсолютную 
сходимость ряда (30.49)), но, более того, его сумма совпадает 
с суммой ряда (30.47). □ 

ТЕОРЕМА 14. Если ряд (30.46) абсолютно сходится и 
с — какое-либо число, то ряд ^ си^ также абсолютно схо- 

/г = 1 

дится. 

Это следует из критерия Коши сходимости рядов и равенства 


Р I Р 

Е \сщ\ = кі Е К\. 

к = п к = п 

ТЕОРЕМА 15. Если ряды ^ и^ и Е абсолютно сходят- 

П = 1 Л = 1 

ся, то их сумма ^ (н„ -Ь также абсолютно сходится. 

П = 1 

Это следует из критерия Коши сходимости рядов и из нера¬ 
венства 

П+ р П+ р П+ р 

Е < Е \^^к\ + Е кйі- 

к = п к = п к = п 


ТЕОРЕМА 16. Если ряды 


^ и Е (30.54) 

т = 1 тг = 1 

абсолютно сходятся, то ряд, составленный из всевозмож¬ 
ных попарных произведений и^ѵ^ членов этих рядов, распо¬ 
ложенных в произвольном порядке, также абсолютно схо¬ 
дится. Если сумма этого ряда равна з, а сумма рядов (30.54) 
равна соответственно з' и з", т. е. 


Ё “т = Ё = 8"’ 


то 


3 = з'з". (30.55) 

Короче говоря, утверждение теоремы означает, что абсо¬ 
лютно сходяш;иеся ряды можно перемножать почленно. 
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Доказательство. Покажем, что ряд, составленный из 
всевозможных попарных произведений членов рядов 

(30.54), абсолютно сходится. Заметим, что если показать, что 
ряд из этих произведений абсолютно сходится при каком- 
то их порядке, то, согласно теореме 13, отсюда будет следо¬ 
вать его абсолютная сходимость и при любом другом порядке 
членов. Поэтому расположим произведения в порядке, 

удобном для доказательства теоремы. Для его описания соста¬ 
вим следуюіцую таблицу попарных произведений членов ря¬ 
дов (30.54): 


НіНі 


. и^ѵ^. 

Н2Н1 

^2^2 •• 

• и2Ѵ„ 


и„г^’2 • 



Составим из элементов этой таблицы ряд 

+ и]Ѵ2 + ••• > 


(30.56) 


в котором ее элементы расположены в порядке, показанном 
на следуюіцей ниже схеме, где на месте каждого произведе¬ 
ния из таблицы указан его порядковый номер как члена ряда 
(30.56): 


1 

2 

5 

10 

4 

3 

6 

11 

9 

8 

7 

12 

16 

15 

14 

13 


Докажем, что ряд (30.56) абсолютно сходится, т. е. что 
сходится ряд 

-Ь + |н2 ^’2 і ••• (30.57) 

Для этого, в силу неотрицательности его членов, достаточно 
доказать, что суіцествует по крайней мере одна ограниченная 
сверху подпоследовательность его частичных сумм (см. лем¬ 
му 2 п. 30.4). 

Положим 
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и через обозначим частичные суммы ряда (30.57). Тогда для 
этих частичных сумм порядка будем иметь 

< гР гР', 

3^ = + |и;^і;2І + ^ 

= (|иі| + |и2І)(|і;і| + |и2І) = ^ < і^іР', 


^„2 = + ••• + + ... + + ... + \и^ѵ^\ = 

= (|иі| + ... + |и„|)(|иі| + ... + |і;„|) = гР„ < гР §7, 


причем, в силу абсолютной сходимости рядов (30.54), в пра¬ 
вых частях этих неравенств стоят конечные величины. 

Итак, подпоследовательность частичных сумм Ряда 

(30.57) ограничена сверху, и, следовательно, он сходится. Это 
означает абсолютную сходимость ряда (30.56) и любого ряда, 
полученного произвольной перестановкой его членов (см. те¬ 
орему 13). Таким образом, любой ряд 

оо 

Е V V (30.58) 

к-1 ® * 

составленный из всевозможных попарных произведений 
членов рядов (30.54), сходится, и притом абсолютно. 

Для доказательства (30.55) воспользуемся тем, что сумма ря¬ 
да (30.58) в силу его абсолютной сходимости не зависит от по¬ 
рядка его членов, и снова расположим их наиболее удобным спо¬ 
собом; именно, рассмотрим снова ряд (30.56). 

Обозначим через его частичные суммы и положим 

«п = Е К = Е ^к- 

к=1 к=1 

Аналогично тому, как это сделано выше, получаем 

«„2 = + ••• + + ••• + = з'^з". (30.59) 

Поскольку уже доказано, что ряд (30.56) абсолютно сходится, 
следовательно, и просто сходится, то суш,ествует конечный 
предел Ііт з„ = з и, следовательно, Ііт з о = §• Согласно же 

Л^оо 

условиям теоремы, имеют место равенства 
Ит з' = з', Ііт з'' = з". 

Л ^ ОО л^^ 

Поэтому, перейдя к пределу в равенстве (30.59) при п оо^ по¬ 
лучим 3 = з'з", т. е. (30.55). □ 


35 





Теоремы 13—16 показывают, что свойства абсолютно схо¬ 
дящихся рядов во многом похожи на свойства конечных 
сумм: величина суммы такого ряда не зависит от порядка сла¬ 
гаемых, абсолютно сходящиеся ряды можно перемножать по¬ 
членно и т. п. В следующем пункте будет доказано, что для 
сходящихся рядов, не сходящихся абсолютно, эти свойства не 
имеют места. 

Замечание. В заключение этого пункта подчеркнем, 
что, когда члены ряда комплексные или действительные, но 
меняющие знак, вопрос о сходимости этого ряда нельзя решить 
только с помощью определения «порядка убывания» п-го чле¬ 
на. Например, га-е члены рядов у і и у - имеют оди- 

п-1 п „^1 п 

наковый порядок (см. п. 8.2 в т. 1) при п ^ однако первый 
ряд расходится, а второй — сходится. 

Более того, нетрудно привести пример двух рядов ^ и 

тг = 1 

^ Уд, п-е члены которых эквивалентны ~ п = 1, 2, ...), 

га = 1 

НО ОДИН ряд сходится, а другой расходится. 

в качестве таких рядов можно взять, например, ряд с га-м 
членом 


и ряд с п-ш членом 


и 


га + 1 


(- 1 )"^^ + 1 

п (п-ЬІ)Іп(и-ЬІ)" 


с одной стороны, здесь ~ у„, га = 1, 2, ... , так как 


(- 1 ) 


и„ 


(7г-ЬІ)1п(га-ЬІ) _ 


= 1 + 


(- 1 )" 


, - -.га + 1 

(-1) п 
(/г-ЬІ)Іп(га-ЬІ)’ 


и поэтому Ині — = 1. с другой стороны, ^ является ря¬ 
дом вида (30.37), поэтому он сходится. Ряд же ^ у„ расходит- 

га = 1 

ся. в самом деле, если бы он сходился, то сходился бы и ряд 


га = 1 


со ^ 

„?і (га -Ь 1)1п(га -Ь 1)’ 


т. е. ряд (30.29), который, как мы видели, расходится. 
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Было бы ошибкой, однако, считать, что метод выделения 
главной части годится лишь в случае рядов с действительны¬ 
ми членами, имеюіцими один и тот же знак. Метод выделения 
главной части может с успехом применяться для выяснения 
сходимости любых рядов. Суть этого метода в рассматривае¬ 
мом случае основана на следуюіцем замечании: пусть дан ряд 

^ Если представить его члены в виде и^ = ѵ^ + іѵ^, где ряд 

И = 1 

^ сходится, то ряд ^ сходится и расходится одновре- 

Л = 1 П = 1 

менно с рядом (почему?). Поэтому для исследования 

тг = 1 

сходимости ряда ^ и„ целесообразно попытаться представить 

тг = 1 

его члены, например, в виде и^ = ѵ^ + іѵ^, так чтобы ю = 
при а > 1. Тогда, поскольку ряд ^ сходится (и даже абсо- 

тг = 1 

лютно), сходимость данного ряда сводится к исследованию 
сходимости ряда ^ ѵ^. Этот прием, конечно, целесообразен 

тг —> оо 

в том случае, если получившийся ряд ^ проіце исследо- 

тг = 1 

вать на сходимость, чем данный ряд (ср. с аналогичным иссле¬ 
дованием сходимости интегралов в п. 29.6). 

Рассмотрим, например, ряд с обш,им членом 

Так как (см. замечание в п. 13.3) 


то 


1 п (1 -Ь х) = X - ^ -Ь О(х^), 


2п 


4п 


, 3/2 ’ 


X ^ О, 

П -Ьоо. 


Положим ^ и - і;„. Ряд ^ і;„ расхо- 

Ѵп П=1 

дится как разность рядов, из которых один сходится, а другой 


расходится. Ряд же ^ сходится, и даже абсолютно, так как 

п = 1 


IV 


п 



оо. 
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Таким образом, данный ряд ^ расходится, хотя его 

п = 1 

«главная часть» ^ -и представляет собой сходяп];ийся 

ряд. Тем самым эти ряды являются еп];е одним примером двух 
рядов, члены которых образуют эквивалентные последова¬ 
тельности и из которых один сходится, а другой расходится. 

30.11. Признаки Даламбера и Коши 
для произвольных числовых рядов 

Если в случае числового ряда (30.1) и,, 5^ 0, е С, п = 1, 2, ... , 
существует такое 0 < ^ < 1, что для всех п выполняется не¬ 
равенство 

или 

\^п\ 

то, согласно признаку Даламбера, соответственно Коши (см. 
п. 30.6), данный ряд сходится, и притом абсолютно. 

Если же для всех п имеет место неравенство 

> 1 (30.60) 

\^п\ 

ИЛИ 

( 30 . 61 ) 

то по признакам Даламбера и Коши можно лишь утверждать, 
что в этом случае ряд из абсолютных величин членов ряда 

(30.1), т. е. ряд ^ |и„|, расходится, что лишь означает, что за- 

тг = 1 

данный ряд не сходится абсолютно. 

На самом деле из (30.60) и из (30.61) следует, что данный 
ряд (30.1) вообще расходится. Действительно, как видно из 
доказательства признака Даламбера, соответственно призна¬ 
ка Коши, применительно к ряду ^ \и^ (см. теоремы 8 и 9 

П = 1 

в п. 30.6) при выполнении каждого из условий (30.60) и 
(30.61) в отдельности последовательность {|и„|} не стремится 
к нулю, следовательно, не стремится к нулю и последователь¬ 
ность {н^}, т. е. не выполняется необходимое условие сходи¬ 
мости ряда. 

Полученные признаки расходимости ряда также обычно 
называются признаками Даламбера и Коши. 
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30.12. Сходящиеся ряды, не сходящиеся абсолютно. 
Теорема Римана 

Если ряд сходится, но не абсолютно (такие ряды иногда назы¬ 
вают условно сходящимися), то, как ниже будет показано, 
уже нельзя утверждать, что, переставив его члены в другом 
порядке, получим сходящийся к той же сумме ряд. Парадокс 
в конце п. 30.9 и объясняется этим обстоятельством: рассмот¬ 
ренный там ряд (30.45) отличался порядком членов от задан¬ 
ного сходящегося, но не абсолютно, ряда (30.42), и поэтому 
нельзя было утверждать, что его сумма также равна «8. Более 
того, получившееся противоречие показывает, что это заведо¬ 
мо не так. 

Итак, сумма ряда зависит от порядка слагаемых, т. е. ком¬ 
мутативный закон сложения не имеет места для не абсолютно 
сходящихся рядов. 

Если в данном ряде сгруппировать каким-либо образом его 
члены, не нарушая их порядка, и сложить, то последователь¬ 
ность частичных сумм получившегося ряда является подпос¬ 
ледовательностью частичных сумм исходного ряда. Поэтому 
если исходный ряд сходится, то будет сходиться и вновь полу¬ 
ченный, причем суммы обоих рядов одинаковы. Однако если 
данный ряд расходится, то второй ряд может сходиться. На¬ 
пример, ряд 1-1-Ь1-1-Ь1-1-Ь... расходится. Объединив 
же попарно его члены: (1 - 1) -Ь (1 — 1) Ч- (1 — 1) -Ь ... , получим 
сходящийся ряд. Таким образом, вообще говоря, для рядов 
неверен и ассоциативный закон сложения. 

Рассмотрим некоторые свойства сходящихся, но не абсо¬ 
лютно, рядов с действительными членами. Пусть дан ряд 

со 

Е (30.62) 

л = 1 

где и„, п = 1, 2, ... , — действительные числа. 

Обозначим через иі, и^, ... , к+, ... его неотрицательные 
члены: > 0, а через -и^, -и^, ... , ... его отрицательные 

члены: и~ > 0, взятые в том порядке, в каком они расположены 
в ряде (30.62). Рассмотрим ряды с неотрицательными членами 

со 

Е и+; (30.63) 

Л = 1 

со 

Е и-. (30.64) 

Л = 1 
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Отметим, что если ряд (30.63) содержит лишь конечное 
число членов, отличных от нуля, или ряд (30.64), все члены 
которого, по определению, отличны от нуля, состоит лишь 
из конечного числа членов, то начиная с некоторого номера 
все члены исходного ряда (30.62) имеют один и тот же знак и, 
следовательно, его сходимость равносильна абсолютной схо¬ 
димости. 

Таким образом, если ряд (30.62) сходится, но не абсолют¬ 
но, то оба множества {и+} и {и~} бесконечные. 

Л Е М М А 3. Если ряд (30.62) сходится, но не абсолютно, то оба 
ряда (30.63) и (30.64) расходятся. 

Доказательство. Положим 

«п = Е 4 = Е кйі (30.65) 

Й = 1 Й = 1 

«п= Е ««= Е “й- 

к = 1 к-1 

Все слагаемые последних трех сумм 8+ и 8“ неотрицатель¬ 
ны, поэтому последовательности этих сумм возрастают и, сле¬ 
довательно, имеют конечные или бесконечные пределы. 

Суммы 8„ и можно представить в следуюіцем виде: 

(30.66) 

= «т + 8*; (30.67) 

п = т + к (30.68) 

(т и к зависят от п для данного ряда), при этом условие стрем¬ 
ления п к бесконечности равносильно одновременному стрем¬ 
лению к бесконечности кит. Действительно, если бы при 
п ^ оо номера т = т(п) (номера к = к(п)) не стремились бы к 
бесконечности, то это означало бы, что в ряде (30.62) имеется 
лишь конечное число неотрицательных (отрицательных) чле¬ 
нов, а в этом случае ряд (30.62) сходился бы абсолютно, что 
противоречило бы условию леммы. 

Обратное утверждение, что при к ^ оо и т ^ оо имеет мес¬ 
то п ^ оо^ очевидно в силу равенства (30.68). 

По условию, ряд (30.62) не сходится абсолютно, а это озна¬ 
чает, что 

Ііт й = -Ьоо. (30.69) 

Л ^ СО “ 
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Поэтому, в силу равенства (30.67), по крайней мере один из 
пределов 

Ііт 8+, Ит 8~ (30.70) 

ОО ^ ОО 

также равен +оо. Но тогда из соотношения (30.66), в котором 
частичные суммы 8„ стремятся к конечному пределу (ряд 
(30.62) сходится), явствует, что и другой из указанных преде¬ 
лов (30.70) также равен Ч-оо. Это и означает, что ряды (30.63) 
и (30.64) расходятся. □ 

ТЕОРЕМА 17 (теорема Римана). Если ряд (30.62) сходится, 
но не абсолютно, то, каково бы ни было число А, можно 
так переставитъ члены этого ряда, что сумма получивше¬ 
гося ряда будет равна А. 

Доказательство. Снова рассмотрим ряды (30.63) и 
(30.64). Согласно лемме, 

со 

Е < = +°°; (30.71) 

т = 1 
оо 

Е и-и = +°о. (30.72) 

к-\ 

Пусть задано число А. Выберем из ряда (30.71) подряд столь¬ 
ко членов, чтобы их сумма превышала А и чтобы меньшее число 
таких членов не обладало этим свойством, т. е. их сумма была не 
больше А. 

Точнее, выберем число так, чтобы 

и^ -Ь 1^2 ••• ^(30.73) 

причем в том случае, когда номер = 1 не удовлетворяет это¬ 
му условию, выбор произведем еш;е таким образом, чтобы 
при этом выполнялось также и неравенство 

и^ -Ь и2 + ... + ^ (30.74) 

Суптествование номеров для которых выполняется условие 
(30.73), следует из условия (30.71); для того чтобы при этом 
выполнялось и условие (30.74), надо взять наименьший из 
этих номеров п^. 

Выберем теперь из ряда (30.72) подряд столько членов, что¬ 
бы, вычтя их сумму из суммы уже набранных из ряда (30.71) 
членов, получить значение, меньшее А, и чтобы меньшее число 
членов ряда (30.72) уже не обладало этим свойством. 
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Таким образом, выберем из ряда (30.72) «2 первых членов 
так, чтобы 

+ ... + и+^ -щ- ... - и-^ <А, 

причем в том случае, когда номер П 2 = \ не удовлетворяет 
этому условию, выберем П 2 таким образом, чтобы при этом вы¬ 
полнялось еп];е и неравенство 

+ ... ••• - “«2 - 1 

Существование такого номера «2 доказывается исходя из 
(30.72), аналогично существованию номера п^. 

Снова выберем подряд из ряда (30.71) члены до некоторого 
номера /Хд так, чтобы выполнялось неравенство 

иІ + ... + и+^ -Щ- ... - и-^ + і + ... + и+^> А 
и (при Пд > -Ь 1) неравенство 

+ ... + -иі- ... - и-^ + і + ... + и+^ _ ^ <Л. 

Продолжая этот процесс далее, получим ряд 

и^ + ... + и+^-иі- + н+^ + і + ... + и+^- 

+ +- ■ (30.75) 

Для последовательности его частичных сумм 

^ п ^ ^ п +??’*.+ п )...» ^ 1)3,..., 

“і ^ '^2 2 3 к к + 1 


В силу построения, выполняются неравенства 


^ + п 


^ А, ^/Іо + Ло ^ ’ 

2 2 3 


причем отклонение от числа А каждой из указанных частич¬ 
ных сумм 8^^ ^ не превышает ее последнего члена: 


\А-8г 


(30.76) 


Здесь ^ является абсолютной величиной члена ряда (30.75) 
с номером Пі^ ^ I н соответствующим верхним индексом «-Ь» 
или «—». 


В силу сходимости исходного ряда (30.62), имеем Ит = 0, 

ТІ —^ 

и так как при к ^ оо номер члена ^ в ряде (30.62) также 
стремится к оо, то 
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Поэтому из (30.76) следует, что 


Ііт з„ =А. 

к^оо "а ^ "а + 1 


(30.77) 


Если теперь взять любую частичную сумму ряда (30.75), 
п > + ^ 2 , то, в силу конструкции этого ряда, всегда можно най¬ 

ти такой номер к = к(п), что будет иметь место либо неравенство 


либо неравенство 


+ + ^"а+1 + "а + 2 ’ 


> 8„> 8, 

‘'к+ 1 ” + 1 


‘'к + 2 


поэтому из (30,77) следует, что и 


Иш 8„=А.П\ 

п —> оо 


УПРАЖНЕНИЕ. Доказать, что если ряд (30.62) сходится, но не абсо¬ 
лютно, то можно так переставить его члены, что полученный ряд будет 
расходиться. В частности, можно сделать так, чтобы его сумма была рав¬ 
на Ч-оо, а также и так, чтобы последовательность его частичных 
сумм не имела ни конечного, ни бесконечного предела. 


30.13. Преобразование Абеля. 

Признаки сходимости Дирихле и Абеля 

В этом пункте будут доказаны достаточные признаки сходи¬ 
мости числовых рядов, пригодные и для рядов с комплексны¬ 
ми членами. 

Предварительно рассмотрим одно преобразование сумм вида 

5 = -Ь 02^2 + ••• + «А» (30.78) 

где а^, Ь^, і = 1, 2, , п, — комплексные числа. Положим 

Ві = В 2 = &! + ь ^,..., в„ = -ь ^2 + ••• + 

тогда 

= В^, ^2 = -^2 “ -Ві, ... , Ъ^ = В^ - В^_ 
и 

5 = а^Ві -Ь а 2 (В 2 - В^) -Ь ... -Ь а„(В„ - В„_і). 

Раскрыв скобки и группируя по-новому члены, получим ра¬ 
венство 

5 = (Ні - а2)Ві + (а^ - а^)В2 + ... + (а„ _ ^ - а„)В„ _ ^ + а„В„. 
Таким образом, окончательно имеем 

X “А = Х' + + «А- (30.79) 
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Преобразование сумм вида (30.78) называется преобразовани¬ 
ем Абеля', оно является в известном смысле аналогом интегри¬ 
рования по частям. Эта аналогия особенно бросается в глаза, 
если формулу (30.79) записать в виде 

Е «Д-В; -В^ ^ = {а^В^ - а^В^) - + а;)В^. 

і = 2 і = 1 

Докажем с помоіцью преобразования Абеля лемму. 

Л Е М М А 4 (неравенство Абеля). Если 

+ і = 1, 2, ... , га - 1, (30.80) 

или 

а^<а^^-^, і = 1,2, ... ,п-Ѵ, (30.81) 

и 

|&^ + ... + Ь;| < В, С, і=\,2,...,п, (30.82) 

то 

± ар^ < В(\а^\ + 2|а„|). (30.83) 

і - 1 

Доказательство. Согласно условиям (30.80) или (30.81), 
все разности а^ - а^^^ в формуле (30.79) одного знака, поэтому, 
в силу этой формулы и условия (30.82), имеем 

Е «А < Е 1«г - - іІ \Ві\ + К\ \Вп\ («і - + 1) + К\^ = 

і = 1 і = 1 V і = 1 ) 

= В(|аі - а„| -Ь |а„|) < В(|аД -Ь 2|а„|). □ 

Важно обратить внимание на то, что в неравенстве Абеля 
оценка рассматриваемой суммы дается через первый и послед¬ 
ний ее члены и не зависит от числа слагаемых в этой сумме. 

ТЕОРЕМА 18 (признак Дирихле). Пустъ дан ряд 

оо 

Е ^пК (30.84) 

п = 1 

такой, что последовательность {а„} монотонно стремится 
к нулю, а последовательность частичных сумм {В„} ряда 

оо 

Е га = 1 , 2 , ... , 

Л = 1 

ограничена', тогда ряд (30.84) сходится. 

* Из этих неравенств следует, что числа а^, г = 1, 2, ... , га, действи¬ 
тельны. 
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Доказательство. В силу ограниченности последователь¬ 
ности {В^}, суш,ествует такое число В > О, что \В^ < В для всех 
п = 1, 2, ... . Отсюда следует, что для любого /г = 2, 3, ... и лю¬ 
бого целого р> О 


П+ р 


і = п 


\^п+р 


< В 


п -\- р\ 


+ \в„ 


< 2В. 


(30.85) 


Пусть задано е > 0. Из условия Ип^ ^ 0 следует суіцест- 
вование такого номера п^, что для всех п > выполняется не¬ 
равенство 


а 


п\ 



(30.86) 


Теперь, применив неравенство Абеля (30.83) к сумме ^ 

і - 1 

где п> приняв во внимание неравенства (30.85) и (30.86), 
получим 


П+ р 


Е 

і = п 


а,Ъ., 

I і\ 


< 2В{\а} -Ь 2|а„+р|) < е. 


отсюда, согласно критерию Коши, и следует, что ряд (30.84) 
сходится. □ 

В качестве примера рассмотрим ряд 


81П па 


(30.87) 


Прежде всего, если а ^ 2лт, т = 0, +1, +2, ... , то 


52 зіп ка= 

к - 1 к - 1 


о • К • I, 

2 81 П - 81 П ка 
2 

о • к 
2 8111- 


г = 1 


52 С 08 I й - - а - С 08 I к + 


2 8ІП 


1 ; 

С08 -а - С08 п + 


. п + 1 . п 

81П —-—а 81П -а 
2 2 


2 8ІП 


и, следовательно. 


^ 8ІП ка < 


. а 

8111- 


Если же а = 2пт, т = 0, +1, +2, ... , то все члены сумм 

П 

52 8ІП ка равны нулю, поэтому эти суммы при любом п равны 

к-1 

нулю и, следовательно, ограничены. Таким образом, при всех а 

П 

суммы 52 ограничены. 

к=\ 
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с другой стороны, последовательность 



монотонно убы¬ 


вает и стремится к нулю, поэтому, по признаку Дирихле, ряд 
(30.87) сходится при любом а. 

Аналогично ряду (30.87) исследуется ряд 



соз па 
п 


(30.88) 


Так как при а 2лт, т = 0, +1, +2, ... , справедливо ра¬ 
венство 


П 



С08 ка 



2зіп I С 08 ка = 


2 зіп 


- і: [зіп [ь 


^ ^ (х - 8ІП (й - і а = 


.1^ .а 
п + -]а-вш- 

О • ОС 

2зіп- 


. па п + 1 
81П — С08 — 2 —а 

5 

. а 
зш- 


(30.89) 


то для указанных а выполняется неравенство 


52 С 08 ка 





и, следовательно, по принципу Дирихле, ряд (30.88) сходится 
при всех а ^ 2лт, т = 0, +1, +2, ... . 

Если же а = 2пт, т = 0, +1, +2, ... , то ряд (30.88) в отли¬ 
чие от ряда (30.87) расходится, так как он превраіцается в 
гармонический ряд. 

Заметим, что признак Лейбница (см. п. 30.9) следует из 
признака Дирихле. Действительно, если в ряде 


Е (-І)Х’ (30.90) 

л = 1 

где ^ > о, положить = (-1)", то, очевидно, суммы 

+ ... + &„, п = 1, 2, ... , равны нулю или единице и поэтому огра¬ 
ничены и, значит, по признаку Дирихле, ряд (30.90) сходится. 

Из неравенства Абеля (30.83) можно получить еіце один 
признак сходимости ряда. 

ТЕОРЕМА 19 (признак Абеля). Если последовательность {аД 
монотонна и ограничена, а ряд Е С, га = 1, 2, ... , схо- 

Л = 1 

дится, то ряд (30.84) также сходится. 
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Доказательство. В силу ограниченности последователь¬ 
ности {а„} суш,ествует такое М > О, что для всех п = 1, 2, ... вы¬ 
полняется неравенство |а^| < М. 


Пусть теперь задано е > 0. Из сходимости ряда ^ следу- 

П = 1 

ет суптествование такого номера п^, что для всех номеров п> 

П + р I 

і = п 


< ^ По- 
зм 


и всех целых р > 0 выполняется неравенство 

этому для всех номеров п > и. всех целых р > 0, согласно 
лемме 4, справедливо неравенство 


П + р 

Е 

і = п 


<^(к1 + 2к+,|)<е. 


В силу критерия Коши сходимости рядов, это означает, что 
ряд (30.84) сходится. □ 

Отметим, что теорема 19 может быть получена и из теоре¬ 
мы 18. Действительно, если выполнены условия теоремы 19, 
то, в силу монотонности и ограниченности последовательнос¬ 
ти {а\, суш,ествует конечный предел а = Ііт а„ и, следова- 

Л ОО 

тельно, последовательность с^ = а^ - а, п = 1, 2, , монотонно 

стремится к нулю. Последовательность же частичных сумм 
ряда ^ ограничена, так как этот ряд, по условию, сходит- 

п = 1 

ся. Поэтому, согласно теореме 18, ряд ^ сходится. Но 

Л = 1 

- аЬ„ и ряд ^ аЬ^ = ® Е также сходится. Сле- 

Л = 1 Л = 1 

довательно, как сумма двух сходящихся рядов сходится и ряд 


Е «А= Е + « Е К- 

Л=1 Л=1 Л=1 

Пример. Исследуем сходимость ряда 

л 

„ 81П па С08 - 


1п Іптг 


(30.91) 


Заметим, что ряд ^ 


“2 Іпіпа 
Дирихле: последовательность 


сходится согласно признаку 


монотонно стремится к 


ІПІПП 


нулю, а последовательность частичных сумм ряда ^ 8Іп па 


Л = 2 

ограничена (см. предыдуіций пример). Последовательность 
же С08 А п = 2, 3, ... , монотонна, поэтому, по признаку Абе¬ 
ля, ряд (30.91) сходится при всех а. 
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30.14*. Асимптотическое поведение 
остатков сходящихся рядов 
и частичных сумм расходящихся рядов 

Подобно несобственным интегралам, для рядов бывает нужно 
ответить не только на вопрос об их сходимости, но в случае 
сходимости ряда оценить ее скорость, а в случае расходимости 
выяснить характер поведения его частичных сумм при возрас¬ 
тании их номера. 

В случае рядов вида ^ /(га), где / — неотрицательная убы¬ 
вающая функция, на подобные вопросы иногда удается полу¬ 
чить ответы с помощью метода, примененного при доказатель¬ 
стве интегрального признака сходимости рядов (см. п. 30.7). 

Действительно, если ряд ^ /(га) сходится, следовательно, схо- 

Л = 1 

дится и интеграл | /(л:) йх, то, обозначив, как обычно, через 
1 

остаток рассматриваемого ряда, получим неравенство 

оо со ^ +00 

г„= ^ /(/г)< I \ тах. (30.92) 

/г = л + 1 + п 

Это и есть искомая оценка остатка ряда, показывающая, что 

при п ^ оо этот остаток убывает не медленнее, чем интеграл 

+ 00 

I /(х) (ІХ. 

п 

Аналогично получается и оценка снизу для остатка ряда: 
Гп= Ё я^)> Ё Кх)(іх= I Кх)(1х. (30.93) 

к-п + \ к-п + 1 ^ „ + 

Если /(л:) — неотрицательная убывающая функция при х > 1, 
то можно получить полезные оценки для частичных сумм ря¬ 
да ^ /(га), не зависящие от того, сходится этот ряд или нет 

П = 1 

(следовательно, и не зависящие от того, сходится или расхо- 

+ 00 

дится интеграл | /(л:) йх). 

1 

Заметив, что 

о < /(й) - I /(х) (ІХ < /(/г) - /(/г + 1), 

к 

и просуммировав эти неравенства по /г от 1 до га, получим 

Ё т - "І' /(X) (ІХ < /(1) - кп +1) < /(1). 

* = 1 I 
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Из приведенных неравенств следует, что последовательность 


71+1 


Ё йЩ- \ Кх)Лх, /г = 1,2, 


монотонно возрастает и ограничена сверху, поэтому стремит¬ 
ся к конечному пределу. Иначе говоря, суп];ествует такая по¬ 
стоянная с, что 


= с. 


[^1 “ I 

Это равенство можно переписать в виде 

XI Я^) = I Кх) <іх + с + п = 1,2. 


(30.94) 


(30.95) 


где Ипі е„ = 0. Оно показывает, что если ряд У Дп) рас- 

п 

ходится, то его частичные суммы У Дй) с точностью до 

к-1 

бесконечно малой последовательности растут так же, как 

71+1 

I /(х) (іх + с, где с — некоторая постоянная. Отсюда следует, 
1 

п п + 1 

что частичные суммы у Д/г) и интеграл | Дх) (Іх асимпто- 

к = 1 ^ 

тически равны при п оо, т. е. их отношение стремится к 
единице при п ^ оо; 


У Д^) ~ І Д^) <іх, п 


к = 1 


Примеры. 1. Рассмотрим гармонический ряд У -, ко- 

п- \ П 

торый, полагая Дх) = і, х > 1, запишем в виде у Дн). 

^ 77 = 1 

Функция /(х) = -, X > 1, удовлетворяет условиям 

X 

тг + 1 

теоремы 10, и, поскольку [ — = 1н (п -Ь 1), из доказанного 

I X 

следует, что суш,ествует такая постоянная С, что 

1 + і I + ... + і = 1п (п -Ь 1) -Ь С + е„, п = 1, 2, ... , 
где Ит е„ = 0. Эта постоянная С называется постоянной Эйле- 

п ^ оо 'Т' 

ра. Замечая, что 1н (га -Ь 1) - 1н га = 1п Гі -Ь і 1 ^ 0 при га ^ оо. 
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в полученной формуле можно заменить 1п (га + 1) на 1н га (при 
этом, конечно, изменится и последовательность е^, но она оста¬ 
нется бесконечно малой последовательностью): 


— — 1пга-ЬС-Ь 8 , га — 1, 2, ... . (30.96) 
2 3га 

Любопытно заметить, что до сих пор не удается выяснить 
природу эйлеровой постоянной в том смысле, что неизвестно 
даже, является ли она рациональным числом или нет. 

Из формулы (30.96), очевидно, следует асимптотическое 
равенство 

1 -Ь і -Ь ...-Ь - ~ 1п га, п^оо, 

2 га 


2. Рассмотрим ряд ^ 0 < а < 1. 

Л = 1 ^ 

Возьмем функцию /(х) = —, х > 1; тогда 

х“ 


Л + 1 

I 

1 


йх 


а 


X 


(га -Ь 1 

1 - а 


Из формул (30.94) и (30.95) для данного случая следует, что 
существует такая постоянная с„, что 


1 + — + 
2 “ 


1 _ (га + 1)1-“ - 1 


-8 -!- = 


1 - а 


+ Са + 


где Ит = 0. Отсюда получаем асимптотическое равенство 

п ^ оо 


1 



гаі “ 

1 - а' 


3. Рассмотрим сходящийся ряд ^ —, а > 1. 

Л = 1 ^ 

Взяв снова в качестве функции / функцию — и замечая, что 

х“ 

^ 'У сс 


^ х“ (а - 1)га“ 1 

в силу формул (30.92) и (30.93), получаем 


1 




откуда 


(а-1)(га + 1)“ 1 га“ (а-1)га“ і 

1 1 




4. Рассмотрим ряд 


= п (ос - 1)/г“ ^ 


п-0 


(30.97) 
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Мы уже знаем, что этот ряд сходится и что его предел ра¬ 
вен числу е (см. пример 6 в п. 4.9): 




(30.98) 


Оценим остаток этого ряда: 

со 

0<г„= ^ 


1 _ 

1 Гі + 

1 + 

(к + 1)! 

(п + 1)![^ 

71 + 2 

< 1 

.Гі+ ^ + 

1 

(п + 1)! 

1 71 + 2 

{п + 2)2 


{ті + 2)(п. + 3) 

+ ...1 = 


< 


(п + 1)! 


<^. (30.99) 


1 - 


п\(п + 1)2 п\п 


л + 2 

Следовательно, если — частичная сумма ряда (30.98), то 

е = -I-(30.100) 

и, в силу неравенства (30.99), справедлива следующая оценка 
погрешности при замене е на 8„: 

" п\п 

Таким образом, число е можно приближенно вычислять 
в виде суммы 

1 




-Ь 


п\ 


причем полученная оценка указывает точность получающих¬ 
ся приближений. 

Замечание. Если положить Ѳ„ = г^піп, то из (30.99) 
получим о < Ѳ„ < 1 и, следовательно, в силу формулы (30.100), 


,= 1 + 1 + 1 + 


+ щ + -^, 0<Ѳ„<1, я = 1,2, ....(30.101) 

1! 2! пі піп " 

Отсюда легко следует, что число е является иррациональным. 
Действительно, если бы е было рациональным числом: е = ^, 
т&N, п&N, то, в силу (30.101), было бы справедливо равенство 


откуда 


^ = 1 + 1 + 1 + ... + 1 + -^іі, 
п 1! 2! п\ п\п 


піт - [1 + 1 + 1 + ...+ 1- 1п!я = Ѳ„. 

1! 2! п] 


Но это равенство невозможно, так как слева стоит целое чис¬ 
ло, а справа Ѳ„, где 0 < Ѳ„ < 1. □ 
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30.15.0 суммируемости рядов 
методом средних арифметических 


Иногда представляет интерес изучение расходящихся рядов, 
т. е. рядов, частичные суммы которых не стремятся к конечно¬ 
му пределу. Как было уже показано, подобные ряды дают воз¬ 
можность получать асимптотические формулы (см. п. 30.14*, 
а также далее п. 33.10*). Изучение расходящихся рядов целе¬ 
сообразно, в частности, в том случае, когда для них удается оп¬ 
ределить надлежащим способом понятие суммы. Различные 
методы определения сумм рядов называются методами сум¬ 
мирования рядов. Метод суммирования ряда называется регу¬ 
лярным, если для сходящегося ряда его сумма, определенная 
по этому методу, совпадает с обычной его суммой (в этом слу¬ 
чае говорят: регулярный метод суммирует сходящийся ряд к 
его сумме). 

Рассмотрим метод суммирования ряда средними арифме¬ 
тическими его частичных сумм. Пусть дан ряд 


и пусть 


Ні -ь «2 + ... + -ь ... 

8„ = -ь ^2 + ... + п=1,2, ...,— 


последовательность его частичных сумм. Обозначим через 
среднее арифметическое первых п членов этой последователь¬ 
ности: 

8-. -Ь 8о -Ь ... -Ь 8 

^п=- -^- -■ 

" п 

Определение 5. Ряд называется суммируемым методом сред¬ 
них арифметических к числу а, если последовательность {а„} 
средних арифметических его частичных сумм сходится к а: 


Ині а„ = а. 

Л ^ со 

Метод суммирования средними арифметическими являет¬ 
ся регулярным методом суммирования, так как из того, что 
некоторая последовательность {х^ имеет предел, следует, что 
последовательность, составленная из средних арифметиче¬ 
ских первых ее п членов: 


-Ь Х2 -Н ... -Ь 
п 


п = 1, 2, ... , 


имеет тот же предел (см. пример 5 в п. 4.1). 
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с другой стороны, существуют расходящиеся ряды, которые 
суммируются методом средних арифметических. Таким приме¬ 
ром является ряд 


1-1-Ы-1-Ь... . (30.102) 


В этом случае 8^^ = 0, 82 ;, _ і = 1, = |. <^ 2 * - і = 

к = 1, 2, ... . Следовательно, Ит а„ = т. е. ряд (30.102) сум- 

мируется методом средних арифметических. 

С применением суммирования рядов методом средних 
арифметических мы встретимся в п. 55.6. 


Задача 2 (признак Дюбуа—Реймона сходимости ряда). 

Доказать, что ряд ^ (а,^ и — комплексные числа) сходится, ес- 

Л = 1 

ли ряд ^ сходится, а ряд ^ (а„ “ «„ + і) абсолютно сходится. 

Л = 1 Л = 1 

Задача 3 (признак Дедекинда сходимости ряда). Дока¬ 


зать, что ряд ^ (а^ и — комплексные числа) сходится, если ряд 

Л = 1 
оо 

^ (а^ — ^ абсолютно сходится, Ип^ = 0 и частичные суммы ряда 

л = 1 ” ^ 

оо 

у ограничены. 

Л = 1 


§31 

Бесконечные произведения 

31.1. Основные определения. 

Простейшие свойства бесконечных произведений 

Аналитическое выражение, имеющее вид произведения бес¬ 
конечного множества сомножителей, называется бесконеч¬ 
ным произведением. Дадим более детальное и строгое опреде¬ 
ление этого понятия. 

Определение 1. /Тора последовательностей комплексных чи¬ 
сел {а„} и {р„}, где 

= НіОг ... а„, га = 1,2, ... , (31.1) 

называется бесконечным произведением и обозначается 

оо 

П «я- (31.2) 


53 



Члены последовательности {а^} называются сомножи¬ 
телями бесконечного произведения (31.2), а члены последо¬ 
вательности {р^ — его частичными произведениями (поряд¬ 
ка п). 

Если последовательность частичных произведений {р^} име¬ 
ет конечный или определенного знака бесконечный предел р: 

р= Ііт р = Ііт иа^, (31.3) 

ТО ЭТОТ предел называют значением бесконечного произведе¬ 
ния (31.2) и пишут 

оо 

Р = аіа2 ... а„ ... = П 

71 = 1 

Таким образом, аналогично случаю ряда, здесь одним и 
тем же символом обозначают как само бесконечное произведе¬ 
ние, так и его значение, если оно существует. 

Если хотя бы один из сомножителей бесконечного произве¬ 
дения равен нулю, то и значение этого бесконечного произве¬ 
дения равно нулю: = 0. Поэтому естественно предпо- 

И = 1 

лагать, что все сомножители рассматриваемых бесконечных 
произведений отличны от нуля. Это всегда и будем делать, не 
оговаривая специально, в дальнейшем. 

Для таких бесконечных произведений можно построить тео¬ 
рию, аналогичную теории сходящихся рядов. Этим оправдыва¬ 
ется следующее определение. 

Определение 2. Бесконечное произведение называется схо- 
дящимся, если оно имеет конечное значение, отличное от 
нуля. 

В противном случае бесконечное произведение называется 
расходящимся. Таким образом, бесконечное произведение на¬ 
зывается расходящимся, если предел последовательности его 
частичных произведений либо равен нулю, либо +оо, либо не 
существует. В частности, если 

оо 

П “п = о, 

71 = 1 

ТО произведение ]~[ а^ называется расходящимся к нулю. 

71 = 1 

Примеры. 1. Бесконечное произведение 1-1* ... •! ... 
сходится, и его значение равно 1. 
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2. Бесконечное произведение (-1)(-1) ... (-1) ... расходит¬ 
ся, так как для него = (-1)", а последовательность {(-1)"} не 
имеет предела. 

3. Бесконечное произведение ГГ Гі + -1 расходится, так 

п-І п ) 

как = /г + 1 и, следовательно, Ііт р„ = +оо. 

оо 

4. Бесконечное произведение ГТ Гі - -1 расходится к ну- 

п - 1 ^ ^ ' 

ЛЮ, так как здесь р„ = 1/п. 


оо / \ 

5. Для бесконечного произведения ]Д 1 - — имеем 


^1--1 

Л--1- 


22) 

32 ) 

л2 ) 


1-32-4 
22 32 

1 


(п - 1)(п -Ь 1) _ 1п -Ь 1 
2 


1 -Л 


п 

Поэтому Ит т. е. бесконечное произведение ]Д 

сходится и его значение равно 1/2. 

6 . Формулу Валлиса (см. пример 1 в п. 26.2) 

5= Ит 

2 2п-Ы1(2л - 1)!! 

МОЖНО рассматривать как разложение числа л/2 в бесконеч¬ 
ное произведение: 

л _ 2 2 4 4 2л 2л 
2 1 3 3 5 ■■■ 2л - 1 2л -Ы ■■■ ■ 

7. Покажем, что бесконечное произведение 

1 
П 

е 


п 

/г = 1 


1 -ь 


1 

л 


сходится, и найдем его значение. Имеем 

ІПЛ + С + 


1 + 1 + ... + І 

о 2 ті 


Рп = 




л-ьі л-ьі л-ьі 

где С — постоянная Эйлера (см. п. 30.14*), а {е„} — бесконечно 
малая последовательность, поэтому 

1 

оо 

е _ = „с 


п 

71 = 1 1 -|_ 


- = Ит р = 

X л ^ оо " 
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Если в бесконечном произведении (31.2) отбросить первые п 
сомножителей, то получившееся бесконечное произведение 

со 

П + н (31.4) 

А -1 

называется п-м остаточным произведением. 

Отметим простейшие свойства бесконечных произведений. 

1°. Если бесконечное произведение сходится, то и все его 
остаточные произведения сходятся. 

Если какое-либо остаточное произведение сходится, то 
и само бесконечное произведение сходится. 

Эти утверждения легко доказываются аналогично соответ- 
ствуюш;ей теореме об остатках ряда (см. и. 30.2). 

Таким образом, для бесконечного произведения как отбра¬ 
сывание конечного множества первых сомножителей, так и 
присоединение конечного множества отличных от нуля пер¬ 
вых сомножителей не влияют на его сходимость. 


УПРАЖНЕНИЯ 1. Доказать, что как отбрасывание конечного множест¬ 
ва сомножителей, не обязательно первых, бесконечного произведения, 
так и добавление конечного множества отличных от нуля сомножителей 
не влияют на его сходимость. 


2°. Если бесконечное произведение (31.2) сходится, то по¬ 
следовательность его остаточных произведений 

со 

П ‘^п + к (31.5) 

к-1 

имеет пределом единицу. 

Иш = 1. (31.6) 

Доказательство. Если 


П ^п=Р’ (31.7) 


(31.5) П ^п + к 


Так как 


П 

г = 1 


Иш ТТ а у = Д. 

т->оо й (31.7) р 

(31.1) 


Иш = р^О, 

« (о1.7) ^ 

Иш ( 7 „ = Иш Д = ^ = 1. □ 

Л_,оо п^ОО р 


3** (необходимое условие сходимости бесконечного произ¬ 
ведения). Если бесконечное произведение (31.2) сходится, то 
последовательность его сомножителей стремится к единице. 


Иш а„ = 1. 

Л ^ оо 


(31.8) 
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Доказательство. В самом деле, а„ = п = 2, 3, по- 

Рп-1 

этому 

Иш а„ = Ит = ^ = 1. □ 

п^оо « Рп-1 Р 

Отметим, что выполнение условия (31.8), т. е. стремление 
последовательности сомножителей бесконечного произведения 
к единице, недостаточно для его сходимости. Это видно, напри¬ 
мер, из рассмотренных выше примеров 3 и 4, в которых у рас- 
ходяіцихся бесконечных произведений последовательности 
сомножителей стремятся к единице. 

31.2. Критерий Коши 

сходимости бесконечных произведений 

Установим необходимые и достаточные условия сходимости 
бесконечных произведений. 

ТЕОРЕМА 1 (критерий Коши). Для того чтобы бесконечное 
произведение (31.2) сходилось, необходимо и достаточно, что¬ 
бы для любого е > О нашлось такое Пц, что для всех п > 
и всех т > О выполняется неравенство 

(31.9) 

Рп 

Доказательство. Необходимость. Пусть бесконеч¬ 
ное произведение (31.2) сходится, и, следовательно, не равно 

нулю: Д а„ = = р ^ 0. 

Поэтому суш,ествует такой номер Пд, что для всех п> п^ 

выполняется неравенство |р„| > > 0, т. е. последовательность 

\Рп^+к\^ /г = 1, 2, ... , ограничена снизу, а так как все сомножи¬ 
тели ^ о, п = 1, 2, ... , то и вся последовательность {1р^} огра¬ 
ничена снизу положительной постоянной: суш,ествует такое 
число с > о, что 

|р„|>с, п = 1,2, .... (31.10) 

Зададим произвольно е > 0. Из сходимости последователь¬ 
ности {р^, согласно критерию Коши для последовательности, 
следует, что найдется такой номер п^, что для всех номеров 
п> п^ѵі всех т > о выполняется неравенство 

|Рп + т-Рп1<се, (31.11) 
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тогда 


Р п + т 

Рп 





< -се = е, 

(31.10) с 

(31.11) 


т. е. выполнено условие (31.9). 

Достаточность. Пусть выполнено условие (31.9). Тогда 
для е = 1 существует такой номер п-^, что для всех т > 0 вы¬ 


полняется неравенство 


Рп^ 


откуда 


\Рп^ + т\ 


\Рп, 


Рп^ 


-1 + 1 


Рп^ 

Рп, 


-1 


< 1 , 




Рп, + , 


-1 


Рп) + \Рп)<^\Рп^’ 


и, следовательно, последовательность {р^ ограничена, т. е. су¬ 
ществует такое с > о, что 

|р„|<с, 71 = 1,2,.... (31.12) 


Зададим произвольно е > 0. В силу условия теоремы, най¬ 
дется такой номер п^, что для всех номеров п> п^ш. всех т > 0 
будет выполняться неравенство 


т. е. 


Рп + т 
Рп 




\Рп- 


■Рп 


< -\Рп\ 

(31.13) с' 


< е. 

(32.12) 


(31.13) 


Это означает, что числовая последовательность {р^} удовлетво¬ 
ряет критерию Коши сходимости числовых последовательнос¬ 
тей и, следовательно, сходится. 

Покажем, что ее предел р = Ині р„ не равен нулю. Если бы 

П СО 

он был равен нулю, то, перейдя к пределу в неравенстве 
(31.13) при т ^ оо (п фиксировано), мы получили бы неравен¬ 
ство 1 < - , что противоречит произвольному выбору е > 0. □ 
с 


31.3. Бесконечные произведения 
с действительными сомножителями 

До сих пор все доказанные для бесконечных произведений 
теоремы были справедливы независимо от того, являлись ли 
их сомножители комплексными или только действительными 


58 



числами. Перейдем теперь к изучению бесконечных произве¬ 
дений, сомножители которых являются только действитель¬ 
ными числами. В этом случае из необходимого условия сходи¬ 
мости (31.8) бесконечного произведения (31.2) следует, что 
все его сомножители начиная с некоторого номера положи¬ 
тельны. Согласно же свойству 1° и. 31.1, отбрасывание конеч¬ 
ного множества сомножителей не влияет на сходимость беско¬ 
нечного произведения, поэтому дополнительное предположе¬ 
ние о том, что все сомножители бесконечного произведения 
положительны, не будет ограничивать обш,ности изучения 
сходимости бесконечных произведений с действительными 
сомножителями. 

Взаимно обратную связь между бесконечными произведе¬ 
ниями с положительными сомножителями и рядами устанав¬ 
ливает следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы бесконечное произведение 

оо 

Р] а„, а„>0, п = 1,2, ..., (31.14) 

тг = 1 

сходилось, необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 

оо 

Е 1па„. (31.15) 

тг = 1 

Если при сходимости ряда (31.15) число з является его 
суммой, а число р — значением бесконечного произведения 
(31.14), то 

р = е\ (31.16) 

Доказательство. В самом деле, если §„ — частичная сум¬ 

ма порядка п для ряда (31.15), а — частичное произведение 
того же порядка для бесконечного произведения (31.14), то 

= Е 1п а* = Іи П а^ = 1пр„, га = 1, 2, ... , 

к= 1 = 1 

следовательно, = е*™. Перейдя здесь к пределу при га ^ оо^ 
получим формулу (31.16). □ 

При исследовании бесконечного произведения (31.2) часто 
бывает удобным его сомножители а^ представлять в виде 

+ га = 1,2, .... 

В случае сходящегося бесконечного произведения (31.2), в 
силу его свойства 3° (см. и. 31.1), последовательность {иД яв¬ 
ляется бесконечно малой. 
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ТЕОРЕМА 3. Если все и^, п = 1, 2, знакопостоянны (т. е. 
все > О или все и^ < 0), то, для того чтобы сходилось бес¬ 
конечное произведение 

оо 

П(1 + “п)> (31.17) 

Л = 1 

необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 

оо 

Е и,. (31.18) 

Л = 1 

Доказательство. Согласно необходимому условию сходи¬ 
мости бесконечного произведения (см. свойство 3® в п. 31.1) и 
необходимому условию сходимости ряда (теорема 1 в п. 30.1), 
из сходимости бесконечного произведения (31.17), так же, как 
и из сходимости ряда (31.18), следует, что 

Ііт и„ = 0. (31.19) 

Поэтому будем предполагать это условие выполненным. 

Сходимость бесконечного произведения (31.17), согласно 
теореме 1, равносильна сходимости ряда 

оо 

Е 1п(1 + и„). (31.20) 

Л = 1 

В силу же (31.19), имеет место эквивалентность 
1п (1-Ь н„)~ и„, п^оо. 


и так как все и^ одного знака, то, согласно признаку сравне¬ 
ния рядов (см. следствие теоремы 6 в п. 30.4), ряд (31.20) схо¬ 
дится и расходится одновременно с рядом (31.18)). □ 

Отметим, что нами уже было непосредственно и очень 

просто показано, что бесконечное произведение П (і + - 
расходится (см, пример 3 в п. 31.1). Из этого утверждения, в 
силу теоремы 3, следует, что ряд У - расходится, — еще од- 

п-1 П 

НО доказательство расходимости гармонического ряда. 

В случае знакопеременных и^ имеет место следующее до¬ 
статочное условие сходимости ряда (31.17). 

ТЕОРЕМА 4. Если сходятся ряды 



то бесконечное произведение (1 + и„) сходится. 

Л = 1 


(31.21) 
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Доказательство. Прежде всего из сходимости рядов (31.21) 
следует выполнение условия (31.19). Тогда, согласно формуле 
Тейлора, 

1п (1 + и^ = + о(и2), га ^ оо. 


и,следовательно. 


- 1п(1 + и„) _ 1 
и? 2' 


Из этого равенства, согласно признаку сравнения рядов, явст¬ 
вует, что ряд 

со 

га„-1п(1 + и„) (31.22) 

П = 1 

сходится, так как, по условию, сходится ряд ^ и^. По уело- 

Л = 1 

ВИЮ, сходится и ряд ^ га„, поэтому из сходимости ряда 

/г = 1 

(31.22) следует и сходимость ряда ^ Іи (1 -Ь и^), что, в силу 

теоремы 2, означает сходимость бесконечного произведения 
(31.17). □ 

Примеры. 1. Произведение 


пГі + і'], х>0. 


сходится при х > 1 и расходится при х < 1. Согласно теореме 3, 
это следует из того, что ряд Ѵ — сходится при х > 1 и расхо- 

п-1 И* 

дится при X < 1. 

2. Имеет место равенство Эйлера 

оо 1 

П (1 + 9") = ^5 -. 0<д<1. 

71 = 1 П 

П = 1 

Произведения (1 + д") и (1 - ^ ^) сходятся, так как 

П = 1 П = 1 

сходятся соответственно ряды д" и ^ д^” ^ ^ (см. теорему 3). 
Заметим еще, что в силу аналогичных соображений сходится и 
бесконечное произведение П ~ <1^"'), следовательно, в силу 

И = 1 

критерия Коши сходимости бесконечных произведений, выпол¬ 
няется условие 

Ит П (1-д^*) = 1. (31.23) 

и —^ оо . А А . 
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Теперь имеем 


со АП АП 1 _ 

П (1 + д") = ііт П (1 + 9*) = П 

п-1 /г = 1 А=1 -1 “ 


1 “ _ 
к 


П (1-?^'') 

= Ііт ^ ~ ^ - = -. 


УПРАЖНЕНИЯ. 2. Доказать, что, для того чтобы ^ = О, > О, 

л = 1, 2, ..., необходимо и достаточно, чтобы 

СО 

Е 1па„ = -оо. 

Л = 1 

3. Доказать, что если < О, я = 1, 2, ... , и и„ = -оо, то (1 + иД = 0. 

П = 1 Л = 1 

4. Доказать, что если ряд ^ сходится, а ряд ^ расходится, то 

л = 1 л = 1 

со 

п (і + “я) = о. 

л = 1 

оо 

5. Построить пример сходящегося бесконечного произведения р (1 + иД, 

СО л = 1 

у которого ряд ^ расходится. 

Л = 1 

ОО 

6. Построить пример сходяш;егося бесконечного произведения (1 + 

со оо л 1 

у которого оба ряда ^ расходятся. 

Л = 1 Л = 1 


31.4. Абсолютно сходящиеся 
бесконечные произведения 

Вернемся снова к изучению бесконечных произведений, вооб- 
ш,е говоря, с комплексными сомножителями. Подобно рядам 
для бесконечных произведений вводится понятие абсолютной 
сходимости. 

Определение 3. Бесконечное произведение 

со 

П (1 + “„) (31-24) 

Л = 1 

называется абсолютно сходящимся, если сходится произве¬ 
дение 

П(1 + к1). (31.25) 

Л = 1 
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ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы бесконечное произведение 

{31.24) абсолютно сходилось, необходимо и достаточно, что¬ 
бы сходился знакопостоянный ряд 

Ё 1п(1 + кІ), (31.26) 

П = 1 

а также необходимо и достаточно, чтобы абсолютно схо¬ 
дился каждый из рядов 

со 

Е 1п(1 + и„) (31.27) 

П = 1 

и 

оо 

і: (31.28) 

П = 1 

Доказательство. Равносильность сходимости бесконеч¬ 
ного произведения (31.24) и ряда (31.26) сразу следует из оп¬ 
ределения абсолютной сходимости бесконечного произведе¬ 
ния и из теоремы 3. 

Из сходимости каждого из рядов (31.26), (31.27) и (31.28) 
следует, что Ііт = О, а при выполнении этого условия име- 

^ оо “ 

ет место эквивалентность 

1п (1 + |и„|) ~ |и„| ~ |1п (1-Ь и„)|, п^оо. 

Поэтому все ряды 

оо со . со 

^ 1п(1 + |и„|), ^ кі, |1п(1 + н„)| 

71=1 71=1 71=1 

одновременно сходятся или расходятся. Это и означает, что 
сходимость ряда (31.26) равносильна абсолютной сходимости 
каждого из рядов (31.27) и (31.28). □ 

Замечание. Если сходится бесконечное произведение 
(31.24), то сходится и бесконечное произведение 


причем 


со 


п 

71 = 1 


1 

1 + “п’ 


оо 


п 

71 = 1 


1 

1 + “п 


1 


оо 


П 


(31.29) 


Это следует из того, что если га = 1, 2, ... , является 
частичным произведением порядка га бесконечного произведе¬ 
ния (31.24), то обратная величина 1/р„ является частичным 
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произведением того же порядка бесконечного произведения 
(31.29). 

Бесконечные произведения (31.24) и (31.29) одновременно 
сходятся абсолютно или нет, так как абсолютная сходимость 
и того и другого произведения равносильна абсолютной сходи¬ 
мости ряда (31.27). 

ТЕОРЕМА 6. Из абсолютной сходимости бесконечного про¬ 
изведения следует его сходимость. 

Доказательство. Если бесконечное произведение (31.24) 
абсолютно сходится, то, согласно теореме 5, сходится, и даже 
абсолютно, ряд (31.27), что, согласно теореме 2, равносильно 
сходимости бесконечного произведения (31.24). □ 

ТЕОРЕМА 7. Значение абсолютно сходящегося произведе¬ 
ния не зависит от порядка сомножителей. 

Это сразу следует из формулы (31.16), ибо если беско¬ 
нечное произведение (31.24) абсолютно сходится, то абсо¬ 
лютно сходится и ряд (31.15) (он совпадает с рядом (31.27)), 
а следовательно, его сумма з не зависит от порядка слага¬ 
емых. □ 

Если бесконечное произведение сходится, но не абсолютно, 
то его значение зависит от порядка сомножителей. В этом лег¬ 
ко убедиться, сведя тем же методом, что и при доказательстве 
теоремы 7, рассмотрение бесконечных произведений к соот¬ 
ветствующим рядам. 


Пример. Выясним, при каких х сходится, абсолютно 
сходится и расходится бесконечное произведение 


П 1 + 


(- 1 )” 


При X > \ это произведение абсолютно сходится, так как 

1 
2 


СЮ 1 

сходится ряд у —. При - < л: < 1 оно сходится, но не абсо- 

п= \ 

ЛЮТНО, ибо сходятся ряды ^ і ^ 

л=1 ^ 71=1^ 

му 4). 


сю ^ 

и ^ — (см. теоре- 


Наконец, при О < х < 1 оно расходится к нулю, поскольку 


(- 1 )” 


ряд х; 

л- 1 Н- 

ражнение 4). 


со ^ 

сходится, а ряд ^ — расходится (см. уп- 


л-1 П 
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31.5*. Дзета-функция Римана и простые числа 


Функция 

^(Х)= і: (31.30) 

п-1 

определенная этой формулой для х > 1 (см. п. 30.3), как из¬ 
вестно, называется дзета-функцией Римана. Она играет боль¬ 
шую роль во многих вопросах математического анализа. 

Докажем, что для нее имеется следуюіцее разложение в 
бесконечное произведение: 

С(^) = п^> (31-31) 

й 1 - _ 

Рк 

где произведение берется по всем простым числам к = 1, 2, , 

взятым в порядке возрастания (впрочем, как это будет пока¬ 
зано ниже, это бесконечное произведение сходится абсолют¬ 
но и поэтому не зависит от порядка сомножителей). Отме¬ 
тим, что во всех проводимых ниже рассуждениях не будет 
предполагаться, что простых чисел бесконечно много (т. е. 
все сказанное верно и в случае, если произведение (31.31) 
было бы конечно, а не бесконечно). Бесконечность множест¬ 
ва простых чисел будет отдельно доказана в конце этого раз¬ 
дела. 

Так как 



и ряд у — при X > 1 сходится (это следует из сходимости ряда 

к Рк 

(31.30) при X > 1), то, согласно теореме 5, абсолютно сходится 

бесконечное произведение ГГ Гі - — \ следовательно, и произ- 

к ^ Рі > 

ведение (31.31) (см. замечание после теоремы 5). 

По формуле для суммы геометрической прогрессии имеем 


1 


1 


Рк 



к = 1,2, ... , 


(31.32) 


где ряды в правых частях равенств, очевидно, абсолютно схо¬ 
дятся. Зафиксируем некоторое натуральное число N и перем- 
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ножим равенства (31.32), отвечающие всем простым числам 
Рі,Р 2 , ••• , не превышающим К; тогда 


(іеі: 

= П 


Р,<м 1- 


N 

Гя2і I- 


1 (31.32) 
Рк 


1 оо * 

-+ Е 

1 п = ы+\ 


1 


(31.33) 


где знак «звездочка» у суммы означает, что суммирование 
распространяется только на те натуральные числа N + 1, в 
разложении которых на простые множители участвуют толь¬ 
ко простые числа Рі^^ N ѵі которые получаются при умноже¬ 
нии отобранных рядов (31.32). Этими двумя свойствами заве¬ 
домо обладают все натуральные числа 1, 2, ... ,Н. 

Так как 


О < Рд,(х) 


ж 1 _ 

—X (ЗіТзЗ) 


со * 


Е 

= ЛГ + 1 



оо 


Е 

п = N + 


И ряд (31.30) сходится, следовательно. 




(31.34) 


то 


Ііт 

Д Г оо 




(31.30) 


п- 


= Ііт у — Ит 

оо ^ (31.34) дг ^ ос 


(31.33) 


п 

к 


1 -- 


1_ 

Рк 


т. е. представление (31.31) доказано. 

Заметим, что при х = \ равенство (31.33) (в его правой 
части стоит конечная сумма) остается верным, поэтому 


_ 1 СО*-| ^1 

Ру ^ \ — _ л — і л = ЛГ + 1 л— і 

Рк 

оо ^ 

а так как гармонический ряд у - расходится, то Ит у - = 

п-\ п ЛГ^оо „■еі п 

= Ч-оо и, следовательно. 


п 


к 1-1- 
Рк 


= Ч-оо. 


(31.35) 


Из этого равенства следует, что простых чисел бесконечно 
много, так как если бы их было конечное множество, то про¬ 
изведение у[ —5-— было бы конечным. Это доказательство бес- 
1 -1- 


к 1 - 


Рк 

конечности простых чисел было дано еще Эйлером. 
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Из равенства (31.35) следует больше, чем просто констатация 
того, что множество простых чисел бесконечно. Этот факт можно 
установить и более простым способом. В самом деле, допустим, 
что простых чисел конечное множество Рі,Р 2 ^ ••• > Рп' Тогда число 
п = Р 1 Р 2 ••• Рп 1 больше каждого из чисел Рі, Р 2 , Рп и, следо¬ 
вательно, не равно никакому из них, а вместе с тем оно прос¬ 
тое: если бы оно было не простым, то оно делилось бы на одно 
из чисел р^, Р 2 , ... , так как, по предположению, других 
простых чисел нет. Но это не так: число п не делится ни на од¬ 
но из чисел р^, Р 2 , ... , ибо при делении его на любое из них 
остаток от деления равен 1. 

Запишем равенство (31.35) в виде 



Из него, согласно теореме 3, следует, что ряд 

Е - (31.36) 

к-1 Ріг 

расходится. Это утверждение сильнее утверждения о том, что 
гармонический ряд расходится, так как здесь идет речь лишь 
о некоторых его членах. Расходимость ряда (31.36) содержит 
информацию о росте простых чисел при к оо. 


§32 

Функциональные последовательности и ряды 

32.1. Сходимость функциональных 
последовательностей и рядов 

В настояш,ем параграфе будут рассматриваться последователь¬ 
ности и ряды, членами которых являются некоторые, вообш;е 
говоря, комплекснозначные функции, т. е. последовательности 

4(х)еС, п=1,2, ..., (32.1) 

и соответственно ряды 

Е и^,x), и^(х)&С, га = 1,2, ... . (32.2) 

П = 1 

При каждом фиксированном значении аргумента х эти после¬ 
довательности и ряды, очевидно, представляют собой уже рас¬ 
сматривавшиеся числовые последовательности и ряды. 
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Пусть X — некоторое множество элементов, в частности мно¬ 
жество точек прямой, плоскости, пространства или вообп];е эле¬ 
ментов произвольной природы, и пусть (32.1) — последователь¬ 
ность функций, которые определены на множестве X и значе¬ 
ниями которых являются, вообще говоря, комплексные числа. 

Определение 1. Последовательность (32.1) называется огра¬ 
ниченной на множестве X, если существует такая посто¬ 
янная М > О, что для всех хеХ и всех п = 1, 2, ... выполня¬ 
ются неравенства 

І4(х)| < м. 

(Иногда в этом случае последовательность (32.1) называют так¬ 
же равномерно ограниченной.) 

Определение 2. Последовательность (32.1) называется убы¬ 
вающей {возрастающей) на множестве X, если для всех хеХ 
и всех п = 1, 2, ... выполняются неравенства 

4 + і(^)<4(^) 

{соответственно если для всех хеХ и всех п = 1, 2, ... выпол¬ 
няются неравенства 

/п + і(х)>ГпМ)- 

Это определение, очевидно, предполагает, что функции 
/^(х), п = 1, 2, ... , принимают действительные значения. 

Определение 3. Последовательность (32.1) называется схо¬ 
дящейся в точке' ХцеХ, если числовая последовательность 
{/„(Хц)} сходится. 

Последовательность {32.1) называется сходящейся на мно¬ 
жестве X, если она сходится в каждой точке множества X. 

Если Ит /„(х) = /(х), то говорят, что последовательность 

д ^ оо 

(32.1) на множестве X сходится к функции /(х), хвХ. 

Аналогичные определения можно дать и для ряда (32.2). 
Определение4. Ряд (32.2) называется сходящимся в точке 
ХцеХ, если сходится числовой ряд ^ н„(Хд). 

Л = 1 

Ряд (32.2) называется сходящимся на множестве X, ес¬ 
ли он сходится в каждой точке этого множества. 


* Мы называем элементы множества X точками. 
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Определение5. Ряд (32.2) называется абсолютно сходящим¬ 
ся на множестве X, если на множестве X сходится ряд 

оо 

л = 1 

Подобно случаю числовых рядов, сумма 

к=\ 

называется п-й частичной суммой ряда (31.2); предел частич¬ 
ных сумм сходящегося на множестве X ряда (32.2) называет¬ 
ся его суммой 8(л:): 

8(л:) = Ііт 8„(л:). 

При этом пипіут 

8(л;)= ^ и^(х) 

Л = 1 

и говорят, что функция 8(х) раскладывается в ряд ^ і^„(л:). 

Л = 1 

Ряд 

оо 

^ и,(х) (32.3) 

к = п + 1 

называется п-м остатком ряда (32.2). Остаток ряда сходится 
на X тогда и только тогда, когда на X сходится сам ряд (32.2). 
Если в этом случае сумму остатка ряда обозначить через г^(л:), то 

8(х) = 8„(х) + г„(х). 

Как и в случае числовых рядов, согласно определению, 
каждый функциональный ряд является парой последователь¬ 
ностей {и^(х)} и {8„(х)}, где и^^(х) — его члены, а 8„(л;) — частич¬ 
ные суммы: 

Ё и^(х), п = 1,2, .... 

к - 1 

При этом для каждой функциональной последовательнос¬ 
ти (32.1) существует ряд (32.2), для которого она является по¬ 
следовательностью его частичных сумм. Члены этого ряда оп¬ 
ределяются однозначно: 

и-^іх) =/-^(х), и„(д:) =/„(х) - /„_і(д:), п = 2, 3, .... 

Поэтому всякую теорему, доказанную для функциональ¬ 
ных рядов, можно перефразировать в соответствующую теоре¬ 
му для функциональных последовательностей, и наоборот. 
Это обстоятельство неоднократно будет использоваться в даль¬ 
нейшем. 
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Примеры. 1. Пусть дан ряд 

1 + 2 + 1 + ... + ^ + ..., (32.4) 

где 2 — комплексное число. Исследуем его абсолютную сходи- 

І2І ^ 

мостъ, т. е. сходимость ряда с /г-м членом = —. Применив 

" п\ 

признак Даламбера, получим 

Ит = О 

|м„| Л^ооп-Ь1 

при любом комплексном г. Таким образом, ряд (32.4) абсо¬ 
лютно, а значит, и просто сходится при любом комплексном г, 
или, как обычно говорят, на всей комплексной плоскости. 


2. Изучим сходимость ряда 


х2 + ^1- + ...+ +... , (32.5) 

1 + (1 -Ь х^)" 

где X — действительное число. Этот ряд сходится при всех х. 
Действительно, если х 5^ О, то имеем сумму геометрической 

прогрессии со знаменателем д ^ ^ 


1 + 

сумма 8(х) ряда (32.5) легко вычисляется: 


, О < д < 1. В этом случае 


8{х) = -= 1 + х2. 

1 - —-— 

1 + х^ 

Если же X = О, то все члены ряда (32.5) равны нулю, поэтому 
он, очевидно, сходится и 8(0) = 0. 

Таким образом, 

I о для X = о, 

5(:^) I _1_ ддд х ^ 0. 



График функции 8(х) изображен на рис. 3. 

Как видно, несмотря на то что все члены 
ряда (32.5) — непрерывные функции и ряд 
сходится во всех точках действительной оси, 
его сумма является разрывной функцией. 
Следовательно, в случае сходяш,егося ряда 
(32.2), члены которого непрерывные дейст¬ 
вительные функции и„(х), его сумма 8(х), во- 
обш,е говоря, не является непрерывной, т. е. 

8(Х) 5^ 8(Хо) = ^ нДхо), 

X ^ Хо ^ ^ 
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или, что то же. 



Таким образом, предел суммы бесконечного числа слагаемых 
не обязательно равен сумме их пределов. 

Рассмотренный ряд (32.5) показывает, как при предель¬ 
ных процессах (суммирование геометрической прогрессии) из 
простых непрерывных функций образуются функции значи¬ 
тельно более сложной природы — разрывные функции. 

В дальнейшем будут выяснены условия, при которых мож¬ 
но гарантировать непрерывность суммы сходяш;егося ряда не¬ 
прерывных функций. 

32.2. Равномерная сходимость 
функциональных последовательностей 

Определение 6. Пустъ заданы последовательность функций 
(32.1) и функция /, определенные на множестве X. Будем 
говоритъ, что указанная последовательность сходится к 
функции / равномерно на множестве X, если для любого е > О 
существует такой номер п^, что если п > п^, то для всех 
х€іХ выполняется неравенство 

|/„(х) -/(х)| < е. (32.6) 

Последовательность (32.1) называется равномерно сходя¬ 
щейся на множестве X, если существует функция /, к ко¬ 
торой она равномерно сходится на X. 

Очевидно, что если последовательность (32.1) равномерно 
сходится к функции / на множестве X, то она и просто сходит¬ 
ся к этой функции на X. 

Если последовательность {/^} сходится на множестве X к 
функции /, то символически будем записывать это следую¬ 
щим образом: ^ /. 

Если же эта последовательность равномерно сходится на X 
к функции /, то будем писать /. 

Заметим, что если последовательность (32.1) просто сходит¬ 
ся к функции / на множестве X, то это означает, что для лю¬ 
бого е > О и любого х^Х существует номер /Хд = п^{г, х), завися- 
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щий как от е, так и от х, такой, 
что для всех номеров п> имеет 
место неравенство (32.6). 

Суш;ность равномерной сходи¬ 
мости последовательности функ¬ 
ций состоит в том, что для любо¬ 
го е > О можно выбрать такой но¬ 
мер п^, зависящий только от 
заданного ей не зависящий от 
выбора точки хб X, что при п> 
неравенство (32.6) будет выпол¬ 
няться всюду на множестве X, 
т. е. «графики» функций расположены в «е-полоске», окру¬ 
жающей график функции / (рис. 4). 

Таким образом, в случае равномерной сходимости для лю¬ 
бого е > О при всех достаточно больших п (а именно при п > п^) 
значения функций приближают функцию / с погрешно¬ 
стью, меньшей е, сразу на всем множестве X. 

Запишем для наглядности определения сходящихся и рав¬ 
номерно сходящихся на множестве X последовательностей с 
помощью символов существования и всеобщности: 



^ V е > О V хе X 3 п> п^: |/„(х) - Ях)| < е, 

^ « V е > О 3 п, V хеХ V п V [/„(х) - Г(х)\ < е. 

X 

в этой записи одно определение от другого отличается пе¬ 
рестановкой символов V X е X и 3 

Примеры. 1. Последовательность 

1, X, х^, ... , х", ... (32.7) 

на отрезке [О, д], О < д < 1, сходится равномерно к функции, 
тождественно равной нулю. Действительно, если О < х < д, то 


0<х”<д«, н = 1,2, ... . (32.8) 

Так как Иш д" = О, то для любого фиксированного е > О су- 

П ^ оо 

ществует такое п^, что д" < е для всех п> п^. В силу неравенст¬ 
ва (32.8), О < X" < е для всех п> всех хе [О, д]. 
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2. Та же последовательность (32.7) 
на полуинтервале [О, 1) также, оче¬ 
видно, сходится к функции, тожде¬ 
ственно равной нулю: Ині х" = О, 
о < X < 1. Однако в этом случае схо¬ 
димость уже не является равномер¬ 
ной (рис. 5). Действительно, если 
последовательность х", п = 1, 2, ... , 
равномерно сходилась бы на полуин¬ 
тервале [О, 1) к некоторой функции, 
то она и просто сходилась бы к этой 
функции. В силу этого, последова¬ 
тельность (32.7) может равномерно на полуинтервале [О, 1) 
сходиться только к функции, равной нулю во всех точках это¬ 
го полуинтервала. 

Заметим, что Ит х" = 1 при любом фиксированном нату- 

X ^ 1 

ральном п. Следовательно, каково бы ни было е, О < е < 1, при 
фиксированном п найдется такое х^,, О < х^ < 1, что х" > е (на¬ 



пример, при X;, = Ѵё имеем х" = е). Поэтому при фиксирован¬ 
ном е, О < е < 1, не суш,ествует такого номера п^, что для всех 
п > п всех хе [О, 1) будет выполняться неравенство (32.6) 


при /„(х) = х", /(х) = О, О < X < 1. Более того, какое бы N ни 
взять, для каждого п> N найдется такое хе [О, 1), что для 
него выполняется неравенство, противоположное неравенству 
(32.6), т. е. |/„(х) - /(х)| > е (в качестве конкретного х здесь 
можно взять, например, указанное выше Х;,). 

Итак, неравномерная сходимость последовательности (32.7) 
на полуинтервале [О, 1) доказана. Заметим, что из приведенных 
рассуждений следует, что последовательность (32.7) не сходится 
равномерно и на любом интервале вида (г, 1), где О < г < 1, в ча¬ 
стности на интервале (О, 1). 

Следует обратить внимание на то, что если последователь¬ 
ность функций /„(х), определенных на множестве X, не схо¬ 
дится равномерно на некотором его подмножестве Хд X, 


то она заведомо не сходится равномерно и на самом мно¬ 
жестве X: если условия определения 1 не выполняются для 
всех точек хеХд, то они заведомо не выполняются и для всех 
точек множества X. Вместе с тем если последовательность 
функций равномерно сходится на некотором множестве, то 
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она и подавно равномерно сходится на каждом его подмно¬ 
жестве. 

Отсюда следует, например, что последовательность (32.7), 
сходящаяся на отрезке [О, 1] к функции 



при 

при 


О < X < 1, 
X = 1, 


не сходится на нем равномерно, так как она уже не сходится 
равномерно на полуинтервале [О, 1). 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что для последовательности /„(х) = x’^, п = 
= 1, 2, ... , не существует максимального множества равномерной сходи¬ 
мости, т. е. такого множества Хц, что заданная на нем последователь¬ 
ность сходится равномерно, а на каждом множестве X, на котором эта 
последовательность сходится и которое содержит в себе множество в 
качестве собственного подмножества, она сходится неравномерно. 

Перейдем к описанию критериев равномерной сходимости. 
Для функции / и последовательности функций {/^}, заданных 
на некотором множестве X, будем рассматривать последова¬ 
тельность чисел (конечных или бесконечных) 

вир |/„(х) - Ял:)|, п = 1,2, ..., (32.9) 

принадлежащих, вообще говоря, расширенному множеству 

действительных чисел К (см. п. 2.5), и ее предел (см. п. 3.2). 

Если последовательность 1/^} равномерно сходится на мно¬ 
жестве X к функции У, то существует такой номер п^, что для 
всех п> верхние грани (32.9) конечны. Действительно, если 
/„ Щ /, то, согласно определению равномерной сходимости, для 

любого е > О, например, для е = 1, существует такой номер п^, 
что для всех хе X и всех п> выполняется неравенство 

|/„(х) - Я-^)| < 1, 
следовательно,и неравенство 

вир |/„(х) - /(х)\ < 1. 

Х&Х 

Поэтому при п > все верхние грани (32.9) конечны. 
ТЕОРЕМА 1. Последовательность функций {/„}, определен¬ 
ных на множестве X, равномерно сходится на этом множе¬ 
стве к функции / в том и только том случае, когда 

Ііт вир ІЖх) - Я^)| = 0. (32.10) 
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СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы последовательность {/^} рав¬ 
номерно сходилась на множестве X к функции /, необходи¬ 
мо и достаточно, чтобы нашлась такая числовая последо¬ 
вательность {аД, что 

Ііт а„ = О, а„ > О, п = 1,2, (32.11) 

и существовал такой номер п^, что для всех п > п^и всех 
х&Х выполняется неравенство 

|/„(^) -/И < (32.12) 

Доказательство теоремы. Если выполнены условия 
определения 6, то для каждого е > О суп];ествует такой номер п^, 
что для всех п > /г^ и всех хе X выполняется неравенство 

|/•„(x) - /(х)| < |. 

Тогда для всех п> п^ будем иметь 

ВНР |/„(х) - /(х)| < I < е, 

а это, согласно определению предела числовой последователь¬ 
ности, и означает выполнение условия (32.10). 

Обратно: если условие (32.10) выполнено, то, по определе¬ 
нию конечного предела последовательности элементов из К, для 
любого е > о существует такой номер п^, что для всех п > п^ вы¬ 
полняется неравенство 

зир |/„(х) - Дх)\ < е. 

хеХ 

Отсюда следует, что для всех п> п^ ж всех хеХ справедливо 
неравенство 

|/„(х) - Дх)\ < г, 

т. е. выполняются условия определения 6. □ 

В силу того что почти все члены последовательности верхних 
граней (32.9) для равномерно сходящихся последовательностей 
функций конечны, критерий (32.10), по существу, сводит поня¬ 
тие равномерной сходимости функциональной последователь¬ 
ности к понятию сходимости числовой последовательности. 

Доказательство следствия. Если Д /, то, согласно 

X 

сказанному выпіе, существует такой номер п^, что для всех п> п^ 
все верхние грани (32.9) конечны. Поэтому за последователь¬ 
ность {а„} можно взять 

= вир |Д(х) - /(х)|, п = п^ + п^ + 2, ... 

Х&Х 
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(очевидно, > 0), выбрав первые члены ... , произ¬ 
вольно. Тогда при п > условие (32.12) очевидно выполняет¬ 
ся, а в силу (32.10), имеем Ііт а„ = 0. 

Л ^ оо " 

Если же существует числовая последовательность {а„}, удов¬ 
летворяющая условиям (32.11) и (32.12), то, в силу (32.12), для 
любого п > Пц выполняется неравенство 

вир \Г„(х) - /(х)\ < а„. 

хеХ 

Перейдя в этом неравенстве к пределу при п ^ получим, 
согласно (32.11), что 

Ііт вир |/„(х) - /(л;)| = 0. 

жеХ 

Выполнение этого условия и означает (см. теорему 1) равно¬ 
мерную сходимость последовательности {/^} к функции / на 
множестве X. □ 


Примеры. 3. Докажем еще раз с помощью условия 
(32.10), что последовательность х", /г = 1, 2, ..., не сходится 
равномерно на полуинтервале [0, 1). Предел указанной после¬ 
довательности на рассматриваемом полуинтервале равен ну¬ 
лю, поэтому утверждение сразу следует из очевидного (при 
любом фиксированном п = 1, 2, ...) равенства вир |х" - 0| = 1, 

0<х<1 

из которого явствует, что условие (32.10) равномерной сходи¬ 
мости в данном случае не выполняется. 


4. Последовательность /_(х) = -x’^, п = 1, 2, ... , 0 < х < 1, 

" п 

сходится равномерно на отрезке [0, 1] (рис. 6). 


Действительно, так как 

Ііт і = 0и0<-х"<і, 
л ОО л п п 



о < X < 1, п = 1, 2, ... , выска¬ 
занное утверждение следует из 
следствия теоремы 1. 

Сформулируем и докажем 
критерий равномерной схо¬ 
димости последовательности, 
обычно называемый критери¬ 
ем Коши. 
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ТЕОРЕМА 2 (критерий Коши равномерной сходимости после¬ 
довательностей). Для того чтобы последовательность функ¬ 
ций Д, п = 1, 2, , определенных на некотором множестве X, 

равномерно сходилась на этом множестве, необходимо и до¬ 
статочно, чтобы для любого е > О существовал такой номер 
что для всех номеров п > п^, всех целых р^ О и всех точек 
хеХ выполнялось неравенство 

1/„+р(^)-4(^)1 <е. (32.13) 

Доказательство необходимости. Пусть последова¬ 
тельность {Д} равномерно сходится на множестве X. Тогда, со¬ 
гласно определению равномерной сходимости, суіцествует функ¬ 
ция / такая, что для любого е > О суіцествует такой номер п^, что 
для всех га > и всех хе X выполняется неравенство 

|/(х) - Д(х)| < 

Поэтому если га > га^ ир > О, то для всех хеХ получим 

14 + р(^) - 4(-^)1 < І4 +рі^) - Кх)\ + \йх) - /„(х)| < е. 

Доказательство достаточности. Если выполнено 
условие (32.13), то при любом фиксированном хеХ последова¬ 
тельность 

/„(х), га = 1,2, ..., (32.14) 

является числовой последовательностью, удовлетворяющей 
критерию Коши (см. п. 3.7 и 19.3), и потому она сходится. 

Обозначим предел последовательности (32.14) на множестве 
X через /(х). Покажем, что последовательность {Д} сходится рав¬ 
номерно к функции / на множестве X. Действительно, в силу ус¬ 
ловия (32.13), для любого е > О существует такое п^, что для всех 
га > п^, всех целых р > О и всех хе X справедливо неравенство 

14+р(^)-4(^)1 <1- (32.15) 

Заметив, что Ит Д , „(х) = Ях), перейдем к пределу в неравенст- 

р ОО Іі' Р 

ве (32.15) при р^ оо- тогда для всех п> п^ж всех хеХ получим 

\т - Д(х)| < I < е, 
а это и означает, что Д /. □ 
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в заключение отметим следующие два свойства равномер¬ 
но сходящихся последовательностей. 

1°. Если последовательности {/^} и {§^ равномерно на мно¬ 
жестве X сходятся соответственно к функциям / и §, то 
любая их линейная комбинация -Ь ЯеС, ре С, также 
равномерно на этом множестве сходится к такой же линей¬ 
ной комбинации предельных функций, т. е. к Я/ -Ь рё’. 

Доказательство. Если Я = р = О, то утверждение очевид¬ 
но. Пусть хотя бы одно из чисел Я или р отлично от нуля, т. е. 
|Я| -ь ІрІ > 0. Зафиксируем произвольно в > 0. В силу условий 
Д У и существует такой номер п^, что для всех п> п^ 

и всех хе X выполняются неравенства 

*= йДй’ 

а поэтому и неравенство 

|[Я4(х) -Ь р^„(х)] - [Я/(х) -Ь р5-(л:)]| < 

< |Я| |/„(х) - /(х)| + ІРІ |^„(х) - ^(х)| < 

Согласно определению равномерной сходимости, это и означа¬ 
ет, что ЯД -Ь р^„ ^ ° 

2°. Если последовательность {Д} равномерно сходится на 
множестве X к функции /, а функция § ограничена на этом 
множестве, то последовательность {^Д} также равномерно 
сходится на X к функции §■/. 

Доказательства. Ограниченность функции § на множе¬ 
стве означает, что существует такое М > 0, что для всех хеХ 
выполняется неравенство Іё’С^)! ^ М. В силу же равномерной 
сходимости на множестве X последовательности {Д} к функ¬ 
ции У, существует такой номер Пд, что для всех п > п^ ѵі всех 
хе X выполняется неравенство 

|У„(х)-У(х)| <^, 

а следовательно,и неравенство 

|ё-(х)У„(х) - ё-(х)У(х)| = |ё-(х)| |У„(х) - У(х)| < е. 

Это и означает, что ^У„ ^ ^У. □ 
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32.3. Равномерно сходящиеся функциональные ряды 

Для рядов можно также ввести понятие равномерной сходи¬ 
мости. 

Определение 7. Ряд 

оо 

Е и,{х), (32.16) 

тг = 1 

члены которого являются функциями, определенными на 
множестве X, называется равномерно сходящимся на этом 
множестве, если последовательность его частичных сумм 
равномерно сходится на X. 

Таким образом, равномерная сходимость ряда (32.16) оз¬ 
начает существование такой функции 8(х), что 

8„(л:)=Г8(х) (32.17) 

X 

(здесь, как всегда, 8„(х) — частичная сумма порядка п ряда 
(32.16), п = 1, 2, ...). 

Из (32.17) следует, что зДх) ^ 8(л:) наХ, поэтому 8(х) явля¬ 
ется суммой ряда (32.16). 

Положим 

г„(х) = Е 

к = п Л- 1 

Тогда 8(л:) - 8„(д;) = гДх) и условие (32.17) для сходящегося на 
множестве Е ряда можно переписать в эквивалентной форме: 

г„(х)щО, (32.18) 

X 

откуда, в силу эквивалентности определения 6 равномерной схо¬ 
димости последовательности функций и условия (32.10), следует, 
что, для того чтобы сходящийся на X ряд (32.16) равномерно 
сходился на множестве X, необходимо и достаточно, чтобы 

Ит вир |гДх)| = 0. (32.19) 

х^Х 

Таким образом, из равномерной сходимости ряда, в част¬ 
ности, вытекает, что начиная с некоторого номера верхние гра¬ 
ни вир |г„(х)| конечны, а условие (32.19) сводит понятие равно- 

хеХ 

мерной сходимости ряда к стремлению к нулю числовой после¬ 
довательности этих верхних граней. 

Важное свойство равномерно сходящихся рядов составля¬ 
ет содержание следующей теоремы. 
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ТЕОРЕМА 3 (необходимое условие равномерной сходимости 
ряда). Если ряд (32.16) равномерно сходится на множестве 
X, то последовательность его членов и^^х), п = 1, 2, ... , рав¬ 
номерно стремится к нулю на множестве X, т. е. 

и^іх) ^ 0 . 

.х^ 

Коротко это свойство выражается следующим образом: 
у равномерно сходящегося ряда общий член равномерно стре¬ 
мится к нулю. 

Доказательство. Пусть ряд (32.16) равномерно сходит¬ 
ся на множестве X. Обозначим его частичные суммы, как 
обычно, через «„(х), а его сумму — через 8(х), х&Х. Тогда для 
любого е > о существует такой номер п^, что для всех п> щѵі 
всех хе X выполняется неравенство 

|8„(х) - 8(Х)| < |. 

Поэтому для всех п > всех хе X справедливо также нера¬ 
венство 

І“п + і(^)І = К + і(^)-««(^)І = 

= |[«п + і(^) - «(^)] + [«(^) - М^)]1 < I + I = 

Это и означает равномерную (на множестве X) сходимость к 
нулю и последовательности членов равномерно сходящегося 
на этом множестве ряда. □ 

Отметим, что, в силу условия (32.10), равномерное стрем¬ 
ление к нулю общего члена ряда (32.16) означает, что 

Ит знр |и„(х)| = 0. 

Х(=Х 

Замечание. Теорема 3 следует также из свойства 1** 
равномерно сходящихся последовательностей (см. п. 32.2). 
Действительно, если ряд (32.16) равномерно сходится, т. е. 
выполняется условие (32.17), а следовательно, и условие 
8„_і(х) Щ 8(х). Отсюда, в силу указанного свойства 1°, имеем 
^ 0- 

С помощью теоремы 3 иногда удается установить, что рас¬ 
сматриваемый ряд не сходится равномерно. Так, ряд ^ х", 

Л = о 

члены которого образуют геометрическую прогрессию, не схо¬ 
дится равномерно на интервале (0, 1), поскольку, как это бы¬ 
ло показано в п. 32.2 (см. пример 2), последовательность х". 
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п = о, 1, 2, , членов этого ряда не сходится равномерно к ну¬ 

лю на этом интервале. Отсюда, кстати, следует, что ряд ^ 2 ", 

п = О 

где 2 — комплексное число, также не сходится равномерно в 
единичном круге | 2 | < 1, так как он не сходится равномерно 
уже на подмножестве (О, 1) этого круга. 

Часто бывает полезным следуюіций достаточный признак 
равномерной сходимости. 

ТЕОРЕМА 4 (признак Вейерштрасса). Лусть даны два ряда: 
функциональный (32.16), членами которого являются функ¬ 
ции и^^х), определенные на множестве X, и числовой 

^ а„, > О, га = 1,2, .... (32.20) 

И = 1 

Если ряд (32.20) сходится и для любого хеХ выполняют¬ 
ся неравенства 

|и„(х)| < а„, га = 1,2, ..., (32.21) 

то ряд (32.16) абсолютно и равномерно сходится на множе¬ 
стве X. 

Абсолютная сходимость ряда (32.16) на X в случае сходи¬ 
мости ряда (32.20) сразу следует, по признаку сравнения, из 
неравенства (32.21). Равномерная же сходимость этого ряда 
легко следует из следствия теоремы 1 п. 32.2. Приведем и не¬ 
посредственное доказательство. 

Пусть 8(л:) — сумма ряда (32.16) и 8„(л:) — его частичная 
сумма. В силу сходимости ряда (32.20), для любого в > о су¬ 
ществует такой номер п^, что для всех п > п^ выполняется не¬ 
равенство (см. 30.9) а^ < г. Но тогда для всех п > п^ш 

т = п + I 

всех хе X для разности 8(х) - 8„(х) будем иметь 


І8(Х) - 8„(Х)| 


оо 


Е 

= л + 






оо со 

Е Е 

=л+1 т=л+1 


т. е. 8„(х) 8(х). Это и означает, согласно определению 7, рав¬ 

номерную сходимость ряда (32.16) на множестве X. □ 

Отметим, что ряд (32.20) называется рядом, мажорирую¬ 
щим ряд (32.16). 

В качестве примера возьмем снова ряд 52 члены которого 


Л = о 

образуют геометрическую прогрессию. Рассмотрим его в круге 


радиуса г: | 2 | < г, где 0 < г < 1. Числовой ряд 52 с неотрица- 

Л = о 
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тельными членами, образующими бесконечно убывающую гео¬ 
метрическую последовательность, сходится, а для членов данно¬ 
го функционального ряда справедлива оценка | 2 :"| < г", так как 
І^І < г, поэтому он, согласно признаку Вейерштрасса, равномерно 
сходится во всяком круге | 2 | < г < 1. Вместе с тем, как это было 
показано выпіе, этот ряд не сходится равномерно в круге И < 1. 

Признак Вейерштрасса дает только достаточные условия 
равномерной сходимости ряда, которые не являются необхо¬ 
димыми. Убедиться в этом для рядов, у которых с возрастани¬ 
ем номеров членов чередуются их знаки, достаточно легко. 


Действительно, сходящийся ряд У ^ (как и всякий схо- 

п-\ П 

дящийся числовой ряд) можно рассматривать как равномерно 
сходящийся, например, на всей числовой оси К ряд: его члены 

являются функциями, постоянными на К. Вместе с 


тем всякий числовой ряд ^ а„, удовлетворяющий условию 

Л = 1 

|и„| < а„, т. е. в данном случае условию - < а„, п = 1, 2, ... , рас- 
ходится по признаку сравнения. Таким образом, ряд У —— 

п-1 п 

СХОДИТСЯ равномерно, а сходящегося ряда ^ а„, удовлетво¬ 
ряющего условиям признака Вейерштрасса, не существует. 

Можно показать, что, более того, условия признака Вейершт¬ 
расса не являются необходимыми для равномерной сходимости 
даже рядов, все члены которых неотрицательны. Чтобы в этом 
убедиться, приведем пример равномерно сходящегося на отрезке 

[О, 1] ряда ^ и^(х) с неотрицательными членами, для которого 

Л = 1 


также не существует сходящегося числового ряда ^ а„, удов- 

Л = 1 

летворяющего условию (32.21). 

Определим член ряда и^(х) следую¬ 
щим образом: и^{х) = О на отрезках 



О, ^ІиГі, 

I п + 1л 


ил \ 


1 


2\п + 1 


1 




и функция к„(х) линейна и непрерыв¬ 
на на каждом из отрезков 


Г 1 1/ 

1 


.“В{ 

1 


г 

Іп + 1’ 2Ѵ 

п + 1 

п ). 

п + 1 

п ] 

/г^ 


Рис. 7 


Ее график изображен на рисунке 7. 
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Ряд ^ и^^х) сходится равномерно на отрезке [О, 1]. Дей- 

п = 1 ^ 

ствительно, если г^(л:) = ^ и^{х) — остаток этого ряда, п = 

= 1, 2, , то для любого хе [О, 1] среди его членов существует 

не более одного, для которого иДх) ^ О, к> п + 1. При этом, оче¬ 
видно, О < иЛх) < і поэтому О < г(х) < —и, следова- 

" к п + 1 п + 1 

тельно, г Ах) О при п ^ оо, т. е. рассматриваемый ряд рав- 

[ 0 , 1 ] 

номерно сходится на отрезке [0, 1]. 

Если ^ — такой числовой ряд, что для всех хб[0, 1] 

п = 1 

выполняется неравенство 0 < г^„(х) < а^, то 


- = тах и Ах) < а . 

П [ 0 , 1 ] 


оо 

Гармонический ряд ^ 


- расходится, поэтому расходится и 
п 


ряд ^ а„. Таким образом, в рассмотренном случае числового 
ряда, удовлетворяющего по отношению к функциональному 


ряду ^ условиям признака Вейерштрасса, заведомо нет. 

/г = 1 

Перейдем теперь к условиям равномерной сходимости ря¬ 
да, являющимся одновременно необходимыми и достаточны¬ 
ми. Замечая, что 

«я +р(^) - _ і(х) = нДх), (32.22) 

к = п 


из теоремы 2 получаем следующий критерий равномерной 
сходимости. 


ТЕОРЕМА 5 (критерий Коши равномерной сходимости рядов). 

Для того чтобы ряд (32.16) равномерно сходился на множе¬ 
стве X, необходимо и достаточно, чтобы для любого е > 0 
существовал такой номер п^, что для всех п > п^, всех це¬ 
лых р ^ о и всех хе X выполняется неравенство 


П + р 

X 


иАх) 


< е. 


(32.23) 


Очевидно, что из критерия Коши равномерной сходимости 
ряда еще раз (если в (32.23) положить р = 0) получается 
теорема 3, т. е. необходимое условие равномерной сходимости ря¬ 
да (32.16). 


оо 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Выяснить, может ли ряд вида ^ а^ 2 ’^ (а^ иг — 

/г = о 

комплексные числа), у которого бесконечно много коэффициентов от¬ 
личны от нуля, равномерно сходиться на всей комплексной плоскости. 
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Примеры. 1. Рассмотрим снова ряд (32.4) 

1 + 2 + — + 

2 п\ 

и покажем, что, каково бы ни было число г > О, ряд (32.4) схо¬ 
дится равномерно в круге | 2 | < г. 

Как было показано, ряд (32.4) сходится при любом комп¬ 
лексном 2 , в частности при 2 = г, т. е. числовой ряд 


1 + Г+- + 
2 ! 


у*Г1 

-ь — -ь 

п\ 


сходится. Возьмем его в качестве ряда сравнения (32.20) для 


ряда (32.4), тогда при | 2 | < г имеем 


2П 

п\ 



Поэтому утвержде¬ 


ние о равномерной сходимости ряда (32.4) непосредственно 
следует из теоремы 4. 

Покажем, что ряд (32.4) не сходится равномерно на всей 
комплексной плоскости. Это следует из невыполнения в данном 
случае необходимого условия равномерной сходимости ряда 
(см. теорему 3). Действительно, при любом фиксированном Пц 


Ііт 

\г\ сх 


Ло! 


= -Ьоо. 


(32.24) 


Поэтому если задано е > 0, то, каково бы ни было /Хр > 0, в силу 


(32.24), можно подобрать так, чтобы 




> е, т. е. — не стре- 
л! 


мится равномерно к нулю на всей комплексной плоскости 
2. Исследуем равномерную сходимость ряда 
X зіп пх 


л -1 + ПХ^) 

Прежде всего заметим, что 


- оо < X < -Ьоо. 


+ пх^) 




Ѵі + гг^(1 + пх^) 


Далее, 1 -Ь пх^ > 2\х\4п*, поэтому 






л/і + л2(1 + пх^) 2Ѵл(1 -ь л2) 2 лЗ /2 


(32.25) 


(32.26) 


(32.27) 


* Мы воспользовались здесь неравенством 2аЬ < + Ь^, которое сра¬ 

зу получается из очевидного неравенства (а - Ь)2 > 0. 
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Так как ряд у —— сходится, то, согласно признаку Вейер- 

штрасса, в силу неравенств (32.26) и (32.27), исходный ряд 
(32.25) равномерно сходится на всей действительной оси. 


3. Рассмотрим ряд 

^ -П^Х^ . 

У е 81 П пх. 

п - 1 


(32.28) 


Очевидно, |е " ^ віп пх\ < п\х\е " * . Найдем максимум функ¬ 
ции ^„(х) = п\х\е ” ^ при фиксированном га. Функция ѵ^(х) чет¬ 
ная, поэтому достаточно рассмотреть лишь случай х > О (поче¬ 
му?). Производная га^(х) = га(1 - 2га^х^)е " ^ обраш;ается в нуль 
в точке Хп = —. Так как ѵ(х) > О для всех х, га„(0) = О и 

Ііт^ ь’„(х) = О, то в точке Хц функция га„(х) имеет максимум 

(почему?). 

Таким образом. 


і;„(х) < 


Ѵ2га5/2 


_ і_е 1/2 < 

72гаЗ/2 пЗ/2’ 


и так как ряд у —^ сходится, что согласно признаку Вейер- 

71 = 1 гаЗ/2 

штрасса, ряд (32.28) равномерно сходится на всей действи¬ 
тельной оси. 

Метод, примененный для установления равномерной схо¬ 
димости ряда (32.28) (исследование на экстремум модуля об¬ 
щего члена или его мажоранты методами дифференциального 
исчисления), является достаточно общим и часто применяет¬ 
ся на практике. С помощью этого метода можно было бы ис¬ 
следовать и равномерную сходимость ряда (32.25), однако 
примененный выше способ исследования данного ряда значи¬ 
тельно быстрее приводит к цели. 


4. Рассмотрим ряд 


« (- 1 )»+! 
„4'і + П ' 


(32.29) 


Согласно признаку Лейбница (см. п. 31.5), он сходится при 
любом действительном х и, как было отмечено там же, оста¬ 
ток ряда оценивается первым своим членом 

1 


^(^)1 < 


< 

ж2-Ьга-ЬІ п + \ 


Из этого следует, что г^(х) ^ О при -оо < х < -Ьоо^ т. е. ряд 
(32.29) равномерно сходится на всей действительной оси. 
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Покажем, что этот ряд не сходится абсолютно во всех точ¬ 
ках. Действительно, выберем для данного числа х какое-либо 
натуральное так, чтобы < п^. Тогда для всех п> будет 
выполняться неравенство < га, следовательно, и неравенст- 

11 со ^ 

во . А так как ряд У - расходится, то, в силу при- 

+ п 2п п- \ га 

знака сравнения, ряд (32.29) не сходится абсолютно. 

УПРАЖНЕНИЕ 3. Привести пример ряда, который абсолютно сходится 
во всех точках некоторого множества, но не сходится на этом множестве 
равномерно. 

Указание. См. пример 2 из п. 36.1. 


5. Ряд у 2 ", 2 еС, сходится в открытом круге К = {г ■.\ 2 \< 1} 

п = О 

и при любом г, о < г < 1, сходится равномерно в замкнутом 
круге К^ = {г : | 2 | < г}. Это следует, например, из признака рав¬ 
номерной сходимости Вейерштрасса, так как при | 2 | < г имеем 

\^п\ = | 2 |п ^ рдд ^ у.п СХОДИТСЯ. Было показано, что в кру- 

тг = О 

ге К заданный ряд не сходится равномерно. Это следует и из 
того, что 

Ит вир Ь”! = Ит вир ЬІ" = Ііт 1 = 1, 

га ^ |2| < 1 га ^ сх, 1^1 ^ ^ ^ сх, 


И, следовательно, в круге К не выполняется необходимое ус¬ 
ловие равномерной сходимости ряда (см. теорему 3). 

При І^І < 1 члены ряда у 2 " образуют убываюіцую геомет¬ 


рическую прогрессию, поэтому У г"- = - -. 

я = о 1-2 

Если 2 = г (сов ф -Ь І ВІН ф), то 2 ” = гга(сОВ гаф + ВІИ гаф) и 

у гга(сов гаф + і Віи гаф) = —-^- = 1 " ^ созср +/г зіп ф 

я- о 1 


г СОЗ Ц> - ІГ 8111 ф 

о < г < 1, -оо < Ф < ч-оо. 


1 - 2г СОЗ ф -Ь 


Приравняв действительную и мнимую части этого равенст¬ 
ва, получим 



ггасов гаф 


1 - г СОЗ ф 
1 - 2г СОЗ ф -Ь 


со 



ггавіп гаф 


г ЗІП ф 

1 - 2г СОЗ ф -Ь 


При фиксированном г, О < г < 1, эти ряды, как функции 
переменной ф, равномерно сходятся на множестве всех дейст¬ 
вительных чисел. Это следует, например, из признака равно- 
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мерной сходимости Вейерштрасса, так как |г"со8 гаф| < г", 

I I °° 

|г"8ІП ПфІ < г” И при О < Г < 1 ряд ^ г" сходится. 

п = о 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Используя формулу У (-1)"2" = ——, \г\ < 1, най- 

п^О 1+2 

ти суммы рядов у (-!)'“ + Пф и у (-1)"г'‘С08 Пф, о < г < 1. Ис- 

п = 1 л = о 

следовать их равномерную сходимость на числовой прямой. 

Докажем теперь достаточный признак равномерной сходи¬ 
мости, применимый в отличие от признака Вейерштрасса и к 
не абсолютно сходяп];имся рядам. Его формулировка напоми¬ 
нает признак Дирихле для сходимости числовых рядов (см. 
п. 30.13) и впервые встречается в работах Харди*. 

ТЕОРЕМА 6. Пустъ дан ряд 

оо 

У а„(х)Ь„(х), (32.30) 

Л = 1 

в котором функции а^^{х) и Ь^(х), п = 1, 2, ... , определены на 
множестве X и таковы, что: 

1 ) последовательность {а^(х)} монотонна при каждом 
х&Х и равномерно стремится к нулю на X; 

2) последовательность частичных сумм В^{х), п = 1, 2, ... , 

ряда у Ь^^(х) ограничена на множестве X. 

Л = 1 

Тогда ряд (32.30) равномерно сходится на множестве X. 
Доказательство. В силу условия 2 теоремы, суш,ествует 
такое В > о, что |ВДл:)| < В для всех хеХ и всех га = 1, 2, ... и 
поэтому 

у" \(х) = |В„+^(х) -В„_ Дх)| < К+/х)\ + К_,(х)\ < 2В 

к = п 

для всех хеХ, всех га = 2, 3, ... и всех целыхр > 0. Из условия 
же 1 теоремы следует, что для любого фиксированного е > 0 
суптествует такой номер п^, что для всех хе X и всех п> п^ вы¬ 
полняется неравенство 0 < |а„(^)| ^ Теперь, применив нера- 

оВ 

венство Абеля (см. п. 30.13), получим, что 

"у" аДх)&Дх) < 2В[|аДх)| + 2|а„+р(х)|] < е 

к = п 

для всех хеХ, всех п> п^и всех целыхр > 0. Это и доказывает 
равномерную сходимость ряда (32.30). □ 

* Г. Харди (1877—1947) — английский математик. 
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в качестве примера использования теоремы 6 рассмотрим ряд 
У Согласно теореме 6, этот ряд равномерно сходится на 

л-1 П 

любом отрезке [а, Щ, не содержащем точек вида 2лт, т = О, +1, 

+2, ... . Действительно, последовательность а„ = -, п = 1, 2, ..., в 

" п 

данном случае является числовой последовательностью, она мо¬ 
нотонно убывает и стремится к нулю (значит, и равномерно стре- 

П 

мится к нулю), а суммы у віп кх удовлетворяют неравенству 

А = 1 


У 8ІП кх 

к=1 






тах 
[а, Ь] 


< Ч-оо 


(см. п. 30.13), т. е. ограничены на любом указанном отрезке. 

На всяком отрезке, содержащем точки вида х = 2кті, рас¬ 
сматриваемый ряд не сходится равномерно. В силу свойств си¬ 
нуса, это достаточно доказать для отрезка [0, л]. Положим 

х„ = —; тогда для всех к = п + 1, п + 2, , 2п имеем 0 < кх„ < 

2п " 

< 1 < |. Следовательно, в силу неравенства > ^, о < а < 5 

(см. (14.1)), получим 


зіп 

к 

Отсюда 


зіп кх„ I ^ 2 
йХд 2п к2п 


—, к = п + 1, ..., 2п. 
пп 


8ІП {п + 1)х„ ^ 8ІП (тг -Ь 2)х„ ^ 


п + 1 


п + 2 


8ІП 2пх„ 

+ - - > 

2п 


— -ь ... -ь — 

ли пп 


1 

л' 


п раз 

Поэтому ни для какого е < - на отрезке [0, л] не выполняется 

л 

критерий Коши равномерной сходимости. 

Заметим, что доказать равномерную сходимость рассмат¬ 
риваемого ряда на отрезке, не содержащем точек вида х = 2/ел, 
с помощью признака Вейерштрасса нельзя. Например, для от- 

= -. Поэтому не сущест- 


резка 


Гл Зл 

л у л 

имеем тах 

ЗІП пх 

12 2 _ 

1 [л/2, Зл/2] 

п 




вует такого сходящегося числового ряда у а„, что 

тг = 1 

< а„ на ^1, ибо тогда а„ > і, а ряд у - расходится. 

Подобно случаю числовых рядов, применяя неравенство 
Абеля, можно получить еще один признак равномерной схо- 
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димости функциональных рядов, аналогичный признаку Абе¬ 
ля для числовых рядов. Он также впервые встречается в рабо¬ 
тах Харди. 

ТЕОРЕМА 7. Если: 

1) последовательность {а„(х)} ограничена на множестве X: 
|а„(х)| < М, хбХ, /г = 1,2 ,..., 


и убывает или возрастает при каждом хеХ; 

2) ряд равномерно сходится на множестве X, 

И = 1 

то ряд (32.30) также равномерно сходится на X. 
Доказательство. Пусть задано е > 0. В силу равномер¬ 
ной сходимости ряда 52 существует такой номер п^, что 

п = 1 

для всех номеров п > п^, всех целых р > 0 и всех точек х&Х вы¬ 
полняется неравенство 


р 

12 К 

'г = о 




< 


зм' 


Отсюда, в силу неравенства Абеля (см. 30.77), для всех номе¬ 
ров п > п^, всех целых р > 0 и всех точек хеХ справедливо не¬ 
равенство 


/г = о 

Согласно критерию Коши, это и означает равномерную сходи¬ 
мость ряда (32.30). □ 


< + 2К+р(х)|) < е. 


Пример. Рассмотрим ряд У — і—і -. 

„^2 ІПІПЛ 

На любом отрезке, не содержащем точек вида 2кт, т = 
= о, +1, ... , ряд 52 согласно теореме 6, равномерно 

п- 2 Ш Ж 

СХОДИТСЯ, а числовая последовательность сов - , п = 2, 3, ... , 

п 

ограничена на всей числовой оси и при любом фиксированном 
значении х возрастает начиная с некоторого номера (причем 
можно выбрать такой номер, что начиная с этого номера эта 
последовательность возрастает во всех точках указанного от¬ 
резка). Поэтому на отрезке, не содержащем точек вида 2лт, 
т = о, +1, ... , рассматриваемый ряд, в силу теоремы 7, равно¬ 
мерно сходится. 
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в заключение заметим, что из двух свойств равномерно схо- 
дяш,ихся последовательностей, доказанных в конце п. 32.2, не¬ 
посредственно следует справедливость соответствуюш;их свойств 
для равномерно сходящихся рядов. 

1°. Если ряды ^ и^(х) и ^ сходятся равномерно на 

Л = 1 Л = 1 

множестве X, то для любых чисел Я,е С и це С ряд ^ Хи^{х) + 

Л = 1 

+ также сходится равномерно на множестве X. 

2°. Если ряд ^ и^{х) равномерно сходится на множест- 

Л = 1 

ее X, а функция §{х) ограничена на этом множестве, то ряд 
^ §{х)и^{х) также равномерно сходится на X. 

Л = 1 


32.4. Свойства равномерно сходящихся 
рядов и последовательностей 

Как было показано выше (см. пример 2 в п. 32.1), сумма схо¬ 
дящегося ряда, все члены которого непрерывные функции, 
может и не быть непрерывной функцией. Следующая ниже 
теорема 8 содержит достаточные условия непрерывности сум¬ 
мы ряда. 

Следует обратить внимание, что рассмотрение непрерыв¬ 
ных на некотором множестве функций накладывает дополни¬ 
тельные ограничения на само множество — оно уже не может 
быть множеством произвольной природы (каковым до сих пор 
было множество X, на котором были заданы члены рассматри¬ 
ваемых рядов, элементы последовательностей и т. д.), а дол¬ 
жно быть таким, что для функций, заданных на нем, определе¬ 
но понятие непрерывности. Когда речь пойдет о производных и 
интегралах, придется еще более сузить класс допустимых мно¬ 
жеств X. 

При изучении вопроса о непрерывности суммы ряда будем 

рассматривать ряды ^ и^^х), где х&Х^К, и„(х)е С, п = 1, 2, ... , 

т. е. ряды, члены которых являются функциями действительно¬ 
го аргумента, принимающие, вообще говоря, комплексные зна¬ 
чения. 

ТЕОРЕМА 8. Если ряд равномерно сходится на некотором 
множестве и в какой-то точке этого множества все члены 
ряда непрерывны, то и сумма ряда непрерывна в этой точке. 
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Доказательство. Пусть ряд ^ и^(х) равномерно схо- 

И = 1 

дится на множестве X, 8(х) = ^ — его сумма, а 8„(х) = 

П = 1 
П 

= ^ и^{х), п = 1, 2, ... , — его частичные суммы. Согласно ус- 

к=1 

ловию теоремы, 

8^(х) 8(х), п ^ оо. 

X 

Зафиксируем произвольно е > 0. Для него существует та¬ 
кой номер п^, что для всех хе X и всех п > выполняется не¬ 
равенство 

|8(х)-8„(х)|<|. (32.31) 

Выберем произвольно п^ > п,. функция 8„^(х), как сумма 
конечного числа непрерывных в точке х^ функций и^^(х), к = 
= 1, 2, ... , /Хц, также непрерывна в этой точке. Поэтому су¬ 
ществует 8 = 8 (е) > о такое, что для всех точек хеХ, удовлет¬ 
воряющих условию |х - ХцІ < 8, выполняется неравенство 


ІѴ^о)-Ѵ^)І<|- (32.32) 

Теперь, заметив (рис. 8), что 

8(х) - 8(Хо) = [8(х) - 8„^(х)] -Ь [8„д(х) - 8„^(Хо)] + [«„^(лГо) “ «(^о)]’ 
из неравенства (32.31), взятого в точках Хц и х, и неравенства 
(32.32) получим при |х - ХдІ < 8 и хеХ 

І8(Х) - 8(Хо)| < |8(Х) - 8„^(Х)| -Ь |8„^(Х) - 8„^(Хо)| -Ь І8„^(Хо) - 8(Хо)| < 



ЭТО и доказывает непрерывность функции 8(х) в точке Хд. □ 
Утверждению теоремы можно придать следующий вид: 



Ііт 8(х) = 

X ^ 


со 

= 8(Хо)= ^ и^(Хо), 

Л = 1 

а так как каждая функция и(х), 
п = 1, 2, ... , непрерывна в точке 
ХдеХ, то кДхд) = и^^x), по¬ 

этому 
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Таким образом, в условиях теоремы 8 предел суммы ряда 
равен сумме пределов его членов, т. е. в рассматриваемом ряде 
допустим почленный переход к пределу. 

Здесь, как и ниже, все пределы функций при х ^ берут¬ 
ся по множеству задания рассматриваемых функций (если, 
конечно, не оговорено что-либо другое), т. е. в данном случае 
по множеству X. 

Выше отмечалось, что каждой последовательности функ¬ 
ций соответствует функциональный ряд, для которого она яв¬ 
ляется последовательностью частичных сумм. При этом если 
данная последовательность равномерно сходится на некото¬ 
ром множестве, то и указанный ряд также, очевидно, равно¬ 
мерно сходится на этом множестве. Это обстоятельство позво¬ 
ляет перефразировать теоремы о равномерно сходяш;ихся ря¬ 
дах в соответствуюш;ие теоремы о равномерно сходяп];ихся 
последовательностях. 

Будем рассматривать последовательности {/„(х)}, хеХ Д, 
/„(д:)еС, /г = 1, 2, ... . Теорема 8 в терминах последовательнос¬ 
тей равносильна следуюш;ей теореме. 

ТЕОРЕМА 8^ Если последовательность функций равномер¬ 
но сходится на некотором множестве и в некоторой его 
точке все члены последовательности непрерывны, то и пре¬ 
дельная функция последовательности непрерывна в этой 
точке. 

Таким образом, если /, х^&Х ^ Д и функции п = 
= 1, 2, ... , непрерывны в точке х^, то и функция / непрерывна 
в этой точке, поэтому 



т. е. предельные переходы по га и по х можно переставлять. 

Действительно, предел / последовательности /„, га = 1, 2, ... , 
является, в силу теоремы 8', непрерывной в точке ХдеХ функ¬ 
цией, поэтому левая часть равенства равна /(Хр): 

Ііт Ит /„(х) = Ііт /(х) = /(Хп), 

Х^Х^П^ОО х^х^ 

но И правая часть рассматриваемого равенства, в силу непре- 
рывности функций /„, также равна /(Хц): 

Ііт Ііт /„(х) = Ііт /„(Хр) = /(Хр). □ 

п ^ оо X ^ Х^ П— 


92 



в случае, когда члены ряда неотрицательны и непрерыв¬ 
ны, а сумма ряда является непрерывной функцией, имеет мес¬ 
то утверждение, в некотором смысле обратное к теореме 8: ряд 
оказывается равномерно сходящимся. Сформулируем это ут¬ 
верждение более точно. 

ТЕОРЕМА 9 іДупѵл*). Если члены сходящегося на отрезке ря¬ 
да неотрицательны и непрерывны и его сумма также явля¬ 
ется непрерывной функцией, то ряд на этом отрезке схо¬ 
дится равномерно. 

Доказательство. Пусть функции и^^х) непрерывны и неот¬ 
рицательны, X 6 [а, Ь], п = 1, 2, ... , ряд и^^х) сходится и его 

П = 1 

сумма 8(х) непрерывна на отрезке [а, Ь]. Из условия и„(х) > О еле- 

П 

дует, что частичные суммы 8„(х) = 52 данного ряда в каж- 

к-\ 

дой точке хе [а, б] представляют собой возрастающую числовую 
последовательность и, следовательно, остатки г„(х) = 8(х) - 8„(х) 
ряда— убывающую последовательность: г„(х)|,. Очевидно, что 
8„(х) < 8(х), поэтому г^(х) > О, X 6 [а, Ь], п = 1, 2, ... . 

Для доказательства равномерной сходимости на отрезке [а, &] 
рассматриваемого ряда достаточно доказать, что для любого е > О 
существует такой номер п, что для всех точек хе [а, б] выполня¬ 
ется неравенство г^(х) < е, так как в этом случае для всех т> п, 
в силу условий гДх)| и г^(х) > О, будет выполняться неравенст¬ 
во О < ^ 

Допустим противное: пусть существует такое Ец > О, что для 
любого номера п существует точка х„, для которой г„(х„) > Ер. 
Выделим из последовательности {х„} сходящуюся подпоследо¬ 
вательность {х„ }, и пусть Ііт х„ = Хп. 

в силу сходимости ряда 5^1 ® точке Хц, существует 

П = 1 

такой номер п^, что для остатка справедливо нера- 

венство г„ (Хп) < -Д. 

"о' 0.» 2 

Остаток = 5(х) - 8„^(х) непрерывен в точке Хд как раз¬ 

ность непрерывных в этой точке функций 8(х) и 8„^(х). Поэто- 


* У. Дини (1845—1918) — итальянский математик. 
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му существует такая 8 > О, что для всех хе [а, Ь], |х - ХцІ < 8, 

выполняется неравенство Следовательно, 

для всех таких точек х справедливо неравенство 

< кпо(^) - ^По(^о)1 + к«о(^о)1 < I + I = ео- 

Отсюда, в силу неотрицательности и убывания остатков г„(х) во 
всех точках отрезка [а, Щ, явствует, что для всех точек х е 
6 [а, &], |х - ХцІ < 8 и всех номеров п > выполняется неравен¬ 
ство О < г^(х) < Ец. 

Из того, что Ит = х^, следует существование такого 
номера что /г^ > Пц и - ХцІ < 8, поэтому для этого номера 
имеет место неравенство О < < Ец, которое противоре¬ 
чит выбору точек х^, согласно которому > Ер. Полу¬ 

ченное противоречие доказывает теорему.□ 

Теорему 9 также можно перефразировать в терминах по¬ 
следовательностей . 

ТЕОРЕМА 9^ Если сходящаяся на отрезке последователь¬ 
ность непрерывных функций в каждой точке возрастает 
(в каждой точке убывает) и предел последовательности 
также является непрерывной функцией, то последователь¬ 
ность сходится равномерно. 

Теперь перейдем к вопросу о почленном интегрировании и 
дифференцировании рядов. Производная и интеграл опреде¬ 
лялись только в действительной области, поэтому, начиная с 
этого момента и до конца параграфа, будем считать, что все 
рассматриваемые функции определены на промежутках дей¬ 
ствительной оси и принимают действительные значения. 

ТЕОРЕМА 10. Пусть функции н„(х), га = 1, 2, ... , непрерыв¬ 
ны на отрезке [а, Щ и ряд 

оо 

Е и^(х) (32.33) 

Л = 1 

равномерно сходится на [а, Ь]. Тогда, какова бы ни была 
точка с е [а, Ь], ряд 

оо ^ 

Е I (32.34) 

п=\ с 
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(32.35) 


также равномерно сходится на [а, Щ, и если 

8 (л:)= ^ и„{х), 

П = 1 

то 

^ оо ^ 

I 8(і) (іі = \ ^гМ) а < X < Ь. (32.36) 

С п = 1 с 

Если формулу (32.36) переписать в виде 

I Г Ё МОІ = Ё I ^п(*) 

С = 1 -I п = 1 с 

то ВИДНО, ЧТО она означает законность при условиях, перечне- 
ленных в теореме 9, почленного интегрирования ряда. 

Доказательство. В силу равномерной сходимости ряда 
(32.33) и непрерывности его членов на отрезке [а, Ь], согласно 
теореме 8, его сумма 8(д:) также непрерывна на этом отрезке, 
поэтому она интегрируется на любом отрезке с концами в точ¬ 
ках се [а, Щ и лге [а, Щ. 

Покажем, что ряд (32.34) равномерно сходится на отрезке 
[а, Ь] к функции 

а(х) = | 8Іі)аі. (32.37) 

С 

Пусть 

М-^)= Ё ^^,x) = 8 {х)- 8 ^,x). 

/г = 1 

Обозначим через стДх) частичные суммы ряда (32,34): 


<^п(^)= Ё I и^{і)ді = \ 

к — 1 с с 


и^{і)\(И = \ 8„(і)Л. 

г = 1 ' с 


Теперь для любого х е [а, Щ имеем 


= і 8(0 <И- ] 8„(0 (іі 






і І8(0 - 8„(0І ді = ] |г„(0 \аі < знр |г„(і)| I ді 

с С [Я,^] С 




< Іх - с| знр |г„(і)| < (Ь - а) знр |г„(х)|. (32.38) 

[а,Щ [а,Щ 

Последовательность знр |г„(л:)|, /г = 1, 2, ... , является чис- 

\а,Щ 

ловой последовательностью. В силу равномерной сходимости 
ряда (32.33), имеем 

Ііт знр |г„(д:)| = 0 

п^°° ил 
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(см. п. 32.3); поэтому из неравенства (32.38), согласно следст¬ 
вию теоремы 1, явствует, что последовательность частичных 
сумм ряда (32.34) равномерно сходится к функции (32.37), а 
это и означает равномерную сходимость ряда (32.34) к функции 
(32.37). Теорема и, в частности, формула (32.36) доказаны. □ 
Перефразируем полученный результат для последователь¬ 
ностей функций. 

ТЕОРЕМА ЛО'.Если последовательность непрерывных на 
отрезке [а, Ь] функций /„, п = 1, 2, ... , на этом отрезке рав¬ 
номерно сходится к функции /, то, какова бы ни была точ¬ 
ка с & [а, &], 

I 4(0 /(і) ді на [а, Ь], 

С С 

в частности 

с с 

Покажем теперь, что равенство 

ь ь 

Ит [ ^Лх) дх = [ Ііт Е(х) дх 

п ОО 3 ^ 

а а 

справедливо не всегда, когда на отрезке [а, Щ суіцествует пре¬ 
дел Ит /„(х) и все рассматриваемые функции интегрируемы, 

ТІ —^ 

т. е. что в этом случае не всегда можно переходить к пределу 
под знаком интеграла. Таким образом, требование равно¬ 
мерной сходимости в теореме 10' (так же как и в теореме 10) 
является суш,ественным. 

Пусть 4(х) = пхе , п = 1, 2, ... , о < л; < 1. Тогда /„(0) ^ ^ 
и при любом X ^ 0: 1і^ 4(^) ^ 0. Таким образом, 4 ^ 0 и, 

следовательно, интеграл от предельной функции, т. е. от ну¬ 
ля, также равен нулю. Однако 

I ^^^х)дх = п^ хе^^^ дх=^^ = і(1 - е”). 

о о ^0 

Поэтому Ин^ I 4(^) дх = т. е. действительно, для рассмот- 
0 

ренной последовательности {4(^)} имеет место неравенство 

1 о 

Ит [ 4(^) ^ [ ІІИ1 4(-^) = 0. 

Л—>00^ 3 л оо 

о 1 
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Если построить ряд для которого рассмотренная 

Л = 1 

последовательность {/„(х)} является последовательностью частич¬ 
ных сумм, т. е. положить и-^{х) = = /„(х) - 

п = 2, 3, , то для этого ряда будем иметь 

і Ё и^,х)ах^ Ё I 

0 П =1 "=10 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Показать, что если 




2п при X = 

2п 

о при х = 0иі<х<1 
п 


и функция /„(л:) линейна на отрезках 



, то для всех X е [0,1] 


1 

имеет место равенство Ііт /„(х) = 0, а Ііш [ Е(х)(1х=1. 

^ ” п^ооз ' 

о 


Рассмотрим теперь вопрос дифференцирования рядов. 
ТЕОРЕМА 11. Пустъ функции и^і^х), п = 1, 2, , непрерывно 

дифференцируемы на отрезке [а, &] и ряд, составленный из 
их производных 

оо 

Е Кіх), (32.39) 

Л = 1 


равномерно сходится на отрезке [а, Ь]. Тогда если ряд у и^^х) 

Л = 1 

сходится хотя бы в одной точке се [а, Ь], то он сходится рав¬ 
номерно на всем отрезке [а, Ь], его сумма 


оо 

8(х)= Е н„(д:) 

Л = 1 


непрерывно дифференцируема и 


(32.40) 


оо 

«4^)= Е (32.41) 

л = 1 

Если эту формулу переписать в виде 

[ оо -|' оо 

Е и^,х) \ = у и'^,x), 

Л = 1 -I Л = 1 


то ВИДНО, ЧТО она означает законность при сделанных предпо- 
ложениях почленного дифференцирования ряда. 
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Доказательство. Пусть 

оо 

а(х)= ^ и'^,x). (32.42) 

тг = 1 

в силу равномерной сходимости этого ряда, его сумма являет¬ 
ся непрерывной функцией, а сам ряд можно почленно интег¬ 
рировать: 

^о{і)(іі= ^ I (іі = [н„(л:) - и„(с)], а < х < (32.43) 

с п = 1 с п - 1 

По теореме 10, ряд 

52 [и„(х) - и„(с)], а < X < & (32.44) 

п ^ 1 

— сходящийся. Сходится, по условию теоремы, и ряд 

оо 

52 Н„(с), (32.45) 

П = 1 

поэтому сходится и сумма рядов (32.44) и (32.45), т. е. ряд 

52 а < X < Ь. (32.46) 

П ^ 1 

Отсюда следует, что равенство (32.43) можно переписать в виде 

^ оо оо 

I а(0 сИ= и„(х) - 52 и„(с) 

С тг = 1 тг = 1 

или, что то же (см. (32.40)), в виде 

I а(і) аі = 8(х) - 8(с). (32.47) 

С 

Функция в левой части равенства имеет производную по х, 
следовательно, и функция 8(х) имеет производную. Диффе¬ 
ренцируя равенство (32.47), получаем (см. п. 25.2) 

8 '(х) = а(х), (32.48) 

где функция а(х) непрерывна на отрезке [а, Ь], так как пред¬ 
ставляет собой сумму равномерно сходящегося ряда (32.39), 
члены которого — непрерывные функции. Поэтому сумма 8(х) 
ряда (32.46) имеет на отрезке [а, Ь] непрерывную производную 
8 '(х), т. е. непрерывно дифференцируема. Подставляя (32.42) 
в (32.48), и получим искомую формулу (32.41). 

Остается лишь отметить, что из равенства (32.43), в силу 
доказанной сходимости рядов (32.44) и (32.45), следует, что 

оо оо оо 

52 и„(х) = 52 I ндо Л -ь 52 н„(с). 

7г=1 7г=1с 71 = 1 
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Ряд XI I равномерно сходится на отрезке [а, &] (см. 

П = 1 с 

теорему 10), а — числовой ряд, поэтому и их сумма, 

п = 1 

т. е. ряд (32.40), равномерно сходится на отрезке [а, Щ. □ 

Итак, если сходящийся ряд непрерывно дифференцируе¬ 
мых функций таков, что ряд, составленный из его производ¬ 
ных, равномерно сходится, то сумма ряда является непрерыв¬ 
но дифференцируемой функцией и ее производная получается 
почленным дифференцированием ряда. 

Из предпосылок этой теоремы следует равномерная сходи¬ 
мость ряда, поэтому, не ограничивая общности теоремы, ее 
можно перефразировать следующим образом. 

Если ряд непрерывно дифференцируемых функций и ряд, 
составленный из их производных, равномерно сходятся, то 
сумма исходного ряда непрерывно дифференцируема и ее про¬ 
изводная равна сумме производных членов данного ряда 
{т. е. ряд можно почленно дифференцировать). 

Заметим, что в теореме 10 условие равномерной сходимости 
ряда, членами которого являются производные членов заданно¬ 
го ряда, является существенным: если члены ряда непрерывно 
дифференцируемы, а равномерно сходится только сам ряд, то, 
вообще говоря, его нельзя почленно дифференцировать. Напри¬ 
мер, ряд V равномерно сходится на всей числовой оси, 

п-1 

поскольку < Д-, а ряд, полученный его почленным диф- 

ференцированием, т. е. ряд у і^ зш пх Л ^ у соз пх ^ расходится 

„^1 V «2 ; п 

в точках X = пт, т = 0, +1, +2, .... 

Необходимо также в теореме 11 и условие о сходимости 
самого ряда в некоторой точке, так как одной равномерной 

сходимости ряда из производных, т. е. ряда у к^(л:), недо- 

П = 1 

статочно для того, чтобы гарантировать сходимость самого 
ряда у к„(д;). Так, ряд, полученный из производных членов 

71 = 1 

ряда 1-ь1-1-1-Ь -Ь1-Ь...,т. е. ряд 0-ЬО-ЬО-Ь...-ЬО-Ь..., ко¬ 
нечно, равномерно сходится на всей числовой оси, а сам ис¬ 
ходный ряд расходится. 

Перефразируем теперь теорему 11 для последовательнос¬ 
тей. 
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ТЕОРЕМА ЛЛ'. Пусть последовательность непрерывно диф¬ 
ференцируемых на отрезке [а, Ь] функций 

п = 1,2, , (32.49) 

сходится хотя бы в одной точке с е [а, Щ, а последователь¬ 
ность их производных п = 1, 2, ... , равномерно сходится 
на [а, Ь]. Тогда последовательность (32.49) равномерно схо¬ 
дится на [а, Ь], ее предел является непрерывно дифференци¬ 
руемой на этом отрезке функцией и 


Ііт 




Ііт /„(х), а < X < Ь. 


пПсо Цх йх пПсо " 

Аналогично случаю рядов, это утверждение равносильно 
следующему. 

Если функции непрерывно дифференцируемы на отрез¬ 
ке [а, Ь] и ^ У, ^ ф, то существует и /' = ф ка 

[а, Ъ] [а, Ъ] 

отрезке [а, Ь]. 

Примеры применения этих теорем приведены в § 33. 


УПРАЖНЕНИЯ. 5. Выяснить, будет ли справедливым равенство 


1 1 

Ііт [ x'^ йх = \ ( Ііт х") йх. 

О О 

Можно ли это установить с помощью теоремы 10? 

6. Доказать, что при х > 1 для дзета-функции Римана ^ (см. (30.4) и 
п. 31.5*) справедлива формула 


С'(х) = 




§33 

Стѳпѳнныѳ ряды 

33.1. Радиус сходимости 
и круг сходимости степенного ряда 

Определение 1. Функі^нокалькые ряды вида 

Ё (33.1) 

Л = о 

где а^^ и 2 ^ — заданные комплексные числа, а г — комплекс¬ 
ное переменное, называются степенными рядами. Числа а^. 
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п = 0 , 1 , 2 , ... , называются коэффициентами степенного ря¬ 
да (33.1). 

Предполагая, что коэффициенты ряда и число 2 ^ фикси¬ 
рованы, будем исследовать поведение ряда (33.1) при различ¬ 
ных 2 . 

Если в ряде (33.1) выполнить замену переменного, поло¬ 
жив ^ = 2 - 2 о, то получим рЯД 


Е (33.2) 

71 = О 

Очевидно, что исследование сходимости ряда (33.1) эк¬ 
вивалентно исследованию сходимости ряда (33.2), поэтому 
в дальнейшем будем рассматривать ряды вида (33.2), ис¬ 
пользуя, как правило, для обозначения переменной букву 2 , 
а не 

ТЕОРЕМА 1 (первая теорема Абеля). Если степенной ряд 

со 

Е а„2" (33.3) 

71 = о 

сходится при 2 = 2 ^^ 0, то он сходится, и притом абсолют¬ 
но, при любом 2 , для которого | 2 | < | 20 І. 

Доказательство. Пусть ряд 


оо 

Е (33.4) 

71 = о 

СХОДИТСЯ. Тогда его п-й член стремится к нулю при п ^ оо 
(см. п. 30.1), поэтому последовательность {а„ 2 §} ограничена, 
т. е. суіцествует такая постоянная М > 0, что 

|а„ 2 ^|<М, /г = о, 1, 2, ... . 


В силу этого, для га-го члена ряда (33.3) 
имеет место оценка 


= |а„2§| • 1 


"<М 


Если І 2 І < |2о| (рис. 9), то ряд Е 

тг = о 


ЯВЛЯЯСЬ суммой геометрической про¬ 


грессии со знаменателем д = 


< 1, схо- 
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дится. Поэтому, согласно признаку сравнения (см. п. 30.5), 
сходится и ряд ^ а это означает абсолютную сходи- 

п = о 

мостъ ряда (33.3) при \ 2 \ < | 2 о|. □ 

СЛЕДСТВИЕ. Если степенной ряд (33.3) расходится при г = 
= 20 , то он расходится и при всяком 2 , для которого | 2 | > | 20 І. 

Действительно, если | 2 | > | 20 І и ряд (33.4) расходится, то 
расходится и ряд (33.3), так как если бы он сходился, то, в си¬ 
лу доказанного, сходился бы и ряд (33.4). 

Неравенство | 2 | < К задает на комплексной плоскости С 
замкнутый круг радиуса К с центром в точке 2 = 0 . 

Определение 2. Пустъ задан ряд ^« 2 ". Если К — неотри- 

71 ^ О 

цательное число или -Ьоо обладает тем свойством, что при 
всех 2 , для которых | 2 | < Е, ряд (33.3) сходится, а при всех 
2 , для которых | 2 | > Е, ряд (33.3) расходится, то Е называ¬ 
ется радиусом сходимости степенного ряда (33.3). 

Множество точек г, для которых | 2 | < Е, называется 
кругом сходимости ряда (33.3). 

Если Д = о, то круг сходимости вырождается в точку 2 = 0, 
а если Е = -Ьоо^ то круг сходимости совпадает со всей комп¬ 
лексной плоскостью С. 

ТЕОРЕМА 2. У всякого степенного ряда (33.3) суш,ествует 
радиус сходимости Е. Внутри круга сходимости, т. е. при 
любом 2 , для которого | 2 | < Е, ряд (33.3) сходится абсолютно. 
На любом круге | 2 | < < г, где г фиксировано и г < Е, ряд (33.3) 
сходится равномерно. 

Доказательство. Обозначим через А множество всех не¬ 
отрицательных чисел X, в которых ряд 

со 

Е (33.5) 

Л = о 

сходится. При X = о этот ряд заведомо сходится, поэтому мно¬ 
жество А не пусто и, следовательно, имеет конечную или бес¬ 
конечную верхнюю грань. Пусть вир Л = Е. Покажем, что Е — 
радиус сходимости ряда (33.3). Действительно, пусть 2 еС и 
І 2 І < Е. Согласно определению верхней грани, существует та¬ 
кое хе А, что І 2 І < л; < Д (см. определение 4' в п. 3.4). В силу оп¬ 
ределения множестваЛ, для указанного х ряд (33.5) сходится, 
поэтому, согласно первой теореме Абеля, в выбранной точке 2 

сходится абсолютно ряд ^ 

Л = о 
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Если І 2 І > к, то выберем такое действительное число х, что 
Е < X <\г\\ тогда снова, в силу определения множества Л, ряд 
(33.5) в такой точке х расходится — она лежит на действи¬ 
тельной оси правее всех точек, в которых ряд (33.5) сходится. 
Поэтому, согласно следствию из первой теоремы Абеля, для 

выбранного 2 расходится и ряд ^ 

п = О 

Итак, действительно, Е является радиусом сходимости ря¬ 
да (33.3). 

Если теперь О < г < Л, то, по доказанному, ряд (33.3) при 2 = г 
абсолютно сходится, т. е. сходится числовой ряд ^ |о„|г". А так 

И = О 

как для любой точки 2 круга \ 2 \ < г (рис. 10) 

|а„ 2 "| < |а„|г", га = 0,1,2,..., 

то, согласно признаку Вейерштрасса (см. п. 32.3), на этом 
круге ряд (33.3) сходится равномерно. □ 

Таким образом, областью сходимости всякого степенного 
ряда является всегда «круг», т. е. обычный круг, исключая, 
быть может, некоторое множество точек ограничивающей его 
окружности (будем для краткости называть ее границей круга 
сходимости), в которых он может расходиться (см. следующие 
ниже примеры). 

Подчеркнем, что радиус сходимости степенного ряда (33.3) 
обладает следующим свойством: для каждого числа 2 такого, 
что І 2 І < Е, указанный ряд абсолютно сходится, а для каж¬ 
дого 2 такого, что І 2 І > Е, он просто, а следовательно, и подавно 
абсолютно расходится (расходится ряд, составленный из 
абсолютных величин членов данного ряда). Это следует, оче¬ 
видно, из определения радиуса сходимости и теоремы 2. 

Члены степенного ряда являются непрерывными функциями 
и, как было показано, на всяком круге, лежащем вместе со своей 
границей внутри круга сходимости, 
степенной ряд сходится равномерно, 
поэтому его сумма непрерывна на вся¬ 
ком указанном круге. Очевидно, что 
для любой точки 2 круга сходимости, 

І 2 І < Е, можно подобрать круг, содержа¬ 
щий эту точку и лежащий вместе с гра¬ 
ницей в круге сходимости (достаточно 
взять его радиус г таким, что | 2 | < г < 

< Е), поэтому степенной ряд непреры¬ 
вен в каждой точке г, лежащей вну¬ 
три его круга сходимости: | 2 | < Е. 
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Рассмотрим теперь случай, когда степенной ряд сходится в 
точке 2 = К, лежап];ей на границе его круга сходимости. Отме¬ 
тим, что случай 2 = —К может быть сведен к случаю 2 = К прос¬ 
той заменой переменного = — 2 . 

ТЕОРЕМА 3 (вторая теорема Абеля). Если Е — радиус сходи¬ 
мости ряда 52 ^«2^" этот ряд сходится при 2 = К, то он 

п = О 

сходится равномерно на отрезке [О, і?] действительной оси. 

СЛЕДСТВИЕ. Если степенной ряд (33.3) сходится при 2 = К, 
то его сумма непрерывна на отрезке [О, К\ действительной 
оси. 


Доказательство. Пусть О < х < Д. Представим ряд 


Е в виде 52 = Е «„-К" Б • Члены ряда 52 а„Д« 


не зависят от х, поэтому его сходимость означает и его равно¬ 


мерную сходимость. Последовательность же 



ограничена 


на отрезке [О, Д], ее члены неотрицательны: О < 


< 1, и она 


убывает в каждой точке (при х = Е она не строго убывает, точ¬ 
нее, является стационарной). Поэтому, в силу признака Абеля 
равномерной сходимости рядов (см. теорему 7 в п. 32.3), ряд 
(33.3) равномерно сходится на отрезке [О, Д]. □ 

Следствие вытекает из того, что сумма равномерно сходя¬ 
щегося ряда непрерывных функций является также непре¬ 
рывной функцией. 

Все сказанное с помощью преобразования типа 2 = ^ - 
(^ — новая переменная, фиксировано) переносится и на общие 
степенные ряды вида (33.1). В частности, областью сходимости 
такого степенного ряда всегда является круг вида |2 - 2 ^\ < Д, ко¬ 


нечно, как и выше, с точностью до точек ограничивающей его 
окружности. Этот круг называется кругом сходимости (ряда 
(33.1)), а Д — его радиусом сходимости. 

Примеры. 1. Радиус сходимости Д ряда 52 равен 

п = О 

нулю, т. е. этот ряд сходится только при 2 = о*. 

Действительно, исследуя абсолютную сходимость этого ря¬ 
да по признаку Даламбера, при любом 2^0 получим 


\(П + 1)!г" + 1| 

П-Т!уэ \п\2п\ 


Ит (п -Ь 1 )І 2 І = - 1 - 00 . 
га оо 


* При 2 = 0, очевидно, сходится любой ряд вида (33.3). 
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Таким образом, рассматриваемый ряд не сходится абсо¬ 
лютно при любом 2 5^ 0; отсюда, в силу следствия из первой 
теоремы Абеля, он расходится при любом 2^0. 


оо 

2. Радиус сходимости ряда У — равен -Ьоо, так как было 

п = о 

показано (см. и. 32.1), что этот ряд сходится при любом 2 . 

3. Сумма бесконечной геометрической прогрессии 

оо 

Е 2" (33.6) 

П = о 

сходится при І 2 І < 1 и расходится при І 2 І > 1. Поэтому ее радиус 
сходимости Л = 1. Отметим, что во всех точках границы круга 
сходимости, т. е. во всех точках окружности | 2 | = 1, ряд (33.6) 
расходится, так как для обіцего члена ряда имеем | 2 "| = 1 и, 
следовательно, он не стремится к нулю при п ^ оо. 


4. Ряд 



(33.7) 


сходится при І 2 І < 1, так как при выполнении этого условия 
^ < —, а ряд Е — сходится. 

«2 п =1 

При І 2 І > 1 ряд (33.7) расходится, поскольку в этом случае 


Ііт = Ч-оо*^ т. е. не выполняется необходимое условие схо- 

димости ряда. Радиус сходимости ряда (33.7), как и ряда 
(33.6), равен единице, однако в каждой точке границы круга 
сходимости ряд (33.7), в отличие от ряда (33.6), сходится. 


5. Ряд Е ~ имеет радиус сходимости Л = 1. 

И = 1 ^ 

Действительно, применив признак Даламбера для опреде¬ 
ления 2 , при которых ряд абсолютно сходится (расходится), 
получим 


Ііт 

л ^ оо 


г" + 1 
(п + 1) 
| 2 «| 


ЬІ Ііт —-— 

л оо п -ь 1 


п 


т 


и, следовательно, при | 2 | < 1 данный ряд сходится, причем аб¬ 
солютно, а при І 2 І > 1 он расходится. При 2 = 1 получается рас- 


* Действительно, легко, например с помощью правила Лопиталя, 


убедиться, что Ііаі^ 



-Ь°о (см. пример 2 в и. 12.2). 
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ходящийся гармонический ряд ^ & при г = -1 — сходя- 

п-О И 

щийся ряд у і —— (см. п. 30.3 и 30.9). Таким образом, в этом 

п-О п 

примере на границе круга сходимости есть точки, в которых 
ряд сходится, и точки, в которых он расходится. 

Таким образом, область сходимости степенного ряда не 
совпадает, вообіце говоря, с его кругом сходимости, а состоит 
из внутренности этого круга, т. е. множества {г : | 2 | < К}, и, 
быть может, еще из некоторого множества точек, лежащих на 
его границе. 

Из рассмотренных примеров (см. также п. 32.1) видно, что 
иногда радиус сходимости К степенного ряда находится с по¬ 
мощью признака Даламбера сходимости рядов с положитель¬ 
ными членами (см. теорему 8 в п. 30.6). Действительно, спра¬ 
ведливо следующее утверждение: если существует предел 


(конечный или бесконечный) Ит 

га ^ оо 


то 


К = Ит _1 

71 ^ ОО „ 


(33.8) 


2 


В самом деле, если число К определено этой формулой и 
< К, то 


Ит 


Ы Ит 

га ^ оо 


I + 1 



1 , 


поэтому ряд (33.3) для такого г сходится (и притом абсо¬ 
лютно). 


\С1 2 ^ ^ 121 

Если же ИІ > Е, то Ит ІДіІИ —^Ы и, следователь- 

га^'оо \а^г’^\ |Л| 

но, ряд (33.3) абсолютно расходится. Таким образом, Е дей¬ 
ствительно является радиусом сходимости ряда (33.3). 

Аналогично можно найти величину радиуса сходимости Е 
и с помощью признака Коши (см. теорему 9 в п. 30.6), ес¬ 
ли только существует предел (конечный или бесконечный) 


Ин^ . В этом случае 


Е = 



(33.80 


Действительно, если число Е задается этой формулой и ес¬ 
ли І^І < Е, то 

Ит = ЬІ Ит "/|а„| = |^ < 1 

УІ га I I І„^оо УІ «I |Л| 
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и поэтому ряд (33.3) сходится. Если же | 2 | > К, то 

Ііт '\І\а„ 2 "\ = М > 1 

П->-оо 'У \ I I Д| 

и, следовательно, ряд (33.3) абсолютно не сходится. 

Таким образом, К является радиусом сходимости ряда (33.3). 

Затруднения при использовании таких методов определе¬ 
ния радиуса сходимости степенного ряда могут возникнуть, 
например, уже в том случае, когда в рассматриваемом ряде 
имеются коэффициенты со сколь угодно болыпими номерами, 
равные нулю. Тогда можно попробовать применить один из 
этих методов, предварительно перенумеровав подряд все чле¬ 
ны ряда с отличными от нуля коэффициентами (отчего его схо¬ 
димость и сумма в случае, если он сходится, не изменяются). 

Поясним сказанное на примере. Пусть требуется опреде¬ 
лить радиус сходимости ряда 


п = О 


где а„ 


-, если п = 1, 3, 5, ... , 

п 

о, если п = О, 2, 4, ... . 


Признак Даламбера неприменим для определения сходи¬ 
ли +1 

мости этого ряда, так как отношение - не имеет смысла 

ДЛЯ четных номеров п. Не дает ответа здесь и признак Коши, 
поскольку нетрудно проверить, что здесь предел 1і^ '^|а„| не 

суш;ествует. Однако если положить /г = 0, 1,2, ... , 

и записать данный ряд в виде 




2к + 1 


ОО 



^2^ + 1 
2к + 1 ’ 


то, исследовав абсолютную сходимость этого ряда с помоіцью 
признака Даламбера, получим 


Иш 

к^оо 


и у2к + 31 

^к + 1^ I 


Иш 


2к + 1 
2к + г 


= і2|2. 


Отсюда следует, что рассматриваемый ряд абсолютно сходит¬ 
ся, когда | 2 ^| < 1, т. е. когда | 2 | < 1, и абсолютно расходится, 
когда І^І > 1. Таким образом, радиус сходимости этого степен¬ 
ного ряда равен 1. 

Подчеркнем, что с помош,ью признака Даламбера и признака 
Коши можно найти радиус сходимости не для произвольного сте¬ 
пенного ряда, а лишь для такого, у которого суіцествуют указан¬ 
ные выше пределы (быть может, после новой нумерации членов). 
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УПРАЖНЕНИЯ. Определить радиусы сходимости рядов: 


1. І^уг-^.2. У ^-.3. Е і .4. Е 


Л = 1 ^ 


(1 г)"г” ^ у 2"22". 

п^о (п + 1)(п + 2)’ ■ 


33.2*. Формула Коши—Адамаро 

для радиуса сходимости степенного ряда 


Найдем теперь формулу для определения радиуса сходимости 
произвольного степенного ряда через его коэффициенты в об- 
ш,ем случае. 

ТЕОРЕМА 4. Пустъ К — радиус сходимости степенного ряда 

оо 

Е 

л = О 

тогда 

К= -*. (33.9) 

Формула (33.9) называется формулой Коши — Адамара**. 

Доказательство. Положим р = Ип^ ’Х/\^п\• Рассмотрим сна¬ 
чала случай р = 0. Покажем, что в этом случае ряд (33.3) сходит¬ 
ся при любом 2 . Возьмем какое-либо 2 ^ 0 и такое е, что 0 < е < 1. 
Тогда (см. теорему 10 п. 4.12*) существует такое что 



ДЛЯ всех 

п > М-^, 


для всех 

п > N-^^. 


Отсюда по признаку сравнения следует, что ряд (33.3) абсо¬ 
лютно, значит, и просто сходится при данном г, а так как г 
было произвольно, то это означает, что К = -І-оо. 

Возьмем другой крайний случай: пусть р = -І-оо. Покажем, 
что в этом случае ряд (33.3) расходится при любом 2 0. Дей¬ 

ствительно, если р = -Ьоо^ то существует последовательность 

Пі^,к = 1,2, , натурального ряда такая, что ^ 

Поэтому, каково бы ни было г ^ 0, существует такой номер к^, 
что при к> к^ 


к а. 


> 


т. е. 



> 1 . 


* О верхнем пределе см. в п. 3.12*. 

** Ж. Адамар (1865—1963) — французский математик. 
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Таким образом, не выполняется необходимое условие схо¬ 
димости ряда — стремление к нулю п-ѵо члена, поэтому при 
данном 2^0 ряд расходится, а так как 2^0 было произволь¬ 
но, то это означает, что -й = 0. 

Пусть теперь 0 < р < Ч-оо. Покажем, что при всяком г таком. 


что І^І < -, ряд (33.3) сходится. Выберем е > 0 так, чтобы | 2 | < 

< ^ ^ ^ ; тогда число определяемое равенством д = (р -Ь е)| 2 |, бу¬ 
дет удовлетворять неравенству д < 1. Согласно свойству верхне¬ 
го предела, существует такой номер что при п > 


"лИ < Р + е, 

поэтому при п > 


< і'^Кр + 0<д<1, 

и по признаку сравнения ряд (33.3) при рассматриваемом 2 аб¬ 
солютно, а значит, и просто сходится. 

Покажем теперь, что ряд (33.3) при всяком 2 таком, что 

ЬІ > -, расходится. Выберем е > 0 так, чтобы 
Р 

|2|>^>0, (33.10) 

р - е 

тогда | 2 |(р - е) > 1. Согласно свойству верхнего предела 
(см. теорему 10 и. 4.12*), существует подпоследовательность /г^, 
к = 1, 2, , натуральных чисел такая, что 

^ = .... 

Из этого, в силу (33.10), следует, что 
И, следовательно. 



т. е. в этом случае не выполняется необходимое условие схо¬ 
димости ряда — стремление к нулю его п-го члена, и поэтому 
для рассматриваемого г ряд (33.3) расходится. 

Таким образом, ряд (33.3) сходится, если ЬІ < - , и расходится, 

Р 

если І 2 І > - , а это и означает, что его радиус сходимости й = - . □ 


' Для этого достаточно взять е < Д 


Р- 
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Отметим, что из доказанной теоремы еще раз следует, что для 
каждого степенного ряда (33.3) существует такое конечное или 
бесконечное число -й > О, что для всех 2 е С, для которых | 2 ;| < К, 
ряд (33.3) сходится, а для которых \ 2 \ > К, — расходится, т. е. что 
для каждого степенного ряда существует радиус сходимости: им 

является-К = --. 


Иш «/оТ 

п ^ ОО " 


33.3. Аналитические функции 

Определение 3. Функция /(г) называется аналитической в 
точке 20 , если существует такое й > О, что в круге \г - 20 І < й 
она представима степенным рядом вида (33.1), т. е. су¬ 
ществуют такие комплексные числа а^, п = 0, 1, 2, ... , что 

оо 

/( 2 )= і; а„( 2 - 2 о)", | 2 - 2 о|<й. (33.11) 

тг = О 

Сумма, разность и произведение аналитических в точке 
функций снова являются аналитическими в этой точке функ¬ 
циями (почему?). 

ЛЕММА 1. Если К — радиус сходимости ряда (33.11), Е> 0 и 

оо 

= Е - 2о)* 

к = п + 1 

— остаток ряда (33.11), то 

Г„(2) = 0((2 - 2о)" + і), 2 ^ 2о (33.12) 

и, следовательно, 

Гпіг) = о ((2 - 2 о)"), 2 ^ 2 о. (33.13) 

Доказательство. Если |2 - 2 о| < й, то 

со 

'■„( 2 ) = (2 - 2 : о )« + 1 ^ а ^(2 - 2 о )*-"-1 

й = п + 1 

и ряд, получившийся после вынесения множителя (2 — 20 )" + 
сходится. Поэтому функция ф( 2 ) = ^ а ^(2 - 20 )* ” ^ как 

сумма степенного ряда, непрерывна в круге |2 - 20 І < й. 

Если теперь 0 < г < й, то функция ф( 2 ), будучи непрерывной 
на замкнутом круге |2 — 20 І < г, является ограниченной на нем. 
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т. е. найдется такая постоянная М> О, что при \2 — < г выпол¬ 
няется неравенство |ф( 2 )| < М. Поскольку ^^^ 2 ) = (2 - ^ф( 2 ), 

при \2 — 2 о| < г получим 

|г^( 2 )| = |2 - 2 о|" + ^|ф( 2 ) < М |2 - 2 о|" + 

а это и означает (33.12). Условие (33.13) непосредственно сле¬ 
дует из (33.12). □ 

ТЕОРЕМА 5. Разложение аналитической в точке 2 ^ функ¬ 
ции в степенной ряд вида (33.11) единственно, т. е. если 

оо оо 

Е а„( 2 - 2 о)"= Е | 2 - 2 о|<Д, Е>0, (33.14) 

Л = О л = О 

то а^ = Ъ^,п = О, 1, 2, ... . 

Доказательство. Из равенства (33.14) (при /г = 0), в силу 
формулы (33.12), следует, что при 2 ^ 2 о 

Но + 0(2 - 2 о) = Ьо + 0(2 - 2 о). 

Переходя в этом равенстве к пределу при 2 ^ 2 ^, получаем, 
что Нц = & 0 . 

Пусть уже доказано, что а^ = Ь^, ] = О, 1, 2, ... , п - 1; тогда, 
в силу (33.12) и (33.14), 

Но + аі(2 - 2о) + ... + а„(2 - 2о)" + 0((2 - 2о)" + ^) = 

= Ьо + Ьі(2 - 2о) -1 ... -Ь Ь„(2 - 2о)« -Ь 0((2 - 2о)" + ^). 

Уничтожая одинаковые члены в обеих частях этого равенства 
и разделив обе его части на (2 - 2 д)", имеем 

а„ -Ь 0(2 - 2(,) = + 0(2 - 2(,), 2 ^ 2о, 2 5^ 2 ^. 

Отсюда в пределе при 2 ^ 20 получим, что (ср. 

с теоремой 2 в п. 13.2). □ 

Может оказаться, что лишь рассмотрение ряда в области 
комплексных чисел может объяснить величину его радиуса 

сходимости. Например, ряд ^ (-1)"д;^", являюіцийся суммой 

Л = О 

геометрической прогрессии со знаменателем —х^, сходится при 
|д:| < 1 и расходится при |д;| > 1. Его сумма на интервале (—1; 1) 

равна —— 5 . Функция —определена и бесконечно диффе- 

1 -ь 1 -ь Х^ 
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ренцируема на всей действительной оси и непонятно почему, 


раскладывая ее в ряд 


и = о 


МЫ получаем ряд, сходяп];ийся только при |х| < 1. Это разложе¬ 


ние делается совершенно естественным, если рассмотреть эту 
функцию в области комплексных чисел, поскольку функция 

——- имеет «особую точку» при г = і (в этой точке функция не 

1 + 

определена и при приближении к ней стремится к бесконеч¬ 
ности), т. е. как раз на границе круга | 2 | < 1. 


33.4. Аналитические функции в действительной области 

В настояіцем пункте будут в основном рассматриваться сте¬ 
пенные ряды с действительными членами. Однако предвари¬ 
тельно докажем лемму, справедливую для степенных рядов и 
в комплексной области. 

ЛЕММА 2. Радиусы сходимости рядов 


оо 


Ё 

(33.15) 

п = 0 


°° а„2" + 1 

(33.16) 

^ Л 

п^О П+1 ’ 

ОО 

Е па^г’^-^ 

Л = 0 

(33.17) 


равны. 

Таким образом, ряды (33.16) и (33.17), получаемые из ря¬ 
да (33.15) соответственно с помоіцью «формального интегри¬ 
рования и дифференцирования», имеют те же радиусы сходи¬ 
мости, что и исходный ряд. Интегрирование и дифференциро¬ 
вание названы здесь формальными, поскольку для функций 
комплексного аргумента эти операции не были определены, и 
они выполнялись так, как если бы г было действительным 
числом, т. е. в действительной области ряд (33.16) получается 
из ряда (33.15) почленным интегрированием, а ряд (33.13) — 
почленным дифференцированием. 

Доказательство. Пусть Е — радиус сходимости ряда 
(33.15), — радиус сходимости ряда (33.16), а 7^2 — радиус 

сходимости ряда (33.17). Из неравенств 

_ < І2І < \ 2 ^‘\ п = 1, 2, ... , 

тг -ь 1 
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и теоремы сравнения (см. теорему 6 в п. 30.5) следует, что если в 
некоторой точке 2 сходится ряд (33.17), то в этой точке сходится 
и ряд (33.15), и если в некоторой точке 2 сходится ряд (33.15), то 
в той же точке сходится и ряд (33.16). Отсюда следует, что 

(33.18) 

Покажем теперь, что 

(33.19) 


Возьмем какую-либо точку 2 ^ ^ 0 из круга сходимости ряда 
(33.16) и покажем, что в ней сходится ряд (33.17). Так как 
І 20 І < Кі, то найдется такое действительное число г, что І^цІ < г < 
< Запишем абсолютную величину члена ряда (33.17) сле- 
дуюп];им образом: 


\па „2 


п ‘^0 


п(п + 1) 

а„г« + і 

1? |2 
го| 

п + 1 


п 


В силу сходимости ряда (33.16) при 2 = 
ряда при 2 = г стремится к нулю, когда п 


= 1,2,.... (33.20) 

г, обіций член этого 

^ ОО; 


Ит 

га ^ ОО 


а „Г" 


іг + 1 


= 0 . 


Следовательно, последовательность 


п + 1 


, п = 1, 2, ... , ограни¬ 


чена, т. е. суш;ествует такое М > 0, что для всех п = 1, 2, ... , вы¬ 
полняется неравенство 


п + 1 


< М. 


Положив д = 


-2 , из (33.20) получим неравенство 
г 


|па„ 2 ^ 1 | ^ + 0<д<1. 

го| 

Ряд с обіцим членом ^ сходится (в этом легко 

НоІ' 

убедиться, например, по признаку Даламбера), поэтому при 
2 = г^ сходится и ряд (33.17). Таким образом, из сходимости в 
точке 2 = 2 ^ ряда (33.16) следует сходимость в ней и ряда (33.17). 
Это и означает справедливость неравенства (33.19). Из нера¬ 
венств (33.18) и (33.19) следует, что Е = Еі = П 

Замечание. Утверждение леммы может быть доказано 
прош;е, если использовать формулу Коши—Адамара для ради¬ 
уса сходимости степенного ряда (см. п. 33.2*). Это не сделано, 
так как приведенное доказательство также не сложно, ап. 33.2* 
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можно пропустить при первом чтении (на что и указывает звез¬ 
дочка при его номере). 

Далее в этом параграфе везде, где не оговорено противное, 
будем предполагать, что коэффициенты всех рассматриваемых 
рядов действительны и что переменные г ж также действи¬ 
тельны (в этом случае будем их обозначать х и Хр). Правда, все 
рассматриваемые ниже свойства степенных рядов переносятся 
в определенном смысле и на степенные ряды в комплексной об¬ 
ласти, однако для осуіцествления этого нам пришлось бы обоб- 
ш;ить понятие производной и интеграла на функции комплекс¬ 
ного аргумента, а это не входит в задачу настоящего курса. 

Итак, будет рассматривать ряды 

оо 

52 ~ ^о)"’ (33.21) 

п = О 

где (п = О, 1, 2, ...), х и Хр действительны. Если К — радиус 
сходимости ряда ^ аДг - Хц), где г — комплексное число, т. е. 

Л = 1 

ряда с теми же коэффициентами, что и у ряда (33.21), но рас¬ 
сматриваемого в комплексной области, то, очевидно, ряд (33.21) 
сходится, если |х — ХцІ < Д, и расходится, если |х — Хд| > К. 

В этом случае К по-прежнему называется радиусом сходи¬ 
мости ряда (33.21), а интервал (Хц - Д, Хц -Ь Д) — его интерва¬ 
лом сходимости. 


ТЕОРЕМА 6. Если К — радиус сходимости степенного ряда 

оо 

/(х)= ^ а„(х-Хо)", (33.22) 

Т-» /% Л = О 

Д > о, то: 

1) функция / имеет в интервале (x^ — Д, Хц -Ь Д) производ¬ 
ные всех порядков, и они находятся из ряда (33.22) почлен¬ 
ным дифференцированием', 

2) для любого хе (Хр - Д, Хр -1- Д) 


I 

Хп 



(Х - Хд)" + 1 
тг -Ь 1 


т. е. внутри интервала сходимости степенной ряд можно 
почленно интегрировать', 

3) степенные ряды, получающиеся из ряда (33.22) в резуль¬ 
тате почленного дифференцирования или интегрирования, 
имеют тот же радиус сходимости, что и сам (33.22). 


Короче, внутри интервала сходимости степенного ряда его 
можно почленно интегрировать и дифференцировать любое 
число раз. 
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Доказательство. В силу леммы, доказанной в начале 
этого пункта, радиусы сходимости ряда ^ па^{х - по¬ 

лучающегося из ряда (33.22) почленным дифференцировани¬ 
ем, и ряда У -, получающегося из того же ряда 

л-о Л -Ь 1 

почленным интегрированием, равны радиусу сходимости ря¬ 
да (33.22) (чтобы в этом убедиться, достаточно сделать замену 
переменного х - х^ = г). 

Всякий степенной ряд вида (33.22) с радиусом сходимос¬ 
ти К равномерно сходится на отрезке [Хц - г, х^ + г], О < г < Е 
(см. теорему 2 в п. 33.1), поэтому утверждение теоремы о воз¬ 
можности почленного дифференцирования и интегрирования 
вещественных степенных рядов непосредственно следует из 
соответствующих теорем о дифференцируемости и интегриру¬ 
емости функциональных рядов, доказанных в п. 32.4. □ 

Заметим, что, например, возможность почленного интег¬ 
рирования степенного ряда (33.22) внутри интервала сходи¬ 
мости (Хр - К, х^ + К) сразу вытекает (см. теорему 10 в п. 32.4) 
из того, что степенной ряд равномерно сходится на всяком от¬ 
резке [Хо - г, Хд -I- г], о < г < Д. Отсюда следует, что при по¬ 
членном интегрировании радиус сходимости степенного ряда 
не уменыпается. Доказанная теорема содержит более полное 
утверждение, что указанный радиус сходимости, кроме того, 
и не увеличивается, т. е. остается прежним. 

ТЕОРЕМА 7. Если функция / аналитическая в точке x^, 
т. е. представима в окрестности этой точки рядом (33.22) 
с радиусом сходимости Д > 0, то 


т. е. 


= п = о, 1, ... , 


/(х)= ^ Щ^(х-Хо)". 

л = о Л! 


(33.23) 


Доказательства. Продифференцировав п раз обе части 
равенства (33.22), получим (см. теорему 6) 

/(")(х) = п{п - 1) ... 2 • 1 • а^ + (п + 1)га ... 2а„^ ^(х - Хд) + 

+ (п + 2){п -Ь 1) ... За ^~ + ••• • 

Отсюда при X = Хд и вытекает формула (33.23). □ 
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Заметим, что из доказанной теоремы следует еп];е раз свой¬ 
ство единственности разложения функции в степенной ряд 
(правда, на этот раз, в силу сделанных ограничений, только в 
действительной области (ср. с и. 33.3)). 


33.5. Разложение функций в степенные ряды. 
Различные способы записи 
остаточного члена формулы Тейлора 


Определение 4. Пустъ функция / определена в некоторой ок¬ 
рестности точки x^ и имеет в этой точке производные всех 
порядков. Тогда ряд 

^ - х^Г (33.24) 

называется рядом Тейлора функции / в точке х^. 

При лгр = О ряд (33.24) называется также рядом Маклорена 
функции Дх). 

Как известно, всякая аналитическая в точке Хд функция 
бесконечно дифференцируема в некоторой окрестности этой 
точки и равна в этой окрестности сумме своего ряда Тейлора. 
Вместе с тем оказывается, что существуют функции, беско¬ 
нечно дифференцируемые, но не аналитические и, значит, не 
представимые своим рядом Тейлора. 

Примером является функция 


Кх) 


^-1/х2 X ^ О, 
о для X = 0. 


(33.25) 


При X ^ о эта функция имеет производные всех порядков, ко¬ 
торые легко вычисляются: 


Пх) = Пх) = - 6 


и вообще 


ПЧх) = РІ\у^' 


где — многочлен некоторой степени относительно ^ 

(п — порядковый номер, а не степень многочлена), т. е. 
/(")(х) — линейная комбинация слагаемых вида 



т = о, 1, 2, ... . 


(33.26) 
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Это легко проверяется по индукции. Сделав замену перемен¬ 
ного і = \, найдем, применив правило Лопиталя, предел мо- 
дуля выражения (33.26) при л; ^ 0: 


Ит 
Л" ^ о 



+ т/2 

= Ит — = 0. 


Отсюда следует, что и предел выражения (33.26) при л; ^ 0 
также равен нулю и что при любом п = 0, 1, 2, ... 

Ит /0)(л;)= Ит Р/ІѴ = (33.27) 

Из формулы (33.27) при п = 0 и п = 1 следует, что функция 
/ непрерывна в точке х = 0 и Ит /Чх) = 0, поэтому (см. 

х ^±0 

следствие 2 из теоремы 3 п. 11.2) /'(0) суш,ествует и /'(0) = 0. 
По индукции легко аналогично убедиться, что /О)(0) = 0, 

п = о, 1,2, ... . 

Таким образом, все члены ряда Тейлора функции (33.25) в 
точке Хд = о равны нулю, поэтому его сумма при всех х также 
равна нулю и, следовательно, не совпадает с самой функцией. 
Заметим еш,е, что, согласно теореме 5 п. 33.3, функция (33.25) 
не может быть разложена ни в какой степенной ряд (так как 
если бы это было возможно, то он оказался бы рядом Тейлора), 
а это и означает, что она не является аналитической. 


УПРАЖНЕНИЯ. 6. Установить, можно ли разложить функцию /(х) = 
= е 1''*, X > о, ДО) = о, на отрезке [0, 1] в ряд Маклорена. 


7. Пусть 


Ѳ(х) 


I 1 при X > о, 
[-1 при X < 0. 


Доказать, что функцию Ѳ(х)е"і/*^ можно так доопределить при х = 0, 
что в результате получится бесконечно дифференцируемая на всей чис¬ 
ловой оси функция. 


Заметим, что если функция раскладывается в некоторой 
окрестности данной точки в степенной ряд, то такой ряд един¬ 
ствен (см. теорему 5 или теорему 7) и является ее рядом Тей¬ 
лора в этой точке. Однако один и тот же степенной ряд может 
служить рядом Тейлора для разных функций. Так, степенной 

ряд с нулевыми коэффициентами ^ Ох" является как рядом 

п = о 

Тейлора функции, тождественно равной нулю на всей число- 
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вой оси: /(х) = О, хе К, так и рядом Тейлора функции (33.25) в 
точке л: = 0. 

Возникает вопрос: когда ряд Тейлора (33.24) бесконечно 
дифференцируемой в точке функции /(х) сходится на неко¬ 
тором интервале к /(х)? Чтобы исследовать этот вопрос, напи¬ 
шем формулу Тейлора для функции / (см. п. 13.1) 

/(Х)= ^ - Хо)>^ + г,(х) (33.28) 

(она справедлива при любом п = 0, 1, 2, ...). В этой формуле 
г^(х) — остаточный член формулы Тейлора, а не остаток ряда 
Тейлора, так как с остатком ряда нельзя оперировать до тех 
пор, пока не будет установлено, что ряд сходится, и лишь в 
случае, когда его сумма равна функции /(х), можно утверж¬ 
дать, что остаточный член формулы Тейлора совпадает с ос¬ 
татком ряда Тейлора. Полагая 


8я(^)= Е 


_ 


(х - Х(,)*, 


к~0 

перепишем формулу (33.28) в виде 

/(х) = 8„(х) -Ь г„(х). 


(33.29) 


где 8„(х) — га-я частичная сумма ряда Тейлора. Отсюда следу¬ 
ет, что, для того чтобы функция / была равна на рассматри¬ 
ваемом интервале сумме своего ряда Тейлора, т. е. чтобы 
Иш 8„(х) = /(х), необходимо и достаточно, чтобы для всех х 

СО " 

из этого интервала ее остаточный член в формуле Тейлора 
стремился к нулю: 

Иш г(х) = 0. (33.30) 

Л ^ со 

Если это имеет место, то из формулы (33.29) следует, что 
остаточный член формулы Тейлора г„(х) является также и 
суммой га-го остатка ряда Тейлора (33.24). 

Для того чтобы найти условия, при которых остаточный 
член в формуле Тейлора стремится к нулю в окрестности дан¬ 
ной точки, предварительно установим некоторые формы его 
возможной записи. 

ТЕОРЕМА 8. Пустъ функция / определена и непрерывна 
вместе со всеми своими производными до порядка га -Ь 1 
включительно на интервале (Хд — К, х^ + к), Л > 0. Тогда 
остаточный член г^(х) ее формулы Тейлора (33.29) для всех 


118 



х€.{х^ — к, х^ + к) можно записать любым из следующих трех 
способов: 

г„(х) = ^ I (X - + Чі) сіі, (33.31) 

где ^ принадлежит интервалу с концами в точках х^и х, и 


Гпі^) 


/(« + + Ѳ(х - Жц)] 


(1 - Ѳ)"(х - Х(,)«+1, 


(33.33) 


где О < Ѳ < 1 . 

Формула (33.31) называется остаточным членом форму¬ 
лы Тейлора в интегральной форме, формула (33.32) — в фор¬ 
ме Лагранжа, а (33.33) — в форме Коши. 

Доказательство. Из основной теоремы дифференциаль¬ 
ного и интегрального исчисления (см. теорему 4 п. 25.3) имеем 


/(х) = /(Хо) + I Г(і) ді = /(Хо) - I /'(і) д(х - і). 

Проинтегрировав по частям интеграл в правой части равенст¬ 
ва, получим 

/(х) = /(Хд) + (-Г(і)(л; - -і)ді = 

= Л^о) + “ ^о) + I /"(0(^ - і) (Іі- 

Пусть для некоторого т п уже доказано, что 


т = 1^^{Х - Хо)'* + I Г^'-Шх -ІГ-^ ді. (33.34) 

к-0 Ю (Ю ^І'х^ 

Проинтегрируем по частям последний член: 


-—і— I /(“)(і)(х - ді =-— I /('")(0 д(х - О"* = 

(Ш. і)! ТП. 

Хр Хд 

_ + 1 ; ;■(..+_,)» м . 

7Г7 ' 


т\ 


(х - Хо)™ -Ь ^ I + і)(0(х - О"* (Іі 


т\ ' т\ 

-^0 

и подставим это выражение в (33.34): 

Кх) = ^ - Хо)* + і- I + і)(і)(х - іГ ді. 

к = п /2' тп\ І 
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в результате получилась формула (33.34), в которой т заме¬ 
нено на т -Ь 1. 

Таким образом, формула (33.34) доказана методом матема¬ 
тической индукции для всех т ^ п. При т = п ее остаточный 
член имеет вид (33.31). 

Применим теперь первую интегральную теорему о среднем 
значении к интегралу (33.31). Заметив, что функция (х - і)" 
не меняет знака на промежутке интегрирования, вынесем за 
знак интеграла «среднее значение» производной (см. 

следствие из теоремы 1 в п. 24.2): 

г (х) = ^ + ^*(^)(^ “ іТ (Іі = ——^ 

п\ I п\ і 

Хо Х0 


^ (Х - І)" 


п + 1 




где ^ лежит на интервале с концами в точках х^ и х. Формула 
(33.32) доказана. 

Если же применить интегральную теорему о среднем к ин¬ 
тегралу (33.31), вынося за знак интеграла «среднее значение» 
всей подынтегральной функции (см. п. 24.2), то получим 


г^(х) = 1 I /(« + і)(^)(л: - 0 " (іі = - ^Г(х - Хо), (33.35) 

Ті\ Ті\ 

x^ 

где как и выше, лежит на интервале с концами в точках 
Хд и X, т. е. 

^ = Хд + Ѳ(х - Хд), о < Ѳ < 1. 

Отсюда х-^ = х-Хд- Ѳ(х - Хд) = (х - Хд)(1 - Ѳ). Подставив это 
выражение в (33.35), получим формулу (33.33). □ 

Приведем достаточное условие разложимости функции в 
степенной ряд. 

ТЕОРЕМА 9. Пустъ функция / бесконечно дифференциру¬ 
ема и все ее производные ограничены в совокупности на ин¬ 
тервале (Хд - Л, Хд 4- к), т. е. существует такая постоянная 
М > о, что для всех ХЕ(Хд — к, х^ -\- к) и всех п = 0, 1, 2, ... 
выполняется неравенство 

|/(«)(х)| < М. (33.36) 

Тогда на интервале (Хд — к, х^ + к) функция / раскладывает¬ 
ся в ряд Тейлора: 


Кх)= у Ѵ^(х-Хд)", |х-Хд|<Л. (33.37) 

л = 0 
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Доказательство. Прежде всего заметим, что, каково бы 
ни было число а. 


/~Ф ть 

Ит —7 = 0 
П —> оо п! 


(33.38) 


(см. пример 4 в и. 4.9, впрочем, это равенство следует и непо¬ 
средственно из того, что выражение ^ — обіций член сходя- 

п\ 

щегося ряда ^ см. (32.4)). 

Для того чтобы доказать формулу (33.37), достаточно убе¬ 
диться (см. (33.30)), что 

Ит г(х) = о, (33.39) 

П ^ ОО ' 


где г^^(х) — остаточный член в формуле Тейлора функции /. 
Возьмем гДх) в форме Лагранжа (см. (33.32)). Из неравенства 
(33.36)следует, что 


к „(^)1 = 


(л+ 1)!^^ 


< М'- 


(л + 1)! 


где 1^ - ХрІ < \х - х^І < к и, следовательно, ^ е (лгд - к, х^ + к). На 
основании (33.38) при а = \х — Хд| имеем 


Ит 

П^<Х1 


ж - Хо|" ^ 
(И + 1)! 


= 0 , 


поэтому при \х - ХдІ < /і выполняется условие (33.39). □ 


УПРАЖНЕНИЕ 8. Заменим в теореме 8 условие ограниченности произ¬ 
водных л = 1, 2, ... , на интервале (Жд - к, х^ + к) условием их огра¬ 

ниченности только в точке Жц, т. е. пусть существует такое М > 0, что 
для всех п выполняется неравенство ^ Тогда, очевидно, ряд 

(33.37) сходится, и притом абсолютно, на всей действительной оси, так 

, а ряд 2 ^ -сходится при всех ж 

п = о 

(см. ряд (32.4)). Следует ли отсюда утверждение теоремы 9? 


как —-[^У>{х^{х - Жц)" < 


33.6. Разложение элементарных функций 
в ряд Тейлора 

Прежде всего найдем разложение в ряд некоторых основных 
элементарных функций. 

1.Разложение в ряд функции Дх) = е*. Так как 
/(")(ж:) = е*, то для любого фиксированного /г > 0 при всех 
х€.{-к, к) и всех /г = 0, 1, ... 

о < /<”\х) < е*. 


121 



Таким образом, условия теоремы 9 выполнены (Хц = 0), по¬ 
этому функция е* раскладывается в ряд Тейлора (33.34) на 
любом конечном интервале, а следовательно, и на всей дейст¬ 
вительной оси. Так как в данном случае /("^(0) = 1, то, соглас¬ 
но формуле (33.37), разложение е* имеет вид 

е^= У (33.40) 

И = о 

Напомним, что в п. 32.1 было установлено, что ряд У ^ 

п = о 

абсолютно сходится на всей комплексной плоскости. Теперь 
показано, что для действительных г = х его сумма равна е^. 
В случае существенно комплексных г его сумму, по аналогии, 
обозначают е^; таким образом, формула 

оо -п 

Е ^ (33.41) 

ДЛЯ комплексных г является определением функции е^. 

Данное определение естественно, во-первых, потому, что в 
случае действительного г = х эта функция совпадает с показа¬ 
тельной функцией е^, а во-вторых, функция сохраняет ряд 
характерных свойств функции е*. Покажем, например, что 

+ (33.42) 

для любых комплексных 2 ^ и 23 . 

Ряд (33.41) абсолютно сходится, поэтому ряды 


2 

е 


1 = 




можно почленно перемножить (см. и. 30.10), а так как получаю¬ 
щийся при этом ряд также абсолютно сходится, то его члены 
можно располагать в произвольном порядке. Соберем все члены, 
содержащие произведения 2 " 2 “ с одинаковой суммой п + т, и 
расположим эти группы членов по ее возрастанию: 




= Е 


1 


У У — - - 

п + т-О к-о (п + т- к)\ 
(п + т)\ 


„+■^=0 (и + »г)! ^■^0 {п + т-к)\к\ 


уП + т - к -ук = 

а ^2 


оо 

= Е 

л + т = о 


( г -^ + 22)" ^ 
(п + т)\ 
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2. Разложение в ряд вИхисЬх. Заменив в формуле 
(33.40) X на —X (это означает просто изменение обозначения), 
получаем 


^-х 


п-0 ПІ 


(33.43) 


Складывая и вычитая равенства (33.40) и (33.43), а затем раз¬ 
делив их на два, получим 


сЬ X 


е* -Ь е-* 

2 


ОО 



^ 2 }і 

(т\' 


8І1 X 



СО 



+ 1 

(2/г -Ь 1)!' 


(33.44) 

(33.45) 


В силу единственности разложения функций в степенные ря¬ 
ды, правые части этих формул являются рядами Тейлора 
функций ей х и зй X. 

Функция е* определена теперь для всех комплексных г, 
поэтому на суш,ественно комплексные значения аргумента 
можно распространить и гиперболические функции ей л; и 
зй X, положив 


ей 2 


Деі -Ь е-^ 
2 


8Й 2 


(Ыі + е-^ 
~ 2 


2еС. 


Определенные таким образом ей 2 и зй 2 для комплексных 
2 раскладываются в степенные ряды (33.44) и (33.45), сходя- 
ш,иеся на всей комплексной плоскости (под х в них в этом слу¬ 
чае понимается комплексное число). 

3. Разложение в ряд зін л; и соз х. Формулы 

Эйлера. Если Дх) = зін х, то /0)(х) = зін |^х -I- (см. 

пример 3, п. 10.1), поэтому |/0)(х)| < 1 для всех действитель¬ 
ных X. Согласно теореме 9, отсюда следует, что функция зін х 
раскладывается в степенной ряд на всей действительной оси. 
Вспоминая формулу Тейлора для синуса (см. п. 13.3), полу¬ 
чаем ряд Тейлора для зін х: 


зін X = ^ 

к- о 


(2к + 1)! ■ 


(33.46) 


Рассуждая аналогично и используя формулу Тейлора для 
косинуса (см. п. 13.3), получаем и для него ряд Тейлора 


соз X = 


ОО 



(2/г)! ’ 


также сходящийся на всей действительной оси. 


(33.47) 
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в силу теоремы Абеля (см. п. 33.1), ряды в правых частях 
формул (33.46) и (33.47) сходятся также и при любом комп¬ 
лексном х; это позволяет дать определение синуса и косинуса 
для комплексных значений аргумента, положив для любого 
комплексного 2 


Деі 
8ІП 2 = 


ОО 



(_1)А^2*: + 1 

(2к + 1 )! ’ 


(33.48) 


Деі 
С08 2 = 


ОО 



(2к)] • 


(33.49) 


В комплексной области легко установить связь между по¬ 
казательной и тригонометрическими функциями. Заменив 2 в 
ряде (33.41) сначала на І 2 , а затем на -І 2 , получим 


= Е 

га = О 



( — 1 )" І” 2 ” 

П\ 


(33.50) 


В силу равенств = (-1)*, к = 1, 2, ... , и, следовательно, 
і2* +1 = (-1)* і, к = о, 1, , из (33.50) имеем 




2 


“ (_1)А22А діг _ д-іг _ ~ (_Х)Й22*; + 1 

,4о {2к)\ ’ 2і ,4о {2к + 1)\ • 


Сравнив последние формулы с формулами (33.48) и (33.49), 
получим 


С08 2 = 


^іг -I- ^-іг 


ОІ2 — л—12 


81П 2 = 


2 2і 

Отсюда непосредственно следует также формула 


(33.51) 


С08 2 -Ь І8ІП 2 = 


(33.52) 


Равенства (33.51) и (33.52) называются формулами Эйлера. 
Они справедливы, в частности, и для действительных 2 . 

Если в формуле (33.52) 2 = ц> — действительное число, то 


С08 ф + І8ІП ф = е^^^. 
Отсюда, во-первых, следует, что 

|е''Р| = 1 , 


так как = /Усо 8 ~ 2 ф^Ь~ 8 Іп~^ = 1 , и, во-вторых, что комплекс¬ 
ное число 2 с модулем г и аргументом ф, т. е. 2 = г(со 8 ф + 
-Ь і 8ІП ф), можно записать в виде 

2 = ге'‘Р, 


называемом показательной формой записи комплексного числа. 
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Положив г = —1 и, следовательно, ф = л, получим 

е'" = -1. 

Эта формула показывает, что числа -1, е, п и і связаны между 
собой. 

Напомним, что числа —1,п,еиі были открыты математика¬ 
ми при изучении весьма далеких друг от друга задач: число -1 
было введено для того, чтобы операция вычитания имела смысл 
для любых натуральных чисел (кроме того, введение отрицатель¬ 
ных чисел оказалось удобным при сравнении температур тел с 
температурой замерзания воды, при измерении высот и низин на 
Земле относительно уровня моря и т. и.); число п найдено как от¬ 
ношение длины окружности к ее диаметру, е — как такое осно¬ 
вание показательной функции, при котором производная функ¬ 
ция совпадает с самой функцией, а мнимая единица і введена для 
того, чтобы каждое квадратное уравнение имело решение. 

С помощью формул Эйлера легко находятся модуль и аргу¬ 
мент числа е^, где г = х + іу. Действительно (см. (33.42)), 

= е^^іу = е^е^У = еДсоз у + і віп у), 

т. е. \е^\ = е*, Аг§ = у. 

Синус и косинус в комплексной области обладают многи¬ 
ми, однако далеко не всеми свойствами, которыми они обла¬ 
дают и в действительной области. Появляются и новые свой¬ 
ства, не имеющие аналогов в действительной области. 

УПРАЖНЕНИЯ. Доказать, что при любом комплексном г: 

9. 8ІП (-2) = -8ІП 2, С08 (“2) = С08 2. 

10 . 8Іп2 2 + С08^ 2=1. 

11. 8ІП (2 + 2л) = 8ІП 2, С08 (2 + 2л) = С08 2. 

12. Для всех ге С справедливо неравенство ^ 0. 

13. Пусть 2 = ^—. Доказать, что для всех геС выполняется неравен- 

С08 2 

СТВО Іё 2^ ±І. 

Указание. Выразить г через показательную функцию е^. 

14. Можно ли разложить функции 4г, 8Іп соз 4г в степенной ряд (33.3)? 

Покажем, что абсолютные величины синуса и косинуса в 
комплексной области могут быть больше единицы и, более то¬ 
го, не ограничены по абсолютной величине. 
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Заменим в рядах (33.48) и (33.49) г на іг: 


8 ІП іг = 



+ 1 

(2й + 1)!’ 


С08 Іг 


ОО у2к 


Сравнив получившиеся ряды с рядами (33.44) и (33.45) (при 
X = г), получим 

і 8 І 1 2 = 8ІП іг, сЪ. г = со8 іг. 


В частности, при действительном г = у имеем 

І8ІП ІуІ = І 8 І 1 УІ и |с 08 ІуІ = ей у, 

откуда и следует, что на мнимой оси функции 8Іп г и со8 г не 
ограничены по абсолютной величине. 

Заметим, что функции ей 2 и со8 г в силу формулы ей 2 = 
= С08 іг получаются одна из другой умножением их аргумента 
на число і. Геометрически это означает поворот координатных 
осей в комплексной плоскости на прямой угол. Иначе говоря, в 
комплексной области функции ей 2 и со8 г, как функции точ¬ 
ки, являются одной и той же функцией, записанной в разных 
координатных системах, получаюш;ихся одна из другой пово¬ 
ротом на прямой угол! Подобное обстоятельство имеет место и 
для функций 8Й 2 и 8ІП 2 . 

в качестве свойства нового типа у показательной функции 
в комплексной области укажем еіце на ее периодичность*. 
Именно, докажем, что функция имеет период 2л і: 

ег + 2 т = е^(со8 2л + і 8Іп 2л) = е^. 

(оо.о^) 

Покажем еш;е, что множеством значений показательной 
функции IV = является вся комплексная плоскость за иск¬ 
лючением точки 2 = 0. 

В самом деле, каково бы ни было число іѵ = ре''*', р 0, су- 
ш,ествует такое г = х + уі, что іѵ = е^, т. е. ре''*' = е^е'*'. Очевидно, 
что это имеет место, например, при л: = 1п р, у = \|/. 

4. Разложение в ряд функции 1п(1 -Ь х). Форму¬ 
ла Тейлора для 1п(1 -Ь х) имеет вид (см. п. 13.3) 


1п(1 + х) = х-^ + ^-... + (-1)'' + і^ + г„(х). 


* Если функция / определена на некотором множестве чисел (вообще 
говоря, комплексных) X, то число ТеС называется ее периодом, если для 
каждого хеХ имеем х ± ГеХ и /(х + Т) = /(х). Функция, имеющая пери¬ 
од, называется периодической. 
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Запишем остаточный член г^(х) в форме Лагранжа. Заме¬ 
тив, что 

[1п(1 -Ьх)](" + і) = (-!)"; 

получим 


(1 + х)" + 1’ 




О <Ѳ < 1. 


(п + 1)(1 + Ѳх)« + 1’ 

Если 0<л:<1,то0< -—< 1 и поэтому |г„(х)| < —откуда 

1 I ^ X тѵ I 1 


Ііт г(х) = 0. 

Л^со п 


(33.53) 


Если же — 1 < х < о, то целесообразно записать остаточный 
член г^(х) в форме Коши: 


В этом случае 


г^(х) = + і 


(1 -Ь Ѳх)" + і 


о < 


1 - ѳ 


1 - ѳ 


1 + Ѳх 1 - Ѳ|х| 

1 - ѳ 


< 1 , 


так как в числителе дроби из единицы вычитается чис- 

1 — Ѳ|х| 

ло большее, чем в знаменателе; кроме того, 

1 1^1 


1 -Ь Ѳх 1 - ѲІхІ 1 - ІхГ 


поэтому 


\ГпМ\ < 


1 - ѳ 




« +1 < 


1-|хГ 


1 + Ѳх| |1 + Ѳх| 
откуда при -1 < X < о также получаем (33.53). 

Таким образом, для любой точки х полуинтервала (-1, -И] 
имеет место разложение 

1п(1 + х)= У (-!)« +1^. (33.54) 

и = 1 ^ 

При X = —1 ряд в правой части равенства (33.54) отличается 
от гармонического ряда лишь множителем —Іи поэтому расхо¬ 
дится. Расходится он также и при всех х таких, что |х| > 1, так 
как в этом случае п-й член ряда (33.54) не стремится к нулю, бо¬ 
лее того (см. п. 12.2), 


Ііт 

га ^ оо 


= Ч-оо. 


5. Разложение в ряд степени бинома (1ч- х)“. 
Формула Тейлора для степени бинома имеет вид (см. п. 13.3) 

(1 -Ь х)“ = 1 -Ь ах -Ь -ь ... 

^ а(а-1)...(а-л + 1) ^„ ^ а е Д, х > -1. (33.55) 

п\ 


127 



Рассмотрим соответствующий ряд (называемый биноми¬ 
альным рядом с показателем а): 

1 -Ь ^ «(« + 1) ••• (СХ-И + (33.56) 

л = 1 

Если а — неотрицательное целое, то ряд (33.56) содержит ко¬ 
нечное число членов, отличных от нуля, и, следовательно, 
сходится при всех х. 

Рассмотрим теперь случай, когда а не является неотрица¬ 
тельным целым. В этом случае в ряде (33.56) все члены отлич¬ 
ны от нуля при X 5^ 0. 

Для исследования абсолютной сходимости ряда (33.56) ис¬ 
пользуем признак Даламбера. Иначе говоря, применим при¬ 
знак Даламбера к ряду с га-м членом 

а(а -ь 1) ... (а-п + 1)„„ 

X • 

п\ 

Замечая, что Ит = Ит — -х = ІхІ, получаем, что ряд 

и„ п ^ °о п + 1 

(33.56) абсолютно, а значит, и просто сходится при |х| < 1 и 
расходится при |х| > 1. 

Однако из одного лишь факта сходимости биномиального 
ряда (33.56) при |х| < 1 нельзя еще сделать заключение о том, 
что его сумма равна (1 + х)“. Для этого надо доказать, что в 
формуле (33.55) г^(х) 0 при п ^ оо и |х| < 1. 

Замечая, что 

((1 -ь х)“)(« + Р = а(а - 1)...(а-п)(1 + x)^^-'^-'^, 

запишем остаточный член гДх) формулы (33.55) в форме Коши: 

Г(х) = «(« - 1) - (0^ - »)(1 + \і- ѲГхп +1, 0<ѳ<1 

п\ 

(Ѳ зависит от X и от п). Положим 





= (а - 1) ... [(а 1)] „ 

п\ 


тогда 


В„(х) = ах(1 + Ѳх)“-і, С„(х) = (^І^У; 

ГпМ = ^п(^)В^(х)С^(х). 


Очевидно, Л^(х) является общим членом биномиального ря¬ 
да с показателем а - 1 и, следовательно, в силу доказанной вы¬ 
ше сходимости биномиального ряда при |х| < 1, 

Ит А(х) = 0, ІхІ < 1. 

Л ^ оо 
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Далее, из того, что 1 - |х| < 1 + Ѳх < 1 + |л:|, следует, что значе¬ 
ния |-В^(х)| заключены между величинами 

|ах|(1 - |х|)“^ ^ и |ах|(1-ь |х|)“^ 
не зависящими от Ѳ, т. е. последовательность {В^(х)} при фик¬ 
сированном хе(—1, 1) ограничена. Наконец, 


|С„(х)| = 


1 - ѳ 


1 -Ь Ѳж 




1 - ѳ 

1 - Ѳ|ж| 


< 1 . 


Из установленных свойств Л^(х), В^(х) и С„(х) следует, что 
Ііт г(х) = 0, ІхІ < 1. 

Л ^ ОО 

Таким образом, для любого хе (-1, 1) справедливо равенство 


со 

(1 + х)“ = 1 -ь 

га = 1 


а(а- 1) ■■■ (а-п + 1) 


Задача 4. Доказать, что: 1) в точке х = 1 при а > -1 биномиальный 
ряд сходится, а при а < -1 — расходится; 

2) в точке X = —1 при а > О биномиальный ряд абсолютно сходится, а 
при а < О — расходится. 

При этом каждый раз, когда биномиальный ряд (33.56) сходится, 
его сумма равна (1 -Ь х)“. 


6. Л О г ар и ф м ич е С К а Я функция в комплексной 
области. Функция іѵ = іѵ( 2 ), обратная показательной функ¬ 
ции е"’, т. е. определяемая равенством е"’ = 2 , называется логариф¬ 
мической и обозначается Ьн г. 

Таким образом, для любого 2^0 имеем = 2 . 

Выше было показано, что множеством значений показа¬ 
тельной функции является вся комплексная плоскость за 
исключением точки 2 = 0, поэтому это же множество является 
и областью определения логарифмической функции. 

В силу периодичности показательной функции, логарифми¬ 
ческая функция является многозначной: если при данном 2 5^ 0 
комплексное число а — значение Ьн 2 , то всякое комплексное 
число вида и) -Ь 2лпі, п = 0, +1, +2, ... , также является значени¬ 
ем Ьн 2 , так как 

^іѵ + 2кпі = ^и> 

Если и) = и іѵ, то 

2 = е'" = е“ += е“(со8 ѵ і 8Іп ѵ), 

поэтому 

І2І = е“, Аг§ 2 = V 2пп, га = о, +1, ±2, ... . 

Следовательно, и = 1п | 2 |, и если ф — какое-либо значение аргу¬ 
мента 2 , то га = ф -Ь 2лга, га = 0, ±1, +2, ... . 
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Таким образом, все значения 1л\2,2^ О, задаются формулой 
Ьн 2 = 1п І 2 І + (ф + 2лп)і, /г = О, ±1, ±2, , 2 5 ^ 0. 

Если значение аргумента ф числа 2^0 выбирать всегда на 
полуинтервале (-д, л], т. е. считать, что ф = аг^ 2 (см. п. 19.1), 
то значение логарифма Ьн 2 определяется однозначно. Одно¬ 
значная функция, ставяш;ая в соответствие числу 2 указанное 
значение Ьн 2 , обозначается 1п 2 и называется главной ветвью 
логарифма. Итак, если 2 0 и 

2 = г (соз ф-Ь і 8 ІП ф), -л < ф < л, (33.57) 

то 

1п 2 = 1п г-Ь іф. (33.58) 

Отсюда следует, что если 2 = х -Ь іу и -л < г/ < л, то 

1 п = 2 . 

Если 2^ = Г^(СОЗ Фі -Ь І ЗІП ф^), “I < Фі < ^2 = Г2(с08 Ф 2 + 

-Ьізіп Ф 2 ), -|<Ф 2 <|,Т 0 

1п 2^22 = 1п 2 ;^ -ь 1п 22 , 1п — = 1п 2 ^ - 1п 22 - (33.59) 

^2 

Эти формулы непосредственно вытекают из формулы 
(33.58) и правил умножения и деления комплексных чисел. 
Например, для первой формулы (33.59) имеем 

-л < аг§ 2 ^ -Ь аг§ 22 = аг§ 2^23 < л, 

поэтому 

1 п 2^22 = 1 п | 2 і 22 і + І НГ^ 2^22 = 1 п | 2 ^| "Ь 1 п | 22 І + І (аГ§ 2 ^ "Ь аГ§ 22 ) = 

= ( 1 п І 2 і| -Ь І аг§ 2 ^) -Ь ( 1 п І 22 І + і аг§ 22 ) = 1 п 2 ^ -ь 1 п 22 - 

Если І 2 - 1| < 1, 2 ^ о, то МОЖНО показать, что функция 1п 2 
раскладывается в ряд по степеням 2 - 1 : 

1П2= ^ - 1)" ^ |2-1|<1, 2 5^0. 

п = 1 ^ 

Заменив в этом разложении 2 на 1 + 2 , получим равносильную 
формулу 

1п (1+ 2 ) = V (-!)" !-, | 2 |< 1 , 2 ^- 1 . (33.60) 

тг = 1 ^ 

Естественный вывод этой формулы производится с помоіцью 
методов комплексного анализа, изложение которых выходит за 
рамки данной книги. Впрочем, ее можно получить и методами, 
рассматриваемыми в нашем курсе. Это будет сделано в п. 55.13. 
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Зная для комплексного переменного г функции и Ьп г, 
можно определить степень комплексного числа ѵо с комп¬ 
лексным показателем г по формуле 

В силу многозначности логарифма, степень является 
многозначной функцией от г. 

УПРАЖНЕНИЕ 15. Доказать, что все значения Р являются действи¬ 
тельными числами. 


33.7. Методы разложения функций в степенные ряды 


Дифференцируя или интегрируя известные разложения в ряд 
Тейлора, можно получать разложения новых функций в сте¬ 
пенные ряды. Так, например, интегрируя формулу геометри¬ 
ческой прогрессии 


= 1 - і + + ... 

1 -ь і ^ 

в пределах от О до х, |л:| < 1 (что законно, так как ряд в правой 
части этого равенства равномерно сходится на отрезке с кон¬ 
цами в точках О и X при |х| < 1), получим известную уже фор¬ 
мулу (33.54): 


1 п(1 -Ь х) = 1 - 


сП 


2 дл 3 

+ і 2 3 ^ ^ 


тг + 1 


п + 1 


+ 


Раньше эта формула была доказана на полуинтервале (-1; 1], 
теперь только для интервала (-1; 1). Однако, в силу второй 
теоремы Абеля о степенных рядах (п. 33.1), из справедливос¬ 
ти формулы (33.54) на интервале (-1; 1) сразу следует ее спра¬ 
ведливость и при X = 1. Действительно, ряд в правой части 
этой формулы сходится при X = 1 и, следовательно, его сумма 
непрерывна в этой точке (см. теорему 3 в п. 33.1), функция 
1 п (1 -Ь х) также непрерывна при х = 1, поэтому в обеих частях 
равенства (33.54) (если известно, что оно справедливо на ин¬ 
тервале (-1; 1)) можно перейти к пределу при х ^ 1 — О и тем 
самым доказать его справедливость и при х = 1: 


ОО / 1 + 1 

1 п2 = у -. 

п=1 п 

В результате дифференцирования или интегрирования за¬ 
данного степенного ряда иногда удается получить ряд, сумма 
которого уже известна; это позволяет вычислить и сумму ис¬ 
ходного степенного ряда. 
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Примеры. 1. Найдем разложение функции агсзіпх в 
ряд. Заметив, что 

(агсвіп)' = ^ , 

Ѵі - 

разложим (агсзіп х)' в ряд по формуле разложения степени би¬ 
нома (см. и. 33.6): 


(агсзіп хУ = ^ = 1 + Ё (33.61) 

п-1 2"/г! 

Радиус сходимости получившегося ряда равен единице (см. 
там же). Интегрируя ряд (33.61) от О до |л:| < 1, получим 


X 

агсзіп л; = I 
о 


<іх 

л/і “ х'^ 


^ (2п- 1)!! л:2« + і 

(2л)!! 2л + Г 


2. Разложим функцию агс1§ х в степенной ряд и с по- 
мош;ью него найдем числовой ряд, сумма которого равна л. 
Поступая при |л;| < 1 аналогично примеру 1, имеем 


агс1§' X 


I 


о 


(ІІ 

1 + і^ 


о ѵ„ = о 



(- 1 )" 


2 /1 “Ь 1 

2 л + 1 


(33.62) 


Заметим, что полученный ряд при х = ±1 по признаку Лейб¬ 
ница (см. теорему 11 и. 30.9) сходится, поскольку сходится 

°° Г—1^" 

знакопеременный ряд У 

п-о 2л -Ь 1 

Функция агс1§ X непрерывна при х = ±1, поэтому, соглас¬ 
но второй теореме Абеля для степенных рядов (см. теорему 3 
п. 33.1), сумма ряда (33.62), являясь непрерывной функцией 
на отрезке [-1; 1] и совпадая с агс1§ х на интервале (-1; + 1), 
совпадает с ним и в концевых точках х = ±1. Иначе говоря, 
разложение (33.62) справедливо для отрезка [-1, +1]. Взяв в 
этом разложении, например, х = 1 и заметив, что агс1§ 1 = ^, 


получим 


у (-1)" 

4 п-о2л + 1 


(33.63) 


Этот ряд называется рядом Лейбница. 

Отметим, что арктангенс определен на всей действитель¬ 
ной числовой оси, в частности и вне отрезка [—1, 1]. Однако 
его разложение в степенной ряд (33.63) справедливо только на 
этом отрезке. Вне этого отрезка ряд (33.63) расходится, в чем 
легко убедиться, найдя его радиус сходимости, например, по 
формуле (33.9). Анализ этого явления проводится в теории 
функций комплексного переменного. 
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3. Найдем сумму ряда 


5;(л;)= ^ гах". (33.64) 

Л = 1 

Радиус сходимости этого ряда равен единице. В этом легко 
убедиться, например, по признаку Даламбера 


Ііт 

П—>°о 


(п + 1)x'^ + 1 
пх 




Следовательно, ряд (33.64) абсолютно сходится при |х| < 1 и 
расходится при |д;| > 1. Из (33.64) следует, что 


^ = У /гх"-!, |х| < 1. 

л-1 

Проинтегрируем этот ряд почленно от О до х, |х| < 1, 


8 (Д 


(И= У 

і п^І 


х" 


X 

1-х 


и затем продифференцируем получивпіееся тождество: 


8(х) _ гі X _ 1 

X Лхі - X (1 - х)2" 

В результате получаем 

5(х) = —-—-, ІхІ < 1. 

4. Найдем сумму ряда: 

ЭД= ^ (33.65) 

л-1 

Радиус сходимости этого ряда равен единице; в этом легко 
убедиться, например, тем же способом, что и в случае ряда 
(33.64). Продифференцировав ряд (33.65) почленно 


5'(л:) = 



х" 1 


п 


и использовав разложение логарифма (см. п. 33.6), получим 


х5'(х) = у — = - 1п (1 - х), ІхІ < 1, или 5'(х) = 

л-1 п X 

Принимая во внимание, что -8(0) = 0, окончательно имеем 
5(х) = (іі. 

Таким образом, здесь ответ выражается не в элементарных 
функциях. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 16. Разложить в степенной ряд функцию (агсзіп х)^. 


ОО 

17. Найти сумму ряда ^ п^х". 

П = 1 


5. При разложении рациональных функций в ряд Тейлора 
удобно использовать их разложение на элементарные дроби 
(см. п. 19.6). Поясним этот метод на примере: найдем разло¬ 
жение функции 


Г(г) 


2 

(г - 1){2 - 2) 


3 

в ряд Тейлора в окрестностях точек 2 о = О, 2 д = - и = 4. Раз¬ 
ложив функцию /(г) на элементарные дроби, получим 


1 


(г - 1)(г -2) 1-2 2-2 

Найдем сначала ряд Тейлора для /(г) в окрестности 2 ^ = 0. Для 


этого заметим, что дроби — и — 

1 2 2 , 


1 


представляют 


2 1 - 2/2 

собой суммы бесконечных геометрических прогрессий ^ 2 '^ 


и Е 

л = О 


со знаменателями и | при условии, что | 2 :| < 1 и, со¬ 


ответственно, что 


I < 1. Оба этих условия выполняются, ког¬ 
да выполняется первое. Таким образом. 


2 

( 2 - 1 )( 2 - 2 ) 






2 < 1 . 


Это и есть разложение функции /(г) в ряд Тейлора в окрестнос¬ 
ти точки 20 = О, причем радиус сходимости получившегося ряда 
равен 1. Действительно, в силу доказанного, он не может быть 
меньше 1 (полученный степенной ряд сходится при | 2 | < 1 ), с 
другой стороны, он не может быть и больше 1 , так как на рас¬ 
стоянии, равном единице от точки 20 = О, имеется точка 2 ^ = 1, 

для которой Иш /(х) = ОО, и поэтому разложение функции /( 2 ) 

В степенной ряд не может сходиться в точке 2 ^, 

Для получения ряда Тейлора функции /( 2 ) в окрестности 

точки 20 = I снова воспользуемся суммой бесконечно убываю¬ 
щей геометрической прогрессии, но проделаем это иначе, вы- 
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деляя в знаменателях элементарных дробей, на которые раз¬ 
ложена дробь /(г), члены ^ 


(г - 1)(2 - 2) 
2 


1-2 


2-2 

4 


+ 2 -^ 


1 -Ь 2 2 - 


1 - 22 - 


= -2^: (-1Г2- г-1) ■ 


4^ 2«(2-|У= ^ 2« + і[(-1)" + '-2](2- 


Эта выкладка справедлива при условии, что 2 


2 - 


< 1 (аб¬ 


солютная величина знаменателя рассматриваемых геометри¬ 


ческих прогрессий меньше единицы), т. е. если 


2 - 


< Рао- 


суждая, как и в случае 2 ^ = О, получим, что радиус сходимос¬ 
ти получившегося ряда равен |. 

Наконец, в случае 2 д = 4 имеем 


(2-1)(2-2) 1-2 2-2 -3-(2-4) -2-(2-4) 

1 _ 1 _ 1 =1^ (- 1 )"^ і (г — 4)” _|_ ^ (г — 4)” _ 

2-4 3„4'о ^ ^ 


3 1 -ь 


2-4 


1 -ь 


°° ГІ"— 1 + 1 1 П 

у ^ , - - (2 - 4)". 

„4'о1з« + 1 2’^Г 


< 1, т. е. при |2 - 4| < 2. Отсю¬ 
да, как и выше, следует, что радиус сходимости получившего¬ 
ся ряда равен 2 . 

Обратим внимание на то, что во всех трех случаях радиус 
сходимости получившихся степенных рядов равен расстоянию 
от точки 2 ц, в окрестности которой искалось указанное разло¬ 
жение, до ближайшей от нее «особой точки» функции. В дан¬ 
ном случае до такой точки 2 ^, что Ііш /( 2 ) = оо. В случае 2 ^ = О 

такой точкой является 1 и | 2 ц — 2 ^| = 1; в случае 2 ^ = 3/2 это точ¬ 
ка 2 ^ = 1 или 2 ^ = 2 и здесь | 2 ^ - 2 о| = 1/2; наконец, при = 4 
имеем 2 ^ = 2 и | 2 ^ — 20 І = 2. Это не случайное явление, оно под¬ 
робно изучается в теории функций комплексного переменного. 


Все это справедливо, когда 
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Рассмотренным методом можно раскладывать в соответст- 
вуюп];их областях рациональные функции в ряды не только по 
положительным, но и по отрицательным степеням г. 
Например, при | 2 | > 2 имеем 


2 1 - ■ 


+ 


2 1 - 


(г - 1)(г - 2) 1-2 2-2 


1 оо і 1 оо 9л оо 1 

-іу + у (2"-1)—, 

2„'^0 2 « 2 „' І ' о 2 « 2«+1 


а в кольце 1 < | 2 | < 2 


2 

(2 - 1)(2 - 2 ) 





2 ” 

2 " + 1 




в первом случае получившееся разложение содержит толь¬ 
ко отрицательные степени г, во втором — как положитель¬ 
ные, так и отрицательные. Обш,ая теория подобных разложе¬ 
ний также изучается в теории функций комплексного пере¬ 
менного. 

К разложению рациональных дробей в степенные ряды 


сводится и разложение в такие ряды функций вида 


1п 


Р{х) 

Я(хУ 


агсіё и агсі^ где Р(х) и ^(л:) — некоторые многочле- 

ны. Для получения нужных разложений можно продиффе¬ 
ренцировать данные функции, в результате получатся раци¬ 
ональные дроби. Разложив эти рациональные дроби в степен¬ 
ные ряды и проинтегрировав их, будем иметь искомые 
разложения. 

Иногда сумму ряда удается найти, применив какой-нибудь 
искусственный прием. Впрочем, следует отдавать отчет в том, 
что понятие «искусственный прием» весьма относительно: по 
поводу этого Г. Полна и Г. Сеге в предисловии к своему задач¬ 
нику (Полна Г., Сеге Г. Задачи и теоремы из анализа. — М.: 
Наука, 1956) писали: «Идея, примененная однажды, порож¬ 
дает искусственный прием, примененная дважды, она стано¬ 
вится методом». 


6 . Найдем сумму ряда 

Ё (33.66) 

л = О ^ 
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и область его сходимости. При |л:| < 1 этот ряд сходится абсо¬ 
лютно, так как 


(- 1 )" 


X" 


2п + 1 


< \xУ^, 


при |х| > 1 он расходится, поскольку его обп];ий член не стре¬ 
мится к нулю; при X = 1 он сходится по признаку Лейбница; 
при х = -1 расходится, что, например, следует, согласно интег¬ 
ральному признаку сходимости рядов, из расходимости интег- 


-|-оо 

рала I 
о 


<іх 

2х + 1' 


Заметим (это и есть искусственный прием), что 




и преобразуем ряд (33.66) следуюш;им образом: 


Ё (-1)"^;^= Ё I (33.67) 

п = 0 2 П + 1 „■^0 ^ 

Для любого іе[1, 1] выполняется неравенство < |х|". По¬ 

этому если |х| < 1, то, по признаку Вейерштрасса, ряд 

^ і-x^^)’^ (33.68) 

п = о 

равномерно сходится (по і) на отрезке [0, 1], следовательно, его 
можно почленно интегрировать. Его можно почленно интегри¬ 
ровать и при х = 1, хотя в этом случае ряд ^ (-і^)" не сходится 

тг = о 

равномерно на отрезке [0, 1], так как он даже расходится при 
і= 1. Возможность почленного дифференцирования ряда (33.68) 
при X = 1 можно проверить, например, непосредственно: 


1 оо 

о «-0 


{і 


(ІІ 


+ 


агсі;^ і\ 


1 


о 


я 

4’ 


оо 1 

^ I аі 

п-О о 


^ (-1)" _ Л 

2п + 1 (33.63) 4 


(при интегрировании функции ^ (-і^)” по отрезку [0, 1] до- 

п = о 

статочно рассматривать ее значения только на полуинтервале 
[0,1), которые по формуле для бесконечно убывающей геомет¬ 
рической прогрессии равны —и, следовательно, ограниче- 

1 + 

ны на указанном полуинтервале. Значение этой функции в 
точке і = \ можно выбирать произвольно, так как это не влия¬ 
ет ни на интегрируемость функции, ни на значение интеграла, 
когда функция интегрируема). 
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Итак, для всех хе (-1, 1] имеем 


Е. (-1)"!^ ,зз=ь„ Е. I (-»>)■ Ч* = I Е„ = Ь 




+ ХІ^ 


1 сіи ^ агсѣёл/х 
л/х о 1 + 7х 

= < 1, если X = О, 


если 


1 Ли ^ 1 ^^ 1 + Ѵі^ 

луИ І 1 - 2л/Й 1 - УЙ’ 


О < X < 1, 


если -1 < X < О. 


(33.69) 


При выводе этой формулы было использовано соотношение 
(33.63), т. е. известное ранее частное значение суммы ряда 
(33.66) при X = 1. Это можно было и не делать, но тогда мы по¬ 
лучили бы формулу (33.69) только при |х| < 1, из которой следу¬ 
ет, что сумма 8(х) степенного ряда (33.66) является непрерыв¬ 
ной на интервале (-1, 1) функцией и имеет конечный предел 


Ит 8(х) = Иш = агсіё 1 = ^ (33.70) 

Х^іл/х 4 

Ряд (33.66) сходится при X = 1, поэтому, в силу второй теоре¬ 
мы Абеля (см. теорему 3 в п. 33.1), его сумма непрерывна на от¬ 
резке [0, 1] и, следовательно, при х = 1 совпадает со значением 
предела (33.70), т. е. 


(- 1 )" = л 
4’ 


„^0 2п+ 1 

и мы тем самым, наоборот, получили из формулы (33.69), 
доказанной только при |х| < 1, разложение (33.63). 


УПРАЖНЕНИЕ 18. Найти сумму ряда ^ 


- 1 

п = 2 ” 


В области его сходимости. 


Указание. Воспользоваться соотношением 


1_ 
п - 1 


п + 1 


33.8. Формула Стирлинга 

С помош;ью разложения логарифмической функции в степен¬ 
ной ряд можно легко найти формулу, описываюш;ую асимпто¬ 
тическое поведение факториала п! при п ^ оо. Она называется 
формулой Стирлинга* и может быть записана в виде 

п + - 

(33.71) 

е" 


* Дж. Стирлинг (1692—1770) — английский математик. 
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согласно определению асимптотического равенства для после¬ 
довательностей (см. п. 19.3), это означает, что 


п\ 


Из разложения 


Ит _ 


= 1 . 


1 п(1-Ьл:)= у (-!)« +1:^, -1 < х < 1, 

п=1 п 


следует, что 


1 п \ ^ ^ = 1п (1 -Ь х) - 1п (1 - х) = 


1-х 


= Е (-1)" + ^:^- Е -V =2^Е 


— 


2/г -Ы 


Положив здесь х = ^ ^ ^ ••• > получим 


1 -ь ■ 


1 п[1+1^ = 1п— + 1 


п) 


1 - 


+ 1 = 2 N ^ 1 1 + 1_1 

1 2п + 11 З(2п-Ы)2 5(2л + 


2гі -Ь 1 


> 


3(2п -Ь 1)2 ' 5(2л -Ь 1)4 
1 


-Ь ... > 


2га -Ь 1 ,1 

” + 2 




откуда 


или, потенцируя и принимая во внимание, что функция 
1 п X — возрастающая. 


Положим 


1 -ь 


Л7г + (1/2) 


> е. 


йеі п\е 
= 


П „71 + (1/2)’ 


так как, согласно (33.72), 


(33.72) 

(33.73) 


= і 1 + 


77 + (1/2) 


> 1 , 


ТО х„ > т. е. последовательность {х„} убывает и, кроме того, 

она ограничена снизу х^ > 0. Следовательно, существует предел 


Поэтому 
где Ит е„ = 0. 

д ^ оо 


Ііш х„ = а. 

п ^ оо 


х„ = а(1 + е„). 


(33.74) 
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Покажем, что а ^ 0. Так как 


1 1 +1 1 +...<1 

3(271 + 1)2 5(2п + 1)4 3 


+ 


(271+1)2 (2п+1)4 


+ 


_ 1 ( 2 п + 1)2 

3 


1 - 


12л(7г + 1)’ 


(271 + 1)2 


то 


следовательно, 


Поэтому 


/г + ^11п|1 + -1<1 + 


12п(7г + 1)’ 


1 + 


Л + - 1 

1 Л 2 1+, 


<;; ^ 12 л(л + 1 )^ 


^ = 1(1 + 
л^я + 1 е 


П+- 

1 Л 2 


1 

12л 


^12л(л + 1) = , 


^12(л + 1) 


т. е. 


х^е + і2(п + і). 


Таким образом, последовательность = х^е п = 1, 2, ..., 
возрастает, и так как, очевидно, < х„, то она ограничена 
сверху и, следовательно, имеет предел 

1 

Ит (/„ = Ііт х„ Ит е і 2 п = а. 

СО " ;^_^00 'Т' л ^ ОО 

Кроме того, при любом п справедливо неравенство а > > 0, 

поэтому а > 0. 

Подставим (33.74) в (33.73): 


" + 1 




(33.75) 


Для того чтобы получить формулу (33.71), осталось лишь по¬ 
казать, что а = По формуле Валлиса (см. (26.8) в п. 26.2), 

(33.76) 


= Ит 

2 тг ^ оо 2л + 1 [(271 - !)!!_ 


а согласно (33.75), 


( 2 л )!! _ [( 2 л )!!]2 _ 22 «( л !)2 _ ^ / л (1 + е „)2 


(2л-1)!! (2л)! 


(2л)! 


2 1 + Ёп 
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Подставив это выражение в (33.76), получим 


5 = Иш ^ с 
2 п ^ оо 2п + 1 


>а (1 + _ «2 

^2(1+е2„)2 Т’ 


откуда а = □ 


33.9*. Формула и ряд Тейлора 
для векторных функций 


Рассмотрим векторную функцию /: [а, Ь] ^ где — 
трехмерное векторное пространство. Как уже отмечалось, на 
векторные функции обобщаются понятия предела, непрерыв¬ 
ности, производной, дифференциала и интеграла (см. § 15), 
на которые переносятся многие свойства этих понятий, спра¬ 
ведливые для числовых функций. Однако далеко не для всех 
свойств это имеет место. Так, в п. 15.2 было показано, что ут¬ 
верждение, аналогичное формуле конечных приращений Лаг¬ 
ранжа, уже не справедливо для векторных функций. Поэтому 
не справедливо, конечно, и ее обобщение в виде формулы Тей¬ 
лора с остаточным членом в форме Лагранжа. Покажем, что 
для векторных функций справедлива формула Тейлора с оста¬ 
точным членом в интегральной форме. 

ТЕОРЕМА 10. Пустъ функция /: (^ц + Н, - К) ^ непре¬ 
рывна вместе со всеми своими производными до порядка 
п + 1 включительно на интервале (^р - К, 1^ + > 0. Тогда 

для любого — /г, ір -Ь К) справедлива формула 


я^)= і: ^№о)(^-^о)" + щ1 + (33.77) 

/г = о П’І 

СЛЕДСТВИЕ. 


т-х ^тіо)и-іоУ 


и! бо-Іі. Іо+Л) 


где іе (іц - Іг, іо + ^)- 

Доказательство теоремы. Прежде всего напомним, что 
если 


то 


Аі) = (/і(0, ЖО, ШУ 
Г(0 = (/і (^), я (^)’ /з (^))> (^0 - ^0 + ^)> 

і / і г і \ 


\ /(Х) дх 


\ Д(х) дх, \ ^(т:) дх, \ / 3 ( 1 ) дх 


(33.78) 

(33.79) 

(33.80) 
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Из предположений теоремы следует, что каждая коорди¬ 
натная функция і = 1, 2, 3, непрерывна на интервале 
- Н, + к) вместе со всеми своими производными до поряд¬ 
ка п -Ь 1 включительно, поэтому для нее справедлива формула 
Тейлора с остаточным членом в интегральной форме 

Піі) = І - Ч)'' + (^ - ^ сгх, і = 1,2, 3. 

/г = о 

^0 

Отсюда, в силу формул (33.79) и (33.80), и следует сразу спра¬ 
ведливость формулы (33.77). □ 

Следствие вытекает из неравенства 

] {і- х)"/о + 1)(х) (іх < 1^ - іці" I /о + і)(х) Йх < 

^0 ^0 

< впр 1/0 + ^*(х)| [ (ІХ 

(ІО-Н, Ід + Н) 

= \і - впр |/0 + 1)(х)|. □ 

(Ід-Н, Ід + Н) 

Для векторных функций, как и для скалярных, справед¬ 
лива формула Тейлора и с остаточным членом в форме Пеано: 
если функция /: (^д - к, + к) ^ имеет в точке производ¬ 
ную порядка п, то 

Е УЧіо)(і - 4)'^ + оШ ~ ЧГ). (33.81) 

Это также сразу следует из того, что для каждой координат¬ 
ной функции і = 1, 2, 3, в предположениях теоремы имеет 
место формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано в 
окрестности точки (см. п. 13.1). 

Если векторная функция /: (^д - к, 1^ + к) ^ имеет в точ¬ 
ке ід производные всех порядков и для любого іе — к, + к) 
выполняется условие 

,1“ Д- <о)‘]-о, 

то на интервале (ід - к, і^ + к) функция / раскладывается в сте¬ 
пенной ряд с векторными коэффициентами 

т= Е ^,тч)и-чг, 

л - о “ = 

называемый ее рядом Тейлора. 
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33.10*. Асимптотические степенные ряды 

Известно (см. п. 13.1), что если функция / определена в ок¬ 
рестности точки ХдИ п раз в ней дифференцируема, то суш,ест- 
вует такой многочлен Р^(х) степени, не большей п, а именно 
многочлен Тейлора, что 

/(х) = Р^(х) + о((х - л: ^ Хр, х = 1,2, ... . (33.82) 

При этом 

Р„(х) = Р„_і(х) + ^^(х-Хо)«. (33.83) 

Из (33.82) и (33.83) следует, что разность /(х) - Р„_ ^(х) пред¬ 
ставима в виде 

/(х) - Р„ _ і(х) = “ -^о)" + о((х - Хц)"), X ^ Хц, 

И тем самым имеет место асимптотическое равенство 

Я^) -^п і(^) —~ ^ ^ ^0- 

Таким образом, члены многочлена Тейлора Р„(х) (ряда 
Тейлора, если функция / бесконечно дифференцируема в точ¬ 
ке Хр) можно последовательно определить как слагаемые вида 

а„(х - Хд)", асимптотически равные разности Дх) - Р„ _ і(х) 

при X ^ Хд. 

Аналогично можно поступать и при изучении функции 
при стремлении ее аргумента к бесконечности. Пусть, для оп¬ 
ределенности, функция / определена при х > а и суіцествует 
конечный предел 

Ііт /(х) = Нд, (33.84) 

X ^ +00 

следовательно, Ііт [/(х) - Нд] = 0. 

Иногда возникает вопрос: как именно разность /(х) - Нд 
стремится к нулю, каков порядок убывания этой разности? Мо¬ 
жет случиться, что указанная разность имеет по крайней мере 

порядок - и, более того, что суш,ествует такое число а., что 

X ^ 

Ях)-ад~^, х^+оо, (33.85) 

т. е. (см. теорему 1 в п. 8.3) 

/(х)-ап = - + о[-\ х^+оо, (33.86) 

X [х / 
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откуда 


хѴ({х) - агЛ = а-, + хо{-\ х 

\ X ) 


+ 00 


а так как, в силу определения символа о, хо\ 

X +00, то 

а, = Ііт х[((х) - ац]. 

X +00 

Наоборот, из (33.87) следует, что 

х\Кх) - аН = а, + е(х), Ит е(л:) = О, 

Х^+оо 

и, следовательно, 

/(х) = а,) + — + = а^ + — + оГі\ X +00, 


• О при 
(33.87) 


т. е. выполняется асимптотическое равенство (33.86). Если 
указанное найдено, то часто бывает нужно найти, как гово¬ 
рят, «следующий член асимптотического разложения» функ¬ 
ции /, т. е. асимптотическое поведение разности /(х) — Гад -Ь — 


при X -Ьоо. Эта разность, согласно (33.86), представляет со¬ 
бой не что иное, как х -Ьоо. Может случиться, что ука¬ 
занная разность имеет по крайней мере порядок ^ и, более то- 
го, что существует такое число а 2 , что 

или, что то же, 

Ях)-(а„ + 5 ]-^+о(і} д:-+со. 

Это условие равносильно существованию предела 

Ит \Кх) - (о-с, + —11 = а?. 

X ^ -1-00 I X и ^ 

Вообще, если 

..... а, ап 

= “о + — + -^ + 


+ ^, п = 1 , 2 , 
- 1 


(33.88) 


— такой многочлен степени, не большей га — 1, относительно 


переменной что 

X 


л. . «1 ап 

/(х) - ад -Ь -Ь -| -Ь 
V X х^ 


-Ьоо, га = 2, 3, 
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то может случиться, что существует такая постоянная а^, для 
которой имеет место асимптотическое равенство 

Х-+00. (33.89) 

Это условие равносильно следующему условию: 

Ях)-Я„_,Ь)-^+о(і), Д.-+00, (33.90) 

которое, полагая 

ЭД = 5„_і(х) + 5= ± (33.91) 

X й = О 

можно переписать в виде 

/(х)-5„(х) = о(^], Х-+00, (33.92) 


или, что то же, в виде 

Иш д:"[/(л:) - 5:„(д:)] = 0. (33.93) 

X ^ + оо 

Как и выше при п = 1, легко показать, что условие (33.90) 
равносильно существованию конечного предела 

Иш х"[Яд:)--8„ ,(х)] = а„. (33.94) 

д; -|-00 И і. И 

Если указанные пределы существуют для всех /г = 0, 1,2, ..., 
то можно образовать ряд 


«о + 


+ ^ ^ . (33.95) 

X x’^ 

Ряды такого вида можно также назвать степенными рядами, 
точнее, степенными рядами по целым отрицательным степе¬ 
ням переменной х. 


Определение 5. Пустъ функция / определена при х > а и 
Ііт^ /(х) = Нр. Если существует ряд вида (33.95), частич¬ 
ные суммы (33.98) которого удовлетворяют условию (33.89), 
либо, что равносильно, одному из условий (33.92) или (33.93), 
то этот ряд называется асимптотическим рядом {асимп¬ 
тотическим разложением) в смысле Пуанкаре* функции / 
при X -Ьоо. 


В этом случае пишут 


^ х^+оо. (33.96) 

Л = о ^ 


* А. Пуанкаре (1854—1912) — французский математик. 
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Подчеркнем, что здесь знак ~ означает не асимптотическое 
равенство в том смысле, как оно, например, понимается в фор¬ 
муле (33.89), т. е. в смысле определения 3 п. 8.2, а соответст¬ 
вие: ряд (33.95) соответствует функции /. 

Как было отмечено выше, условие (33.90) равносильно 
условию (33.94), поэтому если у функции / существует при 
X -ьоо асимптотический ряд (33.95), то его коэффициенты а„, 
п = 1, 2 , ..., могут быть последовательно найдены по формулам 
(33.94). При п = о следует воспользоваться формулой (33.84). 
Отсюда следует, что если у функции имеется при х -І-оо 
асимптотический ряд, то он единствен и его коэффициенты 
выражаются по формулам (33.84) и (33.94). 

При разложении функции в степенной ряд была доказана 
также единственность степенного ряда, в который раскладыва¬ 
ется функция, а именно было доказано совпадение этого ряда с 
ее рядом Тейлора. Однако там было отмечено, что один и тот 
же степенной ряд может являться рядом Тейлора разных 
функций. Подобная ситуация имеет место и для асимптотиче¬ 
ских рядов: один и тот же ряд вида (33.95) может оказаться 
асимптотическим рядом при х -Ьоо разных функций. Напри¬ 
мер, нулевой ряд, т. е. ряд, все коэффициенты которого равны 
нулю: = о, п = о, 1, 2, ... , является при х -Ьоо как асимп¬ 

тотическим рядом функции, равной нулю во всех точках чис¬ 
ловой оси: /і(х) = о, -оо < X < -Ьоо^ так и функции / 2 (-^) = в 
чем легко убедиться, вычислив в этих случаях последователь¬ 
но пределы (33.94). 

В отличие от разложения функции в степенной ряд по не¬ 
отрицательным целым степеням аргумента, при котором сум¬ 
мой степенного ряда является заданная функция и, следова¬ 
тельно, рассматриваемый степенной ряд сходится, при постро¬ 
ении асимптотического ряда функции может случиться, что 
полученный ряд не только не сходится к данной функции, а во¬ 
обще расходится во всех точках. Тем не менее асимптотический 
ряд (33.96) функции является полезным инструментом для ее 
изучения, в частности для вычисления ее значений. Это, оче¬ 
видно, связано с тем, что частные суммы асимптотического ря¬ 
да (33.96) функции, в силу условия (33.92), достаточно хорошо 
приближают саму функцию, причем тем лучше, чем больше х. 

Принципиальное отличие разложения функции в асимптоти¬ 
ческий ряд от разложения в обычный функциональный ряд со¬ 
стоит в том, что при обычном разложении функции в ряд его 
остаток в каждой точке стремится к нулю при п оо, т. е. 
стремится к нулю абсолютная погрешность приближения функ- 
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ции частичными суммами ряда, тогда как при разложении в 
асимптотический ряд этого может не быть, но заведомо стремит¬ 
ся к нулю при X -Ьоо относительная погрешность приближения 
функции частичными суммами асимптотического ряда, т. е.: 

т-8^х) _ ^ 


Ит 

X - 1-00 


(33.93) 


Разность Дх) - 5„(х) бесконечно мала при га ^ оо по сравнению 
с каждым (в том числе и последним) членом частичной суммы 
5„(х) асимптотического ряда, причем увеличение числа чле¬ 
нов приводит к более точным асимптотическим формулам. 
Поясним сказанное на примере функции 


/(х) = I —— (іі, X > 0. 


(33.97) 


Интегрируя га раз по частям, получаем 


X 


+ (-1)"га! I (33.98) 


(- 1 )''-і(га - 1 )! 


(33.99) 


является асимптотическим разложением функции (33.97). 
Действительно, если 8 (х) = У ~ га = 1, 2, ... , 

к-1 X® 

т. е. -8„(х) — частичные суммы ряда (33.99), то, в силу (33.98), 

Ч-оо X - і 

имеем |/(х) - 5„(х)| = га! | сіі. Проинтегрировав еіце раз по 


частям, получим 


Ч-оо .X - І 

|/(х) - 5„(х)| = га! I -^^(И = 


= - (п + 1)! Г ^ сіі < = о — , 

Х^ Ч“ 1 ^ ^ Х^ ^ Х^ ) 


т. е. выполняется (33.92). 

Вместе с тем по признаку Даламбера легко убедиться, что 
ряд (33.99) расходится при всех хе(-оо, ч-оо). Действительно, 

полагая га^ = га = 1, 2, ... , получим при х^О 

Ит 1 = Ит 7^ = Ч-оо. 

П->+оо ц п^+оо \х\ 

Поэтому ряд (33.99) абсолютно расходится при всех х 5^ 0. 
Отсюда после замены х=1/у следует, что степенной ряд 

^ (-1)" (га - 1)! г/" также абсолютно, следовательно, и просто 

Л = 1 
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расходится при у ^ 0. Сделав обратную замену у = І/х, полу¬ 
чим расходимость ряда (33.99) для всех х ^ 0. 

Итак, асимптотический ряд (33.99) функции (33.97) рас¬ 
ходится во всех точках. Однако, несмотря на это, значения 
функции (33.97), в силу условия (33.92), могут быть вычисле¬ 
ны с большой степенью точности с помош;ью частичных сумм 
этого ряда. 

Покажем, что если ряд (33.95) сходится к некоторой 
функции 

/(х)= у х>а>0, (33.100) 

п = 0 Ж" 

ТО он является и асимптотическим рядом этой функции при 
X -1-00. в самом деле, пусть К (х) = У ^ и, следователь- 

й = п + 1 ^ 

но, /(х) = 5„(х) -Ь Д„(х). Покажем, что 

= (33.101) 

а потому, тем более, что 

т. е. что выполняется условие (33.92). Для этого рассмотрим 
функцию Р(і) = л I I о < і в силу (33.100), получим ра¬ 
венство Р(і) = у в котором ряд В правой части сходится 

Л = О 

при о < ^ < -, откуда, по теореме Абеля, следует, что он схо- 
а 

дится и при всех таких і, что Ы < Если 

а 

со I I 1 

Гп(і)= Е 

то (см. лемму 1 в п. 33.3) + ^), і ^ 0. Выполнив здесь 

замену переменного і = -, получим (33.101). 

В заключение отметим, что условие (33.92) разложения 
функции в степенной асимптотический ряд можно заменить 
другим, внешне более сильным, но по суіцеству эквивалент¬ 
ным условием. Сформулируем его в виде леммы. 

ЛЕММА 3. Для того чтобы ряд (33.95) являлся асимптоти¬ 
ческим при X -Ьоо^ для функции / необходимо и достаточ¬ 
но, чтобы 

/(х)-5„(х) = 0(^], Х-+00, п= 1,2, .... (33.102) 
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Достаточность этого условия очевидна, так как о [—= 

= (напомним, что подобные равенства читаются только 

слева направо), следовательно, при выполнении условия 
(33.102) выполняется (33.92). 

Наоборот, если выполнено условие (33.92): 

Я:зс) - +Дх) = п = 0,1,2,..., х^+оо, 

то, поскольку ^(х) = -8Дх) + получим 

/(х)-5„(х) = ^ + Х^+СХ).П 

" ^п+1 (х^ + Ч Ѵх" + Ч 


33.11*. Свойства асимптотических степенных рядов 


В этом пункте будут сформулированы и доказаны некоторые 
основные свойства разложений функций в асимптотические 
степенные ряды. В дальнейшем (см. п. 54.6) будут рассмотре¬ 
ны более общие, не обязательно степенные, асимптотические 
ряды. В настоящем пункте будут изучаться только асимптоти¬ 
ческие разложения функций при х ^ -Ьоо в степенные ряды 
вида (33.95), поэтому будем их называть просто асимптоти¬ 
ческими разложениями. 

I. Если 


1 

Кх) 


■ о X" 


ё{х) 


оо Ь 

Е - 

л = о 


X 


-і-схэ 


(33.103) 


то для любых чисел Хи ]х 


оо 

Я,/(х)-Ь ц^(х) ~ 

Л = о 


ХПп + 


X ^ -Ьоо, 


т. е. асимптотическое разложение линейной комбинации 
функций, имеющих асимптотическое разложение, равно 
такой же линейной комбинации асимптотических разложе¬ 
ний этих функций. 

Действительно, если 


(33.104) 

Я = О 


А = о Х« 


ТО для любых чисел Я, и ц 


ЯДх) + ц§-(х) = 52 




+ 0 (- 
х" 


- 1 - 00 . □ 
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II. Если имеют место асимптотические разложения 
(33.103), то 

оо р 

йх)§(х) ~ і; ^ +00, 

п = 0 Х’‘ 

где с„ = а^Ъ^ + а^Ъ^_ ^ + ... + а„Ьо> асимптотическое раз¬ 
ложение произведения функций, имеющих асимптотические 
разложения, равно произведению этих разложений, располо¬ 
женных по возрастающим степеням і. 

X 

в самом деле, если имеет место (33.104), то 


Кх)ё{х) - [ао + 5 + ... + 5 + + 7 + ••• + ^ + 


Ьп 

ж" 


-ѵ л^П 


+ 0 — , X 
Ѵж” 


III. Если 


ПХ)~ ^ Х-+00, 

п = о X”- 


+ 0 О. □ 


(33.105) 


и Од ^ о, то функция 1//(х) также имеет асимптотическое 
разложение 

1 1 


+ У — 
Яж) ад „■^1 ж«’ 


л: 


+ 00 


и коэффициент этого разложения выражается через ко¬ 
эффициенты Од, а^, ... , а^разложения (33.105), /г = 0, 1, 2, ... . 
Действительно, из (33.105) следует (см. (33.84)), что 
Ііт^ /(х) = Яд. Поэтому существует предел 

Иш = —. 

ж ^ +00 Дж) Од 

Далее, можно последовательно показать существование пре¬ 
делов (33.94) для функции 1//(х), непосредственно вычисляя 
их. Например, 

( \ 

^ 1 = Ит X 


Ііт х\ ^ 

С^+ОО ѴДж) «о 


= - Ит 

л: ^ +00 


«1 П 
(Хп — + о “ 

^ л: ѵл: 


“1 + Чх 


а^\а^ + — + о 

' X 


т. е. = -а^а‘^. 

Аналогично вычисляются ••• • 
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IV. Если функция / непрерывна при х ^ а > О и имеет 
асимптотическое разложение, начинающееся с члена поряд¬ 


ка 



то 


т~ Е 


X 


+ 00 


2 л:" 


(33.106) 


[-00 0 ^ 

I Кі)ді~ Е 

X л = 2 


(п - 1)x’^ 1 ’ 


X 


+ 00 , 


(33.107) 


т. е. в указанном случае асимптотические ряды можно по¬ 
членно интегрировать. 

Докажем это. Пусть 


ад= Ё% Д„(х) ‘'=^Ѵ(^) - ЗД, /г = 2,3,.... 

к = 2 ^ 

функции / и непрерывны при х > а, поэтому и функция 
непрерывна при х > а. В силу (33.106), 

Следовательно, для любого е > 0 существует такое х^> а, что 
для всех X > X;, выполняется неравенство 


К(*)І < 

+00 

Отсюда вытекает, во-первых, что интеграл | -й„(^) ді, поэтому 

и интеграл | -й„(і) ді, х > х^, существуют, а во-вторых, что 
при X > Х|, имеет место неравенство 


х" 1 I 7?„(0 (іі 


и так как е > 0 произвольно, то 


е 

л - 1 ’ 


Ит х’^-Ч К(1)ді = 0. (33.108) 

^ +сх> і ” 

Теперь, интегрируя равенство /(х) = >8„(х) + -К„(х), получим 


+СЮ л ^ -1-00 

I Лі) аі - у ; , + I Л,(») л. (33.109) 

в силу выполнения условия (33.108) для всех га = 2, 3, ... , 
равенство (33.109) и означает справедливость асимптотического 
разложения (33.107) (см. (33.93)). □ 
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V. Если функция / раскладывается в асимптотический ряд 
/(х)~ ^ х^+оо, (33.110) 

Л = 1 ^ 

и если она имеет при а непрерывную производную, кото¬ 
рая также при х +оо раскладывается в асимптотиче¬ 
ский ряд, то этот ряд получается формальным почленным 
дифференцированием ряда (33.110): 

Пх)~-1 Х-+00. (33.111) 

Л = 1 л 

В самом деле, пусть 

+00, (33.112) 

п-О Ж" 

По формуле Ньютона—Лейбница для любых х ^ а и у ^ а 

Ку) - Кх) = I /40 <И = \ [^0 + 7 + (Г(0 - &о “ 7 ]] = 

= ЪКу -х) + Ъ^\п У- + ] [Пі) - Ьо - ^] йі. (33.113) 

Согласно (33.112), К{1) - = о{^ ^ +°°- Следователь¬ 

но, интеграл 

+ 00 р Ъ ~\ 

I [Пі)-Ьо-^]ді 

сходится, в силу (33.110), суш,ествует конечный предел 

= “о- 

Поэтому, переходя к пределу при у -Ьоо в (33.113), убеждаем¬ 
ся в том, что для каждого х ^ а суіцествует конечный предел 


[^о(У -х) + & 1 ІП I]. 

Это возможно только в случае, когда Ь^ = = 0. Таким обра¬ 

зом, равенство (33.113) в пределе перейдет в равенство 

ао~Кх)= I К{х)ді; 

X 

при этом, в силу условия Ъ^ = Ъ^ = о, из (33.112) имеем 


Г(х) 


+ 00 I) 

У — 

п •у*^ ^ 

Л = 2 •'- 


+ 00 ; 


отсюда, интегрируя почленно в пределах от х до -Ьоо, согласно 
свойству IV, получим 

ОО /) 

ао-Г(х)~ і: Х-+00. 

п=1 ЛЖ" 
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Но из (33.110) следует, что 


а 


о 


/(х) 


V - 

.у* 

тг = 1 


п 

п * 


Принимая во внимание, что разложение функции при 
X +00 в асимптотический степенной ряд единственно, и срав¬ 
нивая получившиеся для функции - /(х) ряды, найдем, что 


+ \ = п = 1,2, ... . □ 


Замечание. Если непрерывно дифференцируемая при 
х > а функция / раскладывается при х ^ -Ьоо в асимптотический 
ряд, то ее производная может не иметь при х ^ -Ьоо асимптотиче¬ 
ского разложения. Тем самым требование суш;ествования асимп¬ 
тотического разложения у производной в предложении V являет¬ 
ся суіцественным. В качестве примера рассмотрим функцию 
/(х) = е^*8Іп е*, -°о < X < + 00 . Нетрудно с помош;ью формул 
(33.94) убедиться, что функция / при х ^ -Ьоо раскладывается 
в нулевой асимптотический ряд, т. е. ряд (33.95), у которого 
а„ = 0,п = 0, 1, 2, ... .Ее производная /'(х) = -е^^віп е* -Ь со8 е* 
заведомо не имеет асимптотического разложения при х ^ -Ьоо^ 
так как она даже не имеет предела при х ^ -Ьоо. 


УПРАЖНЕНИЕ 19. Доказать, что: 


- 1-00 

б) I е- 


+ 


■ (И ■ 




(И ~Р-- —-ь 

2х 22x3 23x3 


1 • 3 • 5 
23x7 ’ 


+ 00 . 


§ 34 * 


Кратные ряды 


34.1. Кратные числовые ряды 

В настояш;ем параграфе рассматриваются так называемые 
кратные ряды вида 

со 

Е (34.1) 

«1 .= 1 

где — заданные числа (вообіце говоря, комплексные), 

занумерованные к индексами і = 1, 2, ... , /г, каждый из ко¬ 
торых независимо от другого пробегает натуральный ряд чи¬ 
сел: п- = 1, 2, ... . Ряд (34.1) называется й-кратным рядом, а 


числа и. 


— его членами. 
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Определим четко эти понятия. Предварительно введем по¬ 
нятие кратной последовательности. 

Определение 1. Лусть X — некоторое множество; к-крат- 
ной последовательностью элементов множества X называ¬ 
ется отображение /: ЛГХЛГХ ... ХМ X (М, как всегда, обо- 

к раз 

значает множество натуральных чисел). 

Элемент х = /(га^, ... , п^), п.^еМ, ... , П/^еМ, обозначается че¬ 
рез ^ а сама последовательность — через ^ 

Однократная последовательность называется просто после¬ 
довательностью . 

Итак, элементы /г-кратной последовательности «занумеро¬ 
ваны» п натуральными индексами. Мы будем рассматривать 
числовые кратные последовательности, т. е. последователь¬ 
ности, элементами которых являются комплексные, в част¬ 
ности действительные, числа. Для простоты обозначений ог¬ 
раничимся случаем /г = 2. В этом случае й-кратная последова¬ 
тельность называется двойной. 

Обобщение на случай произвольного натурального ке N не 
представляет трудности. 

Определение 2. аеС называют пределом двойной по¬ 

следовательности {х^\ и пишут а = Ит х^„, если для 

любого е > О существует такое п^е М, что для всех т > п^, 
п > щ, теМ, пеМ, выполняется неравенство \х^^ - а| < е. 

Если двойная последовательность имеет предел, то она на¬ 
зывается сходящейся. 

Отметим, что не все свойства пределов обычных последова¬ 
тельностей переносятся на двойные. Так, например, последо¬ 
вательность = п, и^^ = О, т X 1, /г = 1, 2, ... , т = 2, 3, ... , 

сходится: Ит = О, однако эта последовательность, оче- 

ВИДНО, не ограничена. 

Замечание 1. Предел кратной последовательности 
можно определить и другим не эквивалентным данному выше 
способом: например, назвать пределом двойной последователь¬ 
ности такое число а, что для любого е > О найдется такое 
натуральное п^, что для всех пит, для которых п -\- т > п^, 
выполняется неравенство — а| < е. 

При таком определении предела двойной последователь¬ 
ности члены последовательности, имеющей предел, будут уже 
ограничены (докажите это). Мы будем в дальнейпіем придер¬ 
живаться определения 2 предела кратной последовательности. 
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Определение 3. Двойную последовательность называют после¬ 
довательностью, стремящейся к +оо^ и пишут Ит = 

= +00, если для любого е > О существует такое п^еN, что 
для всех т > п^, п > п^, теN, пеН, выполняется неравенст¬ 
во > е. 

Аналогично определяются бесконечные пределы 


Ит 

т,п ^ ^ 


X = —оо 
‘^тп 


И 


Ит 


X = оо 
‘^тп 


Как обычно, под пределом (в данном случае двойной после¬ 
довательности) понимается конечный предел, если не оговоре¬ 
но что-либо другое. 

Определим теперь двойной ряд. 


Определение 4. Пусть задана двойная последовательность 
{н^„}. Составим двойную числовую последовательность'. 


Е Е (34.2) 

А - 1 1 =\ 

Пара последовательностей {н^„}, называется двойным 

рядом и обозначается через 

оо 

Е ^пгп- (34.3) 

т,п = 1 

Элементы двойной последовательности называются 

членами ряда (34.3), а элементы двойной последовательности 

— частичными суммами этого ряда. 

Определение 5. Двойкой ряд (34.3) называется сходящимся, 
если последовательность его частичных сумм сходится. Ее 
предел называется суммой ряда; причем если 


Ит 

т,п 


8тп = 8, 


(34.4) 


то пишут 

оо 

Е ^тп= 

т,п = 1 

Если конечного предела (34.4) не существует, то ряд (34.3) 
называется расходящимся. Если существует один из беско¬ 
нечных пределов 


Ит 


С = +00 
^тп ^ > 


Ит 

т.п 


5 = —оо 

^тп ’ 


(34.5) 


то соответственно пишут 


Е 


т,п = 


= +00 


со 


Е 

т,п = 


1 


— ОО, 
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Замечание 2. Содержательность определения ряда как 
пары последовательностей хорошо видна на примере кратных 
рядов. Например, если задана последовательность то 

соответствуюш;ую ей последовательность «частичных сумм» 
можно задавать не только указанным выше способом (34.2), 
но и по-другому. Наряду с суммами (34.2), которые определе¬ 
ны выше и называются прямоугольными (в них сум¬ 
мируются элементы которым соответствуют точки {к, I) 
плоскости ху, содержаш;иеся в прямоугольнике О < х < т, 
О < г/ < га), рассматриваются треугольные суммы 
^ г = 1, 2, ... (точка (к, I) лежит в треугольнике 

к + Кг 

X > О, у > О, X + у < г), сферические суммы 8^= ^ 

г = 1, 2, ... (точка {к, I) лежит в круге -Ь і/^ < г^) и др. Таким 
образом, для одной и той же последовательности {га^„} имеют¬ 
ся разные последовательности частичных сумм. Кроме того, 
для этих последовательностей частичных сумм понятие преде¬ 
ла естественно определять по-разному. Например, для тре¬ 
угольных частичных сумм таким определением является опре¬ 
деление предела, сформулированное в замечании 1. Поэтому 
естественно рассматривать каждую пару, состоящую из после¬ 
довательности членов ряда и каких-то его «частичных 

сумм» как самостоятельный ряд. При этом может случиться, 
что частичные суммы одного вида, составленные из членов ря¬ 
да, имеют предел, а другие его не имеют. 

Последовательности частичных сумм кратных рядов (на¬ 
пример, частичных сумм или 5^) в отличие от последова¬ 


тельностей частичных сумм однократных рядов не всегда од¬ 
нозначно определяют последовательность общих членов ряда. 

Общее определение ряда имеет следующий вид. 

Рядом называется пара, состоящая из (кратной) последова¬ 
тельности, называемой последовательностью его членов, с соот¬ 
ветствующим понятием предела последовательностей такого 
вида и некоторого множества {-3„}, осеШ, сумм 5^, его членов. 
Здесь Ш — некоторое множество, элементами а которого явля¬ 
ются наборы мультииндексов (га^, ... , га^^) (в частности, обычных 
индексов), и 


Следует отметить, что иногда два разных в смысле данного 
определения ряда, имеющих одну и ту же последовательность 
членов ряда, называют одним и тем же рядом, но с разными 
способами его «суммирования». 
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в дальнейшем при изучении кратных рядов будут рассмат¬ 
риваться только прямоугольные частичные суммы, в частнос¬ 
ти для двойных рядов суммы 8^^. 


Пример. Пусть ІРІ < 1, І9І < 1, р^С, деС; тогда ряд 


^ сходится. Действительно, в этом случае 

т,п = О 

т п т п _ ртп + 1 _ дП + 1 

9 

1 


1 і = 0ѵ = 0 ц = 0 ѵ = 0 ^ Р -*■ 


Поэтому существует предел Ііт 8„„ = - 

т,п^°о (1 - р)(1 - д) 

образом. 


. Таким 


У = - - - 

^ а-р)а-д) 


, 1р|<1. М<1- 


Ряд свойств обычных (однократных) рядов переносится на 
кратные ряды. 

1°. Если ряд ^ сходится и 8 — его сумма, то 

т,п = 1 

^ 'ки^^ = Х8 для любого числа X. 

т,л = 1 

2°. Если ряды ^ = 8' и ^ = 8" сходятся, то 

т,п = 1 т,п = 1 


оо 

Е ^^'тп + и'тп) = 8' + 8". 

ТПуП = 1 

Эти утверждения легко доказываются аналогично случаю од¬ 
нократных рядов. Их доказательства могут быть проведены 
читателем самостоятельно. 

Докажем теперь несколько теорем о кратных рядах. 
ТЕОРЕМА 1. Если ряд (34.3) сходится, то 


Ііт 

ТПуП ^ 

Это сразу следует из равенства 


и„гп = О- 


7/ = ^ 

“'ттгя ^тп ^Т7 


— С 

1п ^тп - 


1 + ^,1 


\п 


1 


и условия (34.4). □ 

ТЕОРЕМА 2. Если все члены ряда (34.3) неотрицательны, 

т,п = \,2,..., (34.6) 

то всегда существует конечный или бесконечный предел его 
частичных сумм 8^^^, причем 


Ііт 


8ир 

т,п = 1, 2, ... 


5„ 


(34.7) 


Доказательство. Если выполняется условие (34.6) и 
т' >т,п'> п, то > 8^^. 
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Далее, если 5 = зир и 5' < 5, то, в силу определения 

т,п = 1, 2, ... 

верхней грани, суп];ествуют такие номера и Пц, что ^ 

Положим N = тах {т^, п^}, тогда при т > N и п > N 


^тп ^ ^ ^ ’ 

И так как 5„„ < 5, то Ит 8„„ = 8, т. е. выполняется уело- 

гпп т,п ^ 

вие (34.7). □ 

СЛЕДСТВИЕ. В предположениях теоремы ряд {34.3) сходит¬ 
ся тогда и только тогда, когда его частичные суммы огра¬ 
ничены. 

Доказательство следствия очевидно. 

Для двойных рядов с неотрицательными членами справед¬ 
лив признак сравнения. 

ТЕОРЕМА 3. Если ряд ^ а^^ сходится и существует та- 

т,п = 1 

кое с > О, что для всех т, п = 1, 2, ... , выполняется неравен¬ 
ство О < И “тп также сходится. 

т,п = 1 

Это сразу следует из следствия теоремы 2, так как для лю¬ 
бых натуральных тип выполняются неравенства 

со оо 

т,п = 1 т,п = 1 

Из двукратного ряда (34.3) можно формально образовать 
два повторных ряда. Для этого следует сначала просуммиро¬ 
вать по одному индексу, зафиксировав другой, а затем выпол¬ 
нить суммирование по оставшемуся индексу: 


Е. Е. 


Е, Е. 


(34.8) 


7г=1т = 1 т=1?г=1 

Ответ на вопрос, как связана сходимость кратного ряда с 
получаюш;имися из него повторными рядами, дает следуюіцая 
теорема. 

ТЕОРЕМА 4. Если сходится двойной ряд (34.3) и для всех п = 


= 1,2, ... сходятся ряды то повторный ряд ^ 

т=1 л=1т=1 

также сходится и его сумма равна сумме данного двойного 
ряда. 


Доказательство. Если з = ^ то, согласно опреде- 

т,л = 1 

лению суммы двойного ряда, для любого е > О суш;ествует та¬ 
кой номер п^, что для всех номеров т> щ жп> щ выполняет¬ 


ся неравенство 



Е Е 

V = 1 ц = 1 
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Перейдя здесь к пределу при т ^ °о, получим, что при всех 
п> справедливо неравенство 


п оо 

Ё Ё V 

V = 1 и - 1 


< ^ <е. 


Таким образом, положив = У и , = 1, 2, ... , при п> 

ц= 1 

будем иметь 


V - 1 


< е. 


Это означает, что у = 8, т. е. сумма ряда у у равна 8: 

ѵ=1 ѵ=1ц=1 

со оо оо 

Ё Ё Ё = 

ѵ-1ц=1 Ѵ=1 

Определение 6. (34.3) называется абсолютно сходящимся, 

если сходится ряд, составленный из абсолютных величин его 
членов, т. е. ряд 

Е Ю- (34.9) 

ТПуП = 1 

Отметим, что если ряд (34.3) абсолютно сходится, то его 
обш,ий член стремится к нулю при неограниченном возраста¬ 
нии хотя бы одного из индексов: Ит и^^ = 0. 

та.'х.{т,п} оо 

в самом деле, пусть 5 = у тогда для любого е > 0 су- 

т,п = 1 

іцествует натуральное такое, что при т> щііп> выполня¬ 


ется неравенство 


— тп 

9 < “ Ё Ё \^ы\ ^ 

к-1 1 = 1 


Поэтому если номера тип таковы, что тах {т; п} > п + 1, то 


"е + 1 "е + 1 

Е Е Е 

{\і>т}\д{ѵ>п} к-\ /-1 

Из стремления общего члена абсолютно сходящегося ряда 
к нулю при неограниченном возрастании хотя бы одного из 
его индексов, очевидно, следует, что члены этого ряда ограни¬ 
чены. Отметим, что у сходящегося, но не абсолютно, ряда это 
может не иметь места. Примером такого ряда является, на¬ 
пример, рассмотренный ниже ряд (34.17) в точке (1, 1). 


ТЕОРЕМА 5. Если ряд (34.3) абсолютно сходится, то схо¬ 
дится и любой ряд {однократный, двукратный или повтор¬ 
ный), полученный перестановкой членов данного ряда (в ча¬ 
стности, сходится и сам заданный ряд). При этом сумма 
любого такого ряда совпадает с суммой исходного ряда (34.3). 
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Доказательство. Расположим члены ряда (34.3) в беско¬ 
нечную прямоугольную матрицу, поместив в т-ю ее строку 
члены ряда с данным фиксированным первым номером т, 
расположенные по возрастанию второго индекса п: 


Нц 

^12 

Ніз 

. ... 

^21 

^22 

^23 

. и2„ ... 


“т2 

итз •• 

^тп 


Занумеруем теперь элементы этой таблицы согласно сле- 
дуюіцей схеме: 


1 2 I 5 

4 3 6 

9 8 7 


Член ряда (34.3), получивший при такой нумерации номер к, 
обозначим Ѵ)^. Рассмотрим ряд 

со 

Е V, (34.10) 

/г = 1 

И покажем, что он абсолютно сходится, т, е. что сходится ряд 

со . . 

Е к\. (34.11) 

к = 1 

Обозначим частичные суммы ряда (34.9) через 
сумму — через 5, а частичные суммы ряда (34.11) — через 5^. 

Прежде всего заметим, что для любой суммы 5^^ найдутся та¬ 
кие номера тип, что все члены ряда (34.11), входяш;ие в сум¬ 
му 5^, войдут и в сумму тогда 5^ < < 5. Отсюда и сле¬ 

дует (см. и.31.4) сходимость ряда (34.11). 

Из абсолютной сходимости ряда (34.10) следует, что и 
любой другой однократный ряд, составленный из членов ряда 
(34.3), также сходится и его сумма равна сумме ряда (34.10) 

(см. и. 30.10). Пусть У = 8. Покажем теперь, что любой 

к-1 

двойной ряд 

оо 

Е (34.12) 

т,п = 1 

полученный некоторой перенумерацией двойными индексами 
членов данного ряда (34.3), абсолютно сходится и что его сум¬ 
ма также равна 5. 
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Абсолютная сходимость ряда (34.12) легко следует из абсо¬ 
лютной сходимости ряда (34.3), т. е. из сходимости ряда 
(34.9), и доказывается тем же приемом, с помощью которого 
была доказана абсолютная сходимость ряда (34.10). Докажем 
теперь, что сумма ряда (34.12) равна 5. Обозначим его частич¬ 
ные суммы через ^ частичные суммы ряда (34.10) — че¬ 
рез 8)^. Пусть фиксировано число е > 0. В силу сходимости ря¬ 
да (34.11), существует такой номер к^, что 


тогда и подавно 




к = к^+ 1 



< Е 

к = к,+ 1 


Ѵь\ < 


(34.13) 

(34.14) 


Выберем номер так, чтобы частичная сумма 5^ дг ряда 
(34.12) содержала в качестве слагаемых все члены ряда (34.10), 
входящие в сумму 5^ . Пусть т > и п > А^. Положим 


^ _ О * _ О 

'^тп ’^тп 

тогда, использовав (34.13) и (34.14), получим 


|5-5:^ = |5-5,^ + |5;д<е. 

Итак, 5 является суммой любого ряда (34.12), в частности 
суммой самого ряда (34.3). 

Покажем, наконец, что 5 является и суммой повторных 
рядов (34.8). В самом деле, при любом фиксированном п 


со со 

Е Е К1 = ^- 

т = 1 = 1 

Следовательно, все ряды ^ п = 1, 2, ..., сходятся, и при- 

т = 1 

том абсолютно. 

Положим 

оо 

“п= Е “тл- (34.15) 

т = 1 

Зафиксируем снова произвольное число е > 0. Выберем но¬ 
мер к^ так, чтобы выполнялось условие (34.13), а следователь¬ 
но, и условие (34.14). Далее, подобно тому, как это было сдела¬ 
но выше, выберем номер А^ так, чтобы частичная сумма 
ряда (34.3) содержала в качестве слагаемых все члены ряда 
(34.10), входящие в сумму 5^ . Тогда при всех т > А^ и п > А^ 


п т 




со 


Е 

к = к^+1 
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Перейдя в этом неравенстве к пределу при т ^ оо, получим 
(см. (34.15)) 

Отсюда, в силу (34.14), следует, что при п > выполняется 
неравенство 


V н. - 5 < V и.-8^ 

\і-і ’ м ^ 


+ IV - 5| < е. 


Это и означает, что 


оо оо 


Е Е Е г/„ = 5. □ 

7г = 1т = 1 71 = 1 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Обобщить критерий Коши сходимости однократных 
рядов на случай кратных рядов. 


34.2. Кратные функциональные ряды 


Определение 7. Ряд вида 


Е ... (34.16) 

«1 .= 1 

„^(х) определены на некотором множе¬ 
стве X, называется к-кратным функциональным рядом, а 
суммы вида 


где функции 


.(^) = 


Е 

«1. = і 


,(л:) 


— его частичными суммами. 

Определеннее. Ряд (34.16) называется сходящимся на множе¬ 
стве X, если при каждом фиксированном х^€.Х сходится 
кратный числовой ряд 

Ё ... пМо)- 

«1. = і ^ 

Если ряд (34.16) сходится на X, то функция 
8{х)= Ё ^^п,...пМ)^ -^еХ, 

называется его суммой. 

На кратные функциональные ряды легко переносятся по¬ 
нятия равномерной сходимости ряда, критерий Коши для рав¬ 
номерной сходимости ряда, признак Вейерштрасса равномер¬ 
ной сходимости и т. и. Мы не будем на этом останавливаться. 


УПРАЖНЕНИЕ 2. Определив понятие равномерной сходимости двойно¬ 
го ряда, доказать, что если ряд (34.16) сходится равномерно и если его 
члены являются непрерывными функциями на множестве X с= й, то и 
сумма ряда (34.16) является непрерывной на множестве X функцией. 
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Определение 9. Ряды вида 


п,, , Л. = О 


’ (х — (х - 

■п^ ... п^,'- 1 1 > ••• п > ’ 


— комплексные числа, называются кратными 
степенными рядами. 


Хотя, как это видно из предыдущего, многие утверждения, 
справедливые для однократных рядов, обобщаются и на крат¬ 
ные ряды, последние имеют и много своих специфических осо¬ 
бенностей, существенно отличающих их от однократных рядов. 

В качестве примера приведем двойной степенной ряд с дей¬ 
ствительными коэффициентами, который, если он рассматри¬ 
вается в действительной области, сходится лишь в двух точках 
плоскости, а именно в точках (О, 0) и (1, 1). Таким образом, 
аналога теоремы Абеля для степенных рядов (см. п. 33.1), во 
всяком случае в прямом смысле, для двойных рядов нет. Этот 
пример показывает опасность использования аналогий, не под¬ 
крепленных математическими доказательствами. 

Рассмотрим ряд 

со 

^ с„,, х-у", (34.17) 

т.,п = о 

где Соо = о, Со„ = с„о = п\,п = 1, 2, ... ; с^^ = с^^ = -т\, т = 1, 2, ... ; 
^тп = 0,т>2,п>2. Его частичные суммы имеют вид 


т п 

5^„(х, у) = (1 - у) ^ Ых’^ + у + (1-х)1^ и уК (34.18) 

й =1 1 = 2 

Очевидно, что 5„^„(0, 0) = 0 и 5„,„(1, 1) = 1, т, п = 1, 2, ... , и 
поэтому ряд (34.17) сходится в точках (0, 0) и (1,1). 

Заметим теперь, что радиус сходимости ряда ^ п\ 2 " ра¬ 
вен нулю (см. пример 1 в п. 33.1), при этом его частичные сум¬ 
мы 5^(2) = У /г! 2 *, п = 1, 2, ... , при действительных 2 > 0, 

к = 1 

очевидно, стремятся к -Ьоо. 

Покажем, что при 2 < 0 его четные частичные суммы 82 ^, 2 ) 
также стремятся к -Ьоо. В самом деле, объединив при 2 < 0 по¬ 
парно соседние члены, получим 


^2пі^)= Ё (2й - 1)! |2|2 *-і (2й І2І - 1). 

к-1 

Далее заметим, что при любом фиксированном 2^0 для но¬ 
меров ^ > Л выполняется неравенство { 2 к - 1)! | 2 р^ ^ (2/г | 2 | - 1) > 


,2к-1 


расходится 


> (2/г - 1)! | 2 р “^и что при 2 ^ о ряд У ( 2 к- 1 )^ 2 ^' 

к-1 

(это, например, легко доказывается тем же способом, каким до- 
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называлась при г ^ О расходимость ряда в примере 1 п. 33.1) и, 
следовательно, при г > О его сумма равна +оо, поэтому и 
Ііп^ 82 ^( 2 ) = + 00 , 2 0. Из сказанного и из равенства (34.18) сле¬ 

дует, что если {х, у) ^ ( 0 , 0 ) или (х, у) ^ ( 1 , 1 ), то, каковы бы ни 
были числа е > о и натуральное М, всегда можно подобрать та¬ 
кие номера т > N ш п > Ы, что \ 8 ^^,x, і/)| > е. А это и означает, 
что ряд (34.17) для указанных (х, у) расходится. 

Заметим, что хотя в точке (1,1) рассматриваемый ряд схо¬ 
дится, его члены (т. е. в данном случае коэффициенты) не ог¬ 
раничены. Если у степенного ряда (34.17) в некоторой точ¬ 
ке (Хц, Уо) его члены образуют ограниченное множество (это 
имеет место, например, если ряд сходится абсолютно (см. 
п. 34.1)), то для такого ряда справедлив двумерный аналог 
первой теоремы Абеля (см. п. 33.1). 

ТЕОРЕМА 6. Если в точке (х^, уц) члены ряда (34.17) ограни¬ 
чены, то в любой точке (х, у) такой, что |д:| < |л:д|, \у\ < \у^\, ряд 
(34.17) сходится абсолютно. 

Доказательство. Если существует такое М > 0, что для всех 
натуральных тип выполняется неравенство х^ у^\ < М, то 

при |х| < |х 0 І, ІУІ < ІУрІ получим 


л >у7П т іТТІ — л ■у ТТЬ 71/1 

\^тп^ У \ \^-тп ^0 Уо\ 


<м 


Отсюда, в силу признака сравнения (см. теорему 3) и сходи¬ 
мости ряда вида ^ 1р| < 1, |д| < 1 (см. пример в п. 34.1), 

т,п = 1 

и следует утверждение теоремы. □ 


УПРАЖНЕНИЯ 3. Назовем число 5 суммой ряда ^ если для 

т,п = 1 

любого е > о существует такой номер М, что для всех номеров тип, 
удовлетворяющих условию т -\- п> N, выполняется неравенство “ й'І < 
< е. Выяснить, эквивалентно или нет это определение определению 5 
п. 34.1. 


4. Назовем число 8 суммой ряда ^ если для любого е > 0 су- 

т,п = 1 

ществует такое конечное множество = {(т, п)} пар индексов т, п чле¬ 
нов данного ряда, что, каково бы ни было другое конечное множество % 
пар индексов членов этого ряда, содержащее множество : й ^ вы¬ 


полняется неравенство 




І(т, л) € Й 


“тп-'З 


< е. 


Выяснить, эквивалентно или нет это определение определению 5 п. 34.1 
и определению, сформулированному в предыдущем упражнении. 
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Глава 


Дифференциальное исчисление 
функций многих переменных 


§35 

Многомерные пространства 

35.1. Окрестности точек. 

Пределы последовательностей точек 

Прежде чем перейти к изучению функций многих перемен¬ 
ных, ознакомимся с некоторыми свойствами множеств, на 
которых эти функции задаются. Будем предполагать, что на 
рассматриваемой плоскости или в пространстве всегда зада¬ 
на некоторая прямоугольная система декартовых координат. 
Точки будем, как правило, обозначать следуюіцими буква¬ 
ми: а, Ъ, , X, у, 2 , ...*, а их координаты — теми же буквами 
с индексами, т. е. в случае плоскости будем писать х = Х 2 ), 

У = (Уі> У 2 )’ ^ ® случае пространства — писать х = (х^, Х 2 , х^), 
У = (Уі> У2’ Уз)' Расстояние между точками х ш у будем обозна¬ 
чать р(х, у). Как известно, формула для расстояния между 
точками X и у в случае плоскости имеет вид 

Р(х, у) = 7(^1 “ Уі)^ + (^2 “ У 2 )^’ 
а в случае пространства — 

Р(х, у) = л/(^і “ Уі)^ + (^2 “ Уз)^ + (-^3 “ Уз)^ ■ 

В дальнейпіем придется иметь дело не только с функциями 
двух и трех переменных, но и с функциями большего числа 
переменных, поэтому полезно ввести понятие п-мерного про¬ 
странства для любого га=1,2,3,.... 


* Иногда точки обозначаются и большими буквами, например М, N. Р, 
а их координаты — буквами х, у, г. 






Определение 1. Точкой х п-мерного пространства называет¬ 
ся упорядоченная совокупность п действительных чисел 

(х^, ... , x^ = X. 

Число х^ называется і-координатой точки х, і = 1, 2, , п. 

Расстояние между двумя точками (х^, ... , х„) и ... , і/„) 
определяется по формуле 

Р(л:, у) = 7(^1 - Уі)^ + ••• + - Уп)^- (35.1) 

Совокупность всех точек п-мерного пространства, в ко¬ 
тором определено расстояние согласно формуле (35.1), на¬ 
зывается п-мерным евклидовым пространством {или, более 
полно, п-мерным точечным арифметическим евклидовым 
пространством) и обозначается через Д" или Д". 

Иногда для краткости вместо х = (х^, ... , х^) будем писать 

X = (Х;). 

В случае п = 1 пространство Д" совпадает с прямой, в слу¬ 
чае п = 2 — с плоскостью, а в случае п = 3 — с пространст¬ 
вом, изучаемым в элементарной и аналитической геометрии. 
В случае произвольного п > 3 не следует искать в приведен¬ 
ном определении скрытый физический или геометрический 
смысл. Нашей целью является лишь построение некоторого 
математического аппарата, удобного для изучения функций 
многих переменных; определения и терминологию мы заимст¬ 
вуем из обычной геометрии, так как это позволяет включить 
прямую, плоскость и трехмерное пространство в одну более 
обш,ую схему. 

Расстояние между точками в га-мерном евклидовом про¬ 
странстве Д" обладает следуюш;ими свойствами. 

1°. р(х, у) > О, причем р(х, у) = О в том и только том слу¬ 
чае, когда х = у. 

2°. р(х, у) = р(у, х) для любых двух точек х и у из Д". 

3°. р(х, г) < р(х, у) -Ь р{у, г) для любых точек х, у и г из Д". 

Свойства 1° и 2° непосредственно следуют из формулы 
(35.1), третье же, обычно называемое «неравенством треуголь¬ 
ника» и хорошо известное для обычного трехмерного про¬ 
странства, в обіцем случае (при произвольном п) требует дока¬ 
зательства. 
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Докажем предварительно лемму. 

ЛЕММА 1 (лемма Коши—Шварца*). Для любых действитель¬ 
ных чисел и к = 1, , п, выполняется неравенство 


СЛЕДСТВИЕ. 


П 



аЬ; < 



(35.2) 


^ (а, + Ь,)2 < (35.3) 

і=і Чі-і Чі= I 

Неравенство (35.2) является частным случаем неравенства 
Гёльдера, а неравенство (35.3) — частным случаем неравенст¬ 
ва Минковского (см. п. 30.8*) при р = 2. Однако в этом случае 
их доказательство значительно проще, и поэтому мы его здесь 
приведем. 


Доказательство. Если все = 0, і = 1, 2, ... , п, то неравен¬ 
ство (35.2) очевидно — обе его части превращаются в нуль. Ес¬ 
ли же а^ + ... + а^>0, то рассмотрим квадратичную функцию 


РЦ) = I: = а? + 2іІ ар, + (35.4) 

І = 1 І = 1 Т=1 Т=1 

Очевидно, что Р{1) > 0. Из этого условия следует, что квадрат¬ 
ный трехчлен (35.4) имеет либо совпадающие действительные 
корни, либо существенно комплексные корни, поэтому его 
дискриминант не положителен: 



^ а? Ъ? < 0. 


Перенося второе слагаемое в правую часть и извлекая квад¬ 
ратный корень, получим (35.2). □ 

Для доказательства неравенства (35.3) оценим сумму 

^ {а, + Ь,)^, применяя неравенство (35.2): 

і = 1 


п 



(а, + Ь,Г а?+^:Ь? + 2± ар, < 

І=1 І = 1 І=1 


< Е Е Ь? + 2 ^а^ ^Ь?= ^а!+ 


Извлекая из обеих частей квадратный корень, получим 
(35.3). □ 


* Г. Шварц (1843—1921) — немецкий математик. 
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Вернемся теперь к свойству 3° расстояния между точками 
в пространстве Д". 

Пусть Х = (Хі, ... , X^, у = (Уі, ... , 1 /„) и 2 = ( 2 і, ... , 2 „). 
Положим аі = x^ - у^, Ь^ = у^ - и, значит, + &; = 
і = 1, 2, , п. Тогда неравенство (35.3) можно переписать сле- 

дуюп];им образом: 


или, согласно (35.1), р(х, г) < р(х, у) + р(у, г). □ 

В дальнейшем в этом параграфе пространство Д” будем счи¬ 
тать фиксированным (т. е. считать фиксированным число п). 

Определение 2. Множество точек х = (х^, ... , х„) п-мерного 
евклидова пространства Д" таких, что х^ = Х 2 = ... = х^_^ = 
= X; ^ 1 = ... = х„ = О, называется і-й координатной осью 
(і = 1, 2, ... , н) этого пространства. Точка О = (О, О, ... , 0) 
называется началом координат. 

Очевидно, в случае п = 2 и /г = 3 приведенное определение 
дает обычные координатные оси. 

Пусть о < к < п. Пространства Д* и Д" состоят соответ¬ 
ственно из точек (х^, ... , х^) и (х^, ... , х,^). Между множеством 
всех точек пространства Д" вида (х^, ... , х^, 0, ... , 0) и множе¬ 
ством всех точек (х^, ... , х^) пространства Д* суш,ествует взаим¬ 
но-однозначное соответствие (х^, ... , х^^, 0, ... , 0) ^ (х^, ... , х^^), 
при котором сохраняется расстояние между точками. Поэто¬ 
му естественно множество всех точек (х^, ... , х^, 0, ... , 0) про¬ 
странства Д" обозначать также Д*, и, следовательно, при этом 
соглашении Д* Д", /г < /г. 

Замечание. Пусть на плоскости заданы две прямо¬ 
угольные системы координат, точка М в одной системе имеет 
координаты (х, у), а в другой (^, Г]), т. е. М = (х, у) = (^, Г]). Ста¬ 
вя в соответствие упорядоченной паре чисел (х, у) упорядочен¬ 
ную пару (^, Г]), получаем взаимно-однозначное соответствие 
между множеством всех упорядоченных пар (х, у) и множест¬ 
вом всех упорядоченных пар (^, Г]). При этом если 

М' = (X', у') = ц'), М" = (X", у") = (^", л"). 
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то 


р(М', М") = Ах" - хУ + (у" - у = А^"-^У + (гі"-гіѴ- 


Этот пример делает естественным следующее определение. 

Пусть каждой точке х = (х^, ... , х„)еД" поставлен в соот¬ 
ветствие упорядоченный комплекс из п действительных чисел 
^(х) = ... , таким образом, что для любых двух точек 

х' = (х^, ... , х^) и х" = (Хі, ... , х") и соответствующих им комп¬ 
лексов ^(х') = (А’ ••• > ^і) и ^(х") = ... , выполняется ра¬ 

венство 


^ (хГ-х^)2= 

і = 1 і = 1 


тогда числа, входящие в совокупность ... , также на¬ 
зываются координатами точки х («в другой системе коорди¬ 
нат»). При таком определении координат расстояние между 
двумя данными точками не меняется при изменении систем 
координат, т. е. при замене одной системы координат другой. 
В дальнейшем, если не оговорено что-либо другое, система ко¬ 
ординат считается фиксированной. 

Если точка х задается координатами (х^, ... , х^), то иногда 
для ясности пространство будем обозначать Д ^ ^ . 

Определение 3. Лусть хеД" и е > 0. Совокупность всех то¬ 
чек уеК'^ таких, что р(х, у) < е, называется п-мерным ша¬ 
ром с центром в точке х и радиусом е или е-окрестностъю 
(а иногда сферической или, правильнее, шаровой окрестно¬ 
стью) точки X в пространстве Д" и обозначается П(х; е). 

Таким образом. 


П(х; е) = |у = (уі, ... , у„) : {уі - х^ < е^|, (35.6) 

X = (х^, ... , х^), е > 0. 

В случае прямой, т. е. при п = 1 (рис. 11), х = х^, у = у^, по¬ 
этому 

Щх; е) = {у : Іу - х| < е}. 

Таким образом, ІІ(х-, е) является _ _ _ 

интервалом длины 2е с центром в точ- х-г х х + г 

ке X, т. е. окрестностью точки х в рас¬ 
смотренном выше смысле (см. п. 3.2). Рис. 11 


169 



2 


Хг, 

/ ^ 

1 . \ 

л-2 

\ х' 
\ 

\ 

I 

/ 

~о 


^1 


Рис. 12 


В случае плоскости, т. е. при п = 
(рис. 12), X = (Хі, х^), у = (Уі, Уз) и 

Щх-, г) = {у = (ур Уз): (Уі “ + 

+ (Уз - Хз)^ < е < е^}, е>0, 

т. е. Щх; е) — круг радиуса е с центром в точ¬ 
ке х = (х^, Х 3 ) (круговая окрестность), а в слу¬ 
чае пространства, т. е. при п = 3, окрестность 
точки X = (х^, Х3, Х3) задается формулой 


Щх; е) = {у = (уі, Уз, у^) : (у^ - х{)^ + (уз - Хз)2 -ь (уд - Хз)^ < е^}, 

е > О 


и является шаром радиуса е с центром в точке (х^, Х 3 , Хд). 

Таким образом, понятие окрестности обобш;ено на случай 
п-мерного евклидова пространства Д". Однако наряду с ука¬ 
занным обобш;ением бывает полезно и другое обобіцение этого 
понятия, а именно понятие так называемой прямоугольной 
окрестности. 

Определение4. Пустъ х = (х^, ... , x^еК'^, 8 ^ > О, і = 1, 2,... , п. 
Множество 

Р(х; 8 і, ... , 8 „) = 

= {у = ІУі, ••• , Уп) ■ \Уі - Х;! < 8 ;, і = 1, 2, ... , п} (35.7) 

называется п-мерным параллелепипедом {точнее, п-мерным 
параллелепипедом с ребрами, параллельными координат¬ 
ным осям), а точка х — его центром. 

Определение5. Если 8 ^ = 83 = ... = 8 „ = 8 , то Р{х; 8 , 8 , ... , 8 ) 
называется п-мерным кубом с ребрами длины 28 {точнее, 
п-мерным кубом с ребрами указанной длины и параллельными 
осям координат) с центром в точке х и обозначается Р{х; 8 ). 

Очевидно, что если для чисел 8 ^, 83 , ... , 8 „ положить 

8 о = тін { 8 і, ... , 8 „}, 8 = шах { 8 і, ... , 8 „}, 
то 

Р(х; 8 о) с Р(х; 8 ^, ... , 8 ^) ^ р(х; 8 ). (35.8) 

Если п = 1, то множество Р(х; 8 ) является интервалом с цент¬ 
ром в точке X длины 28; если п = 2, то множество Р(х; 8 ^, 83 ) яв- 
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ляется прямоугольником со сторонами, параллельными осям 
координат (их длины равны соответственно 28^ и 282 ); при п = 3 
множество Р(х; 8^, 82, 83) представляет собой прямоугольный па¬ 
раллелепипед с ребрами, параллельными осям координат (их 
длины соответственно равны 28^, 283 , 283 ). 

Под /г-мерным параллелепипедом, соответственно га-мерным 
кубом, понимается также множество, определенное указанны¬ 
ми выше условиями хотя бы в одной системе координат (а не 
обязательно в данной, как это было сделано выше). В дальней¬ 
шем п-мерный параллелепипед и п-мерный куб понимаются 
лишь в узком смысле, т. е. в смысле данного выше определения 
при фиксированной системе координат, если, конечно, специ¬ 
ально не оговорено что-либо другое. 

Определение6. Всякий п-мерный параллелепипед Р{х; 8 ^,..., 8„) 
называется прямоугольной окрестностью точки х. 

Если прямоугольная окрестность точки является п-мер- 
ным кубом, то она называется также и кубической окрестно¬ 
стью этой точки. 

ЛЕММА 2 . Любая сферическая окрестность точки простран¬ 
ства содержит прямоугольную окрестность и содержится в 
прямоугольной окрестности этой точки. 

Любая прямоугольная окрестность точки содержит сфе¬ 
рическую окрестность и содержится в сферической окрест¬ 
ности этой точки. 

Эти утверждения геометрически очевидны при п = 1, 2, 3. 
Действительно, при га = 1 понятия сферической и прямоуголь¬ 
ной окрестностей совпадают. При га = 2 лемма означает, что во 
всякий круг можно вписать прямоугольник и около всякого 
круга описать прямоугольник так, что центры прямоугольни¬ 
ков будут совпадать с центром круга. Соответственно во вся¬ 
кий прямоугольник можно вписать круг с 
центром в центре прямоугольника и около 
всякого прямоугольника можно описать 
круг с центром в центре прямоугольника 
(рис. 13). Аналогичный смысл имеет лем¬ 
ма и при га = 3, следует только круги заме¬ 
нить шарами, а прямоугольники — парал¬ 
лелепипедами. Нетрудно записать и дока¬ 
зать эти утверждения в аналитической 
форме, использовав координатную запись. Рис. 13 



171 




Этот способ, как это сейчас будет показано, легко обобщается 
и на случай пространства любой размерности. 

Доказательство. Прежде всего отметим, что для любых 
чисел а^, а 2 , •••>«„ справедливо неравенство 


|а;| < < 

< |а^| + |а 2 І + ІНдІ + ... + |а^, і= 1, 2, ... , п. (35.9) 

Справедливость этого неравенства доказывается возведе¬ 
нием обеих его частей в квадрат. 

В силу данного неравенства, для координат двух любых то¬ 
чек X = (х^, ^ 2 , ... , х„) и у = (Уі, у 2 , , Уп) пространства і?" 
справедливо неравенство 

\Уі - Хі\ < Р(у> = л/(Уі “ “ ^2)^ + ••• + (Уп - < 

<\Уі-Хі\ + \У 2 -Х 2 І + ...+ \Уп- і = 1, 2, ... , п. (35.10) 

Из этого неравенства следует, что для любого е > 0 имеет место 
вложение 

р^х; Щх; е) ср(х; е) ^ Щх; пе). (35.11) 

Действительно, если уеР^х; то \уі - х^ < ^, і = 1, 2, ... , п, 
поэтому (рис. 14) 


Р(У, х) 


У (г/; - ^ \Уі~ Хі\ 

М ( 35 . 10 ) М 


< У ^=е, 

І-Х п 


т. е. уе 1/(х, е). 

Если уЕ Ѵ{х, е), то Іу; - Х;| р(у, х) < е, і = 1, 2, ... 
это означает, что уеР(х; е) (рис. 15). 


п, а 




Рис. 14 
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Хі 

Рис. 15 






Наконец, если уеР(х; е), то из первого включения (35.11), 
заменив е на пе, получим, что уе17(х; пе). Из включений 
(35.11) утверждение леммы следует очевидным образом. □ 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что для любого Е > О И любой точки ХЕ II 
справедливы включения 

р(х; ^ Щх, е) <= Р(х, е) с= Н(х, г^п). 

Лемма 2 показывает, что определения в га-мерном про¬ 
странстве выбираются таким образом, чтобы в нем имели мес¬ 
то утверждения, аналогичные некоторым простейшим ут¬ 
верждениям в трехмерном пространстве. От поспешного ис¬ 
пользования аналогий, не подкрепленных математическими 
доказательствами, предостерегает пример, содержаш;ийся в 
следуюш;ем ниже упражнении. 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Выяснить, при всех ли п = 1, 2, ... в пространстве Д" 
выполняется включение 

В(а; 1) ^ Ща-, 1), 

т. е. всегда ли п-мерный куб с ребром единичной длины вкладывается в 
шар единичного радиуса. 

Определение 7. Пустъ каждому натуральному числу т пос¬ 
тавлена в соответствие некоторая точка {не обяза¬ 

тельно разные точки для разных т). Отображение т х*™*, 
т е Ы, х*™) е Е", множества натуральных чисел N в про¬ 
странство Д" называется последовательностью {х('")} точек 
пространства Д". 

Множество значений этого отображения, т. е. множество 
{х*"®* : т = 1, 2, ...} с: д« называется множеством значений по¬ 
следовательности (х*™)}. Последовательность (х^™)} обознача¬ 
ется также х*™*, т = 1, 2, ... . 

Последовательность образованная из членов данной 

последовательности {х*'")} с сохранением порядка их следования, 
называется подпоследовательностью последовательности {х(™)}. 

Таким образом, если (х*”^**} — подпоследовательность по¬ 
следовательности (х^™)}, то условие < к 2 равносильно усло¬ 
вию 

Определение 8. Точку хе Д" называют пределом последователь¬ 
ности {х('")} и пишут 

X = Ііш х*™), 

если Ііш р(х<'”\ х) = 0. 


173 



Если X = Иш х^’^\ то говорят, что последовательность 

сходится к точке х. Последовательность, которая схо¬ 
дится к некоторой точке, называется сходящейся. 

Используя понятие окрестности, легко установить, что 
X = ІІП 1 тогда и только тогда, когда для любого е > О 

т —> оо 

существует такое т^, что для всех т > т^ выполняется 
включение е). Согласно лемме 2, получаем также: 

X = ІІП1 х*™' в том и только том случае, когда для любой 

т ^ оо 

прямоугольной окрестности Р(х; 8^, ... , 8,^) существует но¬ 
мер т^ (зависящий от этой окрестности) такой, что для всех 
т > т^ выполняется включение 


х('")е Р(х; 8^, 




(35.12) 


В силу включений (35.8), при определении предела можно ог¬ 
раничиться и только одними кубическими окрестностями. 

В случае п = 1 определение 8 превращается в обычное оп¬ 
ределение предела числовой последовательности. 

При п = 2 сходимость последовательности {x^■"^Ц точек 
плоскости к точке хе означает, что, каков бы ни был круг 
с центром в точке х, начиная с некоторого номера, зависящего 
от радиуса этого круга, все члены данной последовательности 
лежат в этом круге (рис. 16). В случае п = 3 сходимость после¬ 
довательности точек (х*™)} пространства к точке хеК^ озна¬ 
чает, что, каков бы ни был обычный трехмерный шар с цент¬ 
ром в точке X, начиная с некоторого номера, зависящего от ра¬ 
диуса шара, все члены данной последовательности лежат в 
этом шаре. 

Как и в случае числовых последовательностей, можно 
сказать, что Иш х*™) = х, х^'^^еД", т = 1, 2, ... , если всякая 


/ ^(т) \ 


/ .* \ 



Рис. 16 


е-окрестность точки х содержит по¬ 
чти все точки данной последова¬ 
тельности, т. е. все, за исключени¬ 
ем конечного их множества. 

Понятие предела последователь¬ 
ности {х*'")} точек пространства Д" 
может быть сведено к понятию пре¬ 
дела числовых последовательностей 
координат точек х*™), т = 1, 2, ... . 
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ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы последовательность х*™* = 
= ... , т = 1, 2, ... , сходилась к точке х = 

= (х-^, ... , хДеК", необходимо и достаточно, чтобы 


Иш = X;, і=\,2,...,п. (35.13) 

Доказательство. Докажем необходимость условия (35.13). 
Пусть Ііт x^'"^^ = X. Зафиксируем произвольное е > 0; тогда, со- 

оо 

гласно (35.12), суіцествует такое т^, что при всех т > т^ выпол¬ 
няется включение х*'")еР(х; е), т. е. для любого і = 1, 2, ... , п 
и при т> т^ справедливо неравенство Іх!"*^ — х^ < е, а это и озна¬ 
чает, что Ит х*"*) = X;, і = 1, 2, ... , п. 

Докажем достаточность условия (35.13). Пусть = 

= X;, і = 1, 2, ... , п, и Р(х; е^, ... , е„) — заданная прямоуголь¬ 
ная окрестность точки х. Тогда для каждого > 0 (і = 1, 2, ... , п) 
существует такой номер = т^ (е^), что для всех т > ті вы¬ 
полняется неравенство 


|х(™) 


- х\ < к. 


і = 1 , 2 , 


п. 


(35.14) 


Обозначим через т^ наибольший из номеров т^, ... , т„, т. е. 
т^ = тах {нг^, ... , тД', тогда при т > т^ и всех і = 1 , 2 , ... , п бу¬ 
дут одновременно выполнены условия (35.14) и, следовательно 
(см. (35.7)), при т > т^ имеем включение х('")еР(х; е^, ... , гД, 

что и означает, согласно (35.12), что Ит х^'"'= х. □ 


Из теоремы 1 и свойств пределов числовых последователь¬ 
ностей следует, что если последовательность точек имеет пре¬ 
дел, то он единствен, и что всякая подпоследовательность схо¬ 
дящейся последовательности сходится к тому же пределу, что 
и вся последовательность. 


УПРАЖНЕНИЕ 3. Сформулировать и доказать необходимое и достаточ¬ 
ное условие сходимости последовательности точек пространства й'*, ана¬ 
логичное критерию Коши для числовых последовательностей. 


Определение 9. Множество X і?" называется ограничен¬ 
ным, если существует п-мерный куб Р{0; а) с центром в на¬ 
чале координат О такой, что X Р(0; а). 

Согласно лемме 2, можно дать еще одно эквивалентное 
предыдущему определение ограниченного множества. 
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Определение 9'. Множество X ^ Д" называется ограничен¬ 
ным, если существует п-мерный шар 1/{0; е) такой, что 
X с ЩО; е). 

Определение 10. Последовательность точек К", т = 

= 1, 2, ... , называется ограниченной, если множество ее 
значений, т. е. множество : т = 1, 2, ...}, ограничено в 
пространстве Д". 

Если последовательность х*"®) = (х*'”*, ... , х^™'), т = 1, 2, ... , 
сходится, то она ограничена, ибо каждая из координатных после¬ 
довательностей х\’^\ т= 1,2, ... (і фиксировано, і = 1, 2 , ... , п) в 
этом случае также сходится и, значит, ограничена. 

ТЕОРЕМА 2. Из любой ограниченной последовательности 
точек пространства Д" можно выделить сходящуюся подпос¬ 
ледовательность. 


Эта теорема, как и в одномерном случае, обычно называет¬ 
ся теоремой Больцано — Вейерштрасса. 

Доказательство. Пусть задана ограниченная последова¬ 
тельность точек х^™* = (х*'”^ ... , х^™'), т = 1 , 2 , ... , пространст¬ 
ва Д". Тогда, согласно определению 9, существует такой куб 
Р{0; а), что при всех т = 1, 2, ... , выполняется включение 

х*™)еР( 0 ; а), а следовательно, и включения х^'"^е(-а, а), т. е. 

каждая из п координатных числовых последовательностей {х^'”*}, 
і = 1, 2, ..., п также ограничена. Поэтому, по теореме Больцано— 
Вейерштрасса (см. п. 4.6) последовательность {х^™*} содержит 
сходящуюся подпоследовательность; пусть это последователь- 

ность х^ ^ , = 1, 2, ... . Последовательность {хз ^ }, как под¬ 

последовательность последовательности {х^™*}, также ограничена 
и поэтому содержит сходящуюся подпоследовательность. Пусть 

^"^к к ' 

ЭТО последовательность Хз ^ , к 2 = 1, 2, ... . Последователь- 


ность {х^ }, как подпоследовательность сходящейся после- 

^"^к \ 

довательности {х^ і }, очевидно, также является сходящейся. 
Продолжая этот процесс, через п шагов получим п сходящихся 


{т 


ЧИСЛОВЫХ последовательностей х. 


к.^,к2, -^-ук 


, і = 1, 2, 


, п. 


каждая из которых является подпоследовательностью соответ- 
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ственно последовательности Тогда (теорема 1) последова- 


. к ) , . к > 

тельность точек х ^ ^ ^ , 


. к ' 

Хп 1 ’ ' " ) 


пространства Д" будет также сходяп];ейся. □ 

Аналогично одномерному случаю, предел подпоследова¬ 
тельности последовательности точек /г-мерного пространства 
называется частичным пределом. Теорема 2 показывает, что 
множество частичных пределов ограниченной последователь¬ 
ности точек из і?" всегда не пусто. 

Иногда бывает удобно рассматривать последовательности 
точек, стремящиеся к бесконечности. 

Определение 11. Лосле^ователькость точек Д", т = 

= 1, 2, ... , называется стремящейся к бесконечности, если 
расстояние ее членов от начала координат О = (О, О, ... ,0) 
стремится к бесконечности, т. е. если 

Ипі Ых^'^\ О) =+00. (35.15) 

в этом случае пипіут Ііт = оо. Для любого не Д", в сп- 

лу неравенства треугольника р(х<™). О) < р(х<'">, а) + р(а. О), 
справедливо неравенство 

р(х('"), а) > р(х(™). О) - р(а. О), (35.16) 

и при выполнении (14.15) Ипі р(х('">, а) = -Ьоо^ т. е. если 

т ^ оо 

Игл = оо, то расстояния от точек последовательности {х(™Н 
ДО любой фиксированной точки аеК'^ стремятся к бесконечности. 


УПРАЖНЕНИЯ. 4. Последовательность Д", т = 1, 2, ..., называет¬ 
ся неограниченной, если множество ее значений не ограничено. Дока¬ 
зать, что всякая неограниченная последовательность точек л-мерного 
пространства содержит подпоследовательность, стремящуюся к беско¬ 
нечности. 

5. Для того чтобы последовательность ..., х^”**), т= 1, 2, ..., 

стремилась к бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы существо¬ 
вал номер і, для которого 

Ііт х(/”> = оо 
т ^ оо 

По аналогии со случаем прямой, бесконечность оо называ¬ 
ется также и бесконечно удаленной точкой /х-мерного про¬ 
странства. В отличие от случаев прямой, на которой имеется 
два направления и поэтому можно ввести понятия бесконеч¬ 
ностей со знаком, для пространства Д", п> 1, вводится только 
бесконечность без знака. 
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35.2. Различные типы множеств 


В настоящем пункте рассматриваются вспомогательные для 
дальнейшего изложения математического анализа вопросы, 
связанные с геометрией п-мерного пространства. 

Определение 12. Пустъ X — некоторое множество точек 
евклидова пространства Д”. Точка хвХ называется внут¬ 
ренней точкой этого множества {относительно пространст¬ 
ва Д"), если существует е-окрестностъ этой точки, содержа¬ 
щаяся в множестве X, т. е. существует такое е > О, что 
Щх; е) с X 

Совокупность внутренних точек множества называется 
его внутренностью. Внутренность множества X обозначает- 

X * 

іы • 

УПРАЖНЕНИЕ 6. Если пересечение X П У, X ^ В'^, У <= К", содержит хотя 
бы одну точку, являющуюся внутренней как для множества X, так и для 
множества У, то множество внутренних точек пересечения X П У не пусто. 

Определение 13. Множество, каждая точка которого являет¬ 
ся его внутренней точкой {относительно рассматриваемого 
пространства Д"), называется открытым множеством. 

Таким образом, открытыми являются множества, которые 
совпадают со своими внутренностями. 

Мы уже встречались с понятиями внутренней точки и от¬ 
крытого множества в случае плоских множеств (см. п. 27.1). 

Следует иметь в виду, что одна и та же точка одного и того 
же множества может быть его внутренней точкой относитель¬ 
но одного пространства, содержащего это множество, и не быть 
внутренней точкой рассматриваемого множества относительно 
другого пространства, также содержащего это множество. Рас¬ 
смотрим, например, пространство И^у, т. е. плоскость с неко¬ 
торой фиксированной системой декартовых координат, кото¬ 
рые будем обозначать л; и у. Ось Ох этой плоскости, как всякая 
числовая ось, является евклидовым пространством Д^. Каж¬ 
дая точка какого-либо интервала (а, Ъ) этой оси, т. е. множество 
точек {{х, уУ. а < X < Ъ, у = 0) плоскости Я^у, является внутрен¬ 
ней точкой этого интервала относительно указанного простран- 


* іні; — начало латинского слова іЩегіог — внутренний. 
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ства КІ (оси Ох) и не является внутренней 
точкой этого интервала относительно всей 
плоскости К^у. Таким образом, интервал 
(а, Ь) является открытым множеством про¬ 
странства и не является открытым мно¬ 
жеством пространства К^у. 

Важный класс открытых множеств ус¬ 
танавливается следующей леммой. 



Рис. 17 


ЛЕММА 3. Всякая е-окрестностъ 17(х; е) 

любой точки хеі?" является открытым множеством. 


Доказательство. Пусть задана некоторая окрестность 
Щх; е) и пусть і/е ?7(х; е). Положим 

8 = е - р(і/, х) (35.17) 

и покажем, что П(у; 8) ^ ?7(х; е) (рис. 17). 

Если зе П(г/; 8) и, значит, р( 2 ; у) < 8, то, применив неравен¬ 
ство треугольника и (35.17), получим 

р( 2 , х) < р( 2 , у) + р(у, х)<8 + р(у, х) = е, 

т. е. 2е17{х; е). Так как 2 — произвольная точка множества 
Ѵ{у; 8), то это означает, что 17(у; 8) ^ 17(х; е). □ 

На примере доказательства этой леммы хорошо видно, как, 
используя для наглядности плоский чертеж, можно проводить 
доказательства в /г-мерном пространстве. 

Открытые множества пространства К'^ будем обозначать, 
как правило, буквой О. Пустое множество будем по определе¬ 
нию считать открытым. 

УПРАЖНЕНИЯ. 7. Доказать, что внутренность всякого множества яв¬ 
ляется открытым множеством. 

8. Доказать, что прямоугольная окрестность точки является открытым 
множеством. 


ЛЕММА 4. Пересечение конечного числа, так же как и объ¬ 
единение любой совокупности открытых множеств, явля¬ 
ется открытым множеством. 

Доказательство. Пусть С^, О^, ... , — открытые мно- 

к 

жества пространства Д". Если их пересечение П ^ <7^ — пустое 
множество, то оно, согласно договоренности, является откры- 
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тым. Если же указанное пересечение не пусто и хе Л ^ б'у, то, в си¬ 
лу открытости множеств для каждого ] = 1, 2, , к сущест¬ 

вует такое > О, что 17(х, е^) с О^. Полагая е = тіп {е^, ... , е^^}, по¬ 
лучим, что для каждого у справедливо включение и(х, е) с С^ 

к 

а = 1, 2, ... , к). Следовательно, 11{х, е) ^ .П^ т. е. точка х 

к 

является внутренней для пересечения О^. Поскольку х — 

произвольная точка этого пересечения, оно является откры¬ 
тым множеством. 

Пусть теперь дана произвольная система открытых множеств 
{(?„}, аеШ, где Ш — некоторое множество индексов жО = 
Покажем, что Ѳ — открытое множество. Действительно, какова 
бы ни была точка хе С, существует такой индекс ацеЩ., что 
хеС„^. Поскольку — открытое множество, найдется такое 
е > О, что П(х; е) с . Но тогда П(х; ^ т. е. х — 

внутренняя точка множества Ѳ и, значит, это множество 
открыто. □ 

Очень удобным оказывается следующее определение. 

Определение 14. Всякое открытое множество, содержащее 
точку, называется ее окрестностью. 

Окрестность точки х будем, как правило, обозначать че¬ 
рез II = ІІ(х), быть может, с теми или иными индексами, а 
иногда, как и в одномерном случае, другими буквами, напри¬ 
мер V, Ж. 

Пересечение двух открытых множеств снова является от¬ 
крытым множеством (лемма 4). Поэтому пересечение двух ок¬ 
рестностей точки также является ее окрестностью. 

Замечание. Во всякой окрестности ІІ(х) точки х, оче¬ 
видно, содержится как сферическая, так и прямоугольная ок¬ 
рестность этой точки. Далее, если окрестность точки пони¬ 
мать в смысле определения 14, то точка х является пределом 
последовательности {х*'")} тогда и только тогда, когда для каж¬ 
дой ее окрестности 1/(х) существует такой номер т^, что для 
всех т > т^ выполняется включение х('"*е 1/(х). 

Определение 15. Точка xеК'^ называется точкой прикоснове¬ 
ния множества X Д", если любая окрестность этой точ¬ 
ки содержит по крайней мере одну точку множества X. 
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Очевидно, что каждая точка множества X является его 
точкой прикосновения, ибо всякая окрестность точки хеХ со¬ 
держит саму точку X. Вместе с тем могут, конечно, суп];ество- 
вать и точки прикосновения данного множества, не принадле- 
жап];ие ему (например, концы интервала на прямой являются 
его точками прикосновения). 

УПРАЖНЕНИЕ 9. Доказать, что, для того чтобы точка хе В’' была точ¬ 
кой прикосновения множества X ^ й", необходимо и достаточно, чтобы 
существовала последовательность точек х^"'^еХ, т= 1, 2, ... , такая, что 

Ііт ж*'") = X. 

т ^ оо 

Определение 16. Хслн у точки хвХ существует окрест¬ 
ность, не содержащая никаких других точек множества X, 
кроме самой точки х, то эта точка называется изолиро¬ 
ванной точкой множества X. 

Определение 17. Точка хеД" называется предельной точ¬ 
кой множества X, если любая окрестность точки х содер¬ 
жит по крайней мере одну точку множества X, отличную 
от X. 

Очевидно, что предельная точка множества является и его 
точкой прикосновения. 

Определение предельной точки удобно сформулировать 
с помоп];ью понятия проколотой окрестности точки га-мерного 
пространства, которое вводится по аналогии со случаем число¬ 
вой прямой. 

Определение 18. Проколотой окрестностью точки 

называется всякое множество, получающееся уда¬ 
лением точки из некоторой окрестности этой 

точки: 

Используя термин проколотой окрестности, предельную точ¬ 
ку множества можно определить как точку, любая проколотая 
окрестность которой пересекается с данным множеством (в то 
время как у точки прикосновения любая ее (целая) окрестность 
обязана пересекаться с рассматриваемым множеством). 

Мы уже встречались с понятиями точек прикосновения, 
предельных и изолированных в одномерном случае (см. п. 5.4 
и 5.5). Напомним некоторые их свойства. 
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у всякой точки прикосновения множества X либо сущест¬ 
вует окрестность, содержащая лишь одну точку из X (в этом 
случае этой точкой является сама точка Хд), либо такой окрест¬ 
ности нет, т. е. в каждой окрестности точки имеется по край¬ 


ней мере две точки множества X (следовательно, по крайней ме¬ 
ре одна из них отлична от Хц). Поэтому всякая точка прикосно¬ 
вения множества X является либо его изолированной точкой, 
либо его предельной точкой (в последнем случае она может как 
принадлежать, так и не принадлежать самому множеству). 

Если х<°' — предельная точка множества X Д", то сущест¬ 
вует последовательность точек х^^^еХ таких, что Ііт х(™) = х(°\ 


х(т') ^ ^(т) 5 ^ ^( 0 )^ да 5 ^ да'^ теХ, т'еХ, т. е. последовательность 
{х*'")} состоит из различных точек множества X, отличных от 
точки х(°), и сходится к этой точке. В самом деле, поскольку 
х(0) — предельная точка множества X, для окрестности Щх^^\ 1) 
существует точка (обозначим ее через х^^*) такая, что х*^*е 


Е П(х<°), 1) П X и х(^> ^ х(°). Пусть 8^ = тіп ||, р(х(‘’), х<^*)|. Для 

окрестности П(х<°), 8^) найдется такая точка (обозначим ее через 
х(2)), что х<^)е П(х<°), 8) П X, х^ 5^ х*°\ ясно, что х<^> 5^ х^^*. Продол¬ 


жая этот процесс, мы получим искомую последовательность. 

Из доказанного следует, что любая окрестность предель¬ 
ной точки множества содержит бесконечно много точек этого 
множества (ими, например, являются точки построенной вы¬ 
ше последовательности). 


Пример. Пусть п = 1, X = (0, 1) — интервал. Каждая точ¬ 
ка отрезка [0, 1] является точкой прикосновения и предель¬ 
ной точкой множества X, при этом точки 0 и 1 не принадле¬ 
жат самому множеству X. Если X = [0, 1] — отрезок, то мно¬ 
жество точек прикосновения множества X совпадает с самим 
множеством. Наконец, если множество X состоит из интерва¬ 
ла (0, 1) и точки 2, т. е. X = (0, 1) и {2}, то точка 2 является его 
изолированной точкой, а множеством его точек прикоснове¬ 
ния является множество [0,1] и {2}. 

Определение 19. Совокупность всех точек прикосновения 
множества X Д" называется замыканием множества X и 


обозначается X. 


Как уже отмечалось, каждая точка множества X является 
его точкой прикосновения, поэтому 

Хс X. (35.18) 
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Определение 20. Множество X называется замкнутым, если 
X = X, т. е. если оно содержит все свои точки прикосновения. 

Например, при га = 1 интервал (0, 1) не является замк¬ 
нутым множеством, а отрезок [0, 1] — замкнутое множест¬ 
во. Пустое множество будем считать по определению замкну¬ 
тым. 

Все пространство и пустое множество являются одновре¬ 
менно замкнутыми и открытыми в і?" множествами (проверь¬ 
те это). Можно показать, что в пространстве Д" не суп];ествует 
других одновременно замкнутых и открытых множеств. 

Всякая точка прикосновения множества является либо его 
предельной, либо его изолированной точкой, а изолированная 
точка, в силу своего определения, принадлежит множеству, 
поэтому требование принадлежности каждой точки прикосно¬ 
вения к множеству эквивалентно требованию принадлежнос¬ 
ти к этому множеству каждой его предельной точки. Иначе 
говоря, множество замкнуто тогда и только тогда, когда 
оно содержит все свои предельные точки. 

УПРАЖНЕНИЯ. 10. Доказать, что из включения X <= У следует включе¬ 
ние X с= У. 

11. Пусть X <= й* ^ й'*. Доказать, что хе й'* является точкой прикосновения 
множества X в пространстве й" тогда и только тогда, когда она принадле¬ 
жит пространству й* и является в нем точкой прикосновения множества X. 
Отсюда следует, что множество X является замкнутым множеством про¬ 
странства й* тогда и только тогда, когда оно является замкнутым множест¬ 
вом пространства й". Таким образом, свойство множества быть замкнутым 
в некотором пространстве й" является «внутренним» свойством этого мно¬ 
жества, т. е. свойством, которое не зависит от выбора пространства й", в ко¬ 
тором лежит рассматриваемое множество. Как было отмечено выше, свой¬ 
ство множества быть открытым не является «внутренним» свойством в 
указанном смысле, одно и то же множество может быть открытым в одном 
пространстве й" и не быть открытым в другом. 

Отметим очевидное свойство замкнутых множеств: 

Если Е — замкнутое множество, а {х*'"*} — сходящаяся 
последовательность, все члены которой принадлежат мно¬ 
жеству Е: х^'^'>€.Е, гаг = 1, 2, ... , то ее предел также прина¬ 
длежит множеству Е. 

Действительно, если хО) = Ит то из определения 

предела последовательности точек следует, что в любой ок¬ 
рестности точки хО) имеются точки данной последовательнос¬ 
ти (и, более того, там лежат почти все точки последователь- 
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ности, т. е. все, за исключением конечного их множества), яв¬ 
ляющиеся, по предположению, и точками множества Р. 
Таким образом, точка является точкой прикосновения 
множества-Р, и так как Р — замкнутое множество, то 
ЛЕММА 5. Точка прикосновения замыкания множества яв¬ 
ляется и точкой прикосновения самого множества. 

СЛЕДСТВИЕ. Замыкание всякого множества является зам¬ 
кнутым множеством. 

Доказательство леммы. Пусть X К'^, X — замыка¬ 
ние множества X ш х — точка прикосновения множества X, 
т. е. хе X. Покажем, что хе X. 

Из условия хеХ следует, что любой окрестности II = 1/{х) 
точки X принадлежит хотя бы одна точка у множества X: 
уеіі П X. Поскольку II, как всякая окрестность, является 
открытым множеством, она является и окрестностью содер¬ 
жащейся в ней точки у. Но уе X, следовательно, в любой ок¬ 
рестности точки у, в частности в II, имеется точка 2 из множе¬ 
ства Х\ геѴ Ѵ\ X. 

Итак, в любой окрестности II точки хе X имеется точка из X. 
Это означает, что х является точкой прикосновения множест¬ 
вах: хеХ. □ 

Доказательство следствия. В лемме 5 доказано, что 

ХсХ, 

и так как, согласно (35.18), X ^ X, то 

Х = Х. (35.19) 

Примеры. 1. Всякий п-мерный шар 

я^=\х = (х^, ... , х„): ^іx^ - а^)^ < г2 I (35.20) 

является открытым множеством (см. лемму 1), поэтому его часто 
называют также п-мерным открытым шаром. Множество же 

я’' =\х = (Хр ... , х„): (Х; - а^У‘ < |, (35.21) 

замкнуто, так как нестрогие неравенства сохраняются при пре¬ 
дельном переходе. Оно является замыканием открытого шара 
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и называется п-мерным замкнутым шаром. В случае п = 2: 

— открытый круг, — замкнутый круг; в случае п = 1: 

— интервал, — отрезок. 

2. Замкнутый піар получается из открытого шара 
присоединением к нему множества 

|д: = (х^, ... , х„): - а^у■ = 

называемого (п - 1)-мерной сферой радиуса г с центром в 
точке а = (а^, ... , а„) и обозначаемого 5" ^ В случае п = 2 
множество 5^ — окружность, в случае п = 1 множество 5® — 
пара точек. 

Сфера 

)2 = г2| (35.22) 

также служит примером замкнутого множества (почему?). 

Заметим еіце, что га-мерный шар радиуса 1 с центром в на¬ 
чале координат обычно называется п-мерным единичным ша¬ 
ром (замкнутым или открытым), а (п — 1)-мерная сфера ра¬ 
диуса 1 с центром в начале координат — (п - 1)-мерной еди¬ 
ничной сферой. 

3. Всякий п-мерный параллелепипед 

рп = рп 5^, , 5^ = {х: \x^ - а;| < 8;, і = 1, 2, ... , п} 

х = (Хі, ... , х„), а = (а^, ... , а„) 

является, как это уже отмечалось (см. упражнение 7), откры¬ 
тым множеством, поэтому его называют также /г-мерным от¬ 
крытым параллелепипедом. Его замыкание 

Рц {х, ^ 8^, і 1, 2, ... , н} 

является замкнутым множеством и называется п-мерным 
замкнутым параллелепипедом. В частности, замыкание от¬ 
крытого куба ^^ = {х: \x^ - а^ < Ъ, і = 1, 2, ... , п) называется 
замкнутым кубом. 

Определение 21. Для всякого множества X ^ Е'^ множест¬ 
во Е"'\Х называется его дополнением в пространстве Е’^ 
(см. п. 1.1). 


5 " ^ = \х = {хі, , х^: '^{x^-а^ 

І = 1 
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ЛЕММА 6. Для того чтобы множество было открытым, не¬ 
обходимо и достаточно, чтобы его дополнение было замкну¬ 
тым. 

Доказательство необходимости. Пусть 0 — откры¬ 
тое множество. Тогда никакая точка хе С не является точкой 
прикосновения его дополнения Р = К’^\С, так как множество О, 
будучи открытым, является окрестностью точки х и не содер¬ 
жит точек множества Р. Следовательно, все точки прикоснове¬ 
ния множества Р содержатся в Р, что и означает замкнутость 
множества Р. 

Доказательство достаточности. Пусть Р — зам¬ 
кнутое множество, О = К'^\Р ш хе С. В силу замкнутости Р, 
точка X не является его точкой прикосновения, поэтому су- 
ш,ествует ее окрестность 11{х), не пересекающаяся с множест¬ 
вом Р и, следовательно, такая, что 17{х) С. Таким образом, 
любая точка множества Ѳ является внутренней, т. е. О от¬ 
крыто. □ 

СЛЕДСТВИЕ 1. Множество замкнуто тогда и только тог¬ 
да, когда его дополнение открыто. 

Это сразу следует из леммы 6, так как если множество В 
является дополнением множества А в Д", т. е. В = Д"\А, то 
и, наоборот, множество А является дополнением В в Д": 
А = К'^\В. 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пересечение любой совокупности и объедине¬ 
ние конечного числа замкнутых множеств являются зам¬ 
кнутыми множествами. 

В самом деле, пусть Р^ — замкнутые множества, тогда, по 
лемме 6, множества = К’^\Р^, аеШ, являются открытыми. 
Согласно формуле (1.1) (см. том 1), имеем 

пд„ = д(дпс„) = дпис„. 

Множество по лемме 4, открыто как объединение откры¬ 
тых множеств. Следовательно, его дополнение ПД„ = Д"\иС„, 
согласно лемме 6, замкнуто. 

Аналогично с помощью формулы (1.2) доказывается зам¬ 
кнутость объединения конечного числа замкнутых мно¬ 
жеств. □ 

УПРАЖНЕНИЕ 12. Доказать, что если С — открытое множество, а Е — 
замкнутое, О <= Я'^, Е <= Д", то 0\Р — открытое множество. 
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ЛЕММА 7. Пустъ X и У — замкнутые непустые непересе- 
кающиеся множества из і?" и множество X ограничено', 
тогда существует такое число д > О, что для любых двух 
точек х€іХ и уеУ выполняется неравенство р(х, у) > д. 

Доказательство. Допустим, что такое число д не су¬ 
ществует. Тогда для любого т = 1, 2, ... существует пара то¬ 
чек х*'’^^еХ и у^'^'>еУ таких, что р(х('”), < —. Поскольку 

X — ограниченное множество, из последовательности {х*™*} 
можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
Пусть Ііт X*”*** = х(®>. В силу замкнутости множества X, име- 

/г оо 

ем х^'^'е X. Из неравенства 


р(х(‘’), < р(х(°), + р(х*™** 


< р(х(®), X 





следует, что ^Іін^ р(х(‘'\ = 0. Поэтому точка х^**) является 

точкой прикосновения множества У и, в силу его замкнутос¬ 
ти, х<°)еУ. Таким образом, х(®)еХ и х<°>еУ, а это противоречит 
тому, что X и У не пересекаются. □ 

Определение 22. Для двух множеств X и У величина 


р(Х, У) = іп^ р(х, у) 

X & X, у & У 

называется расстоянием между X и У. В частности, если 
X состоит из одной точки х, то р(Х, У) = р(х. У) называет¬ 
ся расстоянием от точки х до множества У. 

Применяя этот термин, лемму 7 можно сформулировать 
следующим образом. 

Если два замкнутых непустых множества не пересека¬ 
ются и по крайней мере одно из них ограничено, то расстоя¬ 
ние между ними положительно. 

Удобным является не только понятие окрестности точки, 
но и понятие окрестности множества. 

Определение 23. Всякое открытое в Е" множество С, содер¬ 
жащее множество X і?", называется окрестностью мно¬ 
жества X и обозначается П(Х). 

Объединение г-окрестностей всех точек множества X 
называется е-окрестностъю этого множества и обознача¬ 
ется 17(Х; е). 
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Таким образом. 


ЩХ, е)=и^Щх; е). 

Очевидно, е-окрестность множества, являясь суммой е-ок- 
рестностей точек данного множества, являющихся открытыми 
множествами, также является открытым множеством и, сле¬ 
довательно, его окрестностью. 

В терминах окрестностей множеств лемму 7 можно пере¬ 
фразировать следующим образом. 

Если два непустых замкнутых множества не пересека¬ 
ются и по крайней мере одно из них ограничено, то они име¬ 
ют непересекающиеся е-окрестности. 

В самом деле, если X и У — непустые замкнутые множест¬ 
ва и X ограничено, то, согласно лемме 7, расстояние между 

НИМИ больше нуля: д = р(Х, У) > О — и достаточно взять, на¬ 
пример, ^ = |- 

УПРАЖНЕНИЯ. 13. Привести пример двух непересекающихся непус¬ 
тых замкнутых множеств, расстояние между которыми равно нулю. 

14. Доказать, что два любых непересекающихся непустых замкнутых 
множества имеют непересекающиеся окрестности. Привести пример 
двух непустых непересекающихся множеств, у которых нет непересе¬ 
кающихся окрестностей. 

ЛЕММА 8. Если Е — замкнутое множество, Е Д", х и 
р(л:, Е) = д, то существует такая точка у^Е, что р(х, у) = д. 

Доказательство. Если р(х, Е) = іп:Е р{х, у) = й, то для 

уе Р 

любого т = 1, 2, ... найдется такая точка у^'^^вЕ, что р(л:, < 

< с? -Ь —. Очевидно, для каждого т справедливо включение 
т 

Щх, д -Ь 1), поэтому последовательность {г/*™*} ограничена 
и, следовательно, из нее можно выделить сходящуюся подпос¬ 
ледовательность {у*™**}. Пусть Ит = уО). В силу замкну- 

Н —^ 

тости множества Е, имеем у^^’^е Е, далее, 

р{х, уО)) < р(х, -Ь рСу^'"*^ у^)<д + ^ + р(у^'”*\ у(°)). 

Переходя здесь к пределу при к ^ оо, получим р(х, уц) < д. 
С другой стороны, р{х, ур) > р(х, Е) = д, следовательно, 
р(х, у(°)) = д.и 
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Определение 24. Точка хе і?" называется граничной точкой 
множества X Д", если в любой ее окрестности существуют 
точки, как принадлежащие множеству X, так и не принадле¬ 
жащие ему. 

Совокупность всех граничных точек множества X назы¬ 
вается его границей и обозначается ЭХ. 

Очевидно, что граничная точка множества является и его 
точкой прикосновения: ЭХ ^ X, но не является его внутрен¬ 
ней точкой: ЭХ П = 0. 

Каждая точка множества является либо его внутренней 
точкой, либо граничной, при этом множество может не содер¬ 
жать все или некоторые граничные точки: 

хсхі„,иэх. 

Каждая точка замыкания X множества X также является 
либо внутренней, либо граничной точкой самого множества X, 
но его замыкание X содержит в себе уже все граничные точки 
множества: ЭХ X. Поэтому X = Х^^^^ У ЭХ. 

Справедливо, конечно, и равенство X = X У ЭХ, но в нем 
слагаемые правой части равенства, вообп];е говоря, пересека¬ 
ются. Они не пересекаются тогда и только тогда, когда множе¬ 
ство X является открытым. В самом деле, если множество от¬ 
крыто, то каждая его точка является внутренней и, тем са¬ 
мым, не принадлежит его границе. 

Отметим еще, что граница всякого множества является 
замкнутым множеством. Действительно, в окрестности точки 
прикосновения границы имеется точка самой границы, поэто¬ 
му в этой окрестности есть как точки, принадлежащие множе¬ 
ству, так и не принадлежащие ему. 

Примеры. Пусть п = 2, X = ^‘^ = {(х^, Хз): -Ь х| < 1} — 

открытый круг. Любая точка окружности 
5^ = {(х^, Х 2 ): х^ -Ь х| = 1} 

является граничной точкой множества X, и других гранич¬ 
ных точек нет, т. е. 5^ = ЭХ. В этом случае граница множества 
X не принадлежит ему. 

Пусть X = ^^ — замкнутый круг, и в этом случае окруж¬ 
ность 5^ также является границей для X, причем теперь ЭХ X. 

Наконец, если X = 5^ — окружность, то каждая точка мно¬ 
жества X является его граничной точкой и других граничных 
точек нет, т. е. X = ЭХ. 
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Вообще, (га - 1)-мерная сфера (35.22) является границей 
как га-мерного открытого шара (35.20), так и замкнутого 
(35.21), а также совпадает со своей собственной границей (по¬ 
чему?). 

УПРАЖНЕНИЕ 15. Доказать, что, для того чтобы множество Х >= Д" 
было замкнутым, необходимо и достаточно, чтобы ЭХ >= X. 

В дальнейшем понадобится еще понятие кривой в га-мерном 
пространстве. Обобщим данное выше определение кривой в трех¬ 
мерном пространстве как класса эквивалентных путей. Пред¬ 
варительно заметим, что отображение х{і) = (л;^(^), ... , х„(і)) 

отрезка [а, Ь] в пространство і?" называется непрерывным, ес¬ 
ли все числовые функции ... , х^^І) непрерывны на отрез¬ 

ке [а, 5]. 

Определение 25. Непрерывное отображение отрезка в про¬ 
странство і?" называется путем в этом пространстве. 

Два пути x{^)еК'^, а < і < Ь, и у(т)еК", а < х < (3, называ¬ 
ются эквивалентными, если существует такая непрерыв¬ 
ная строго монотонная числовая функция і = ф(х), а < х < |3, 
отображающая отрезок [а, (3] на отрезок [а, б], что для 
всех хе [а, (3] выполняется равенство 

л:(ф(х)) = і/(х). 

Класс эквивалентных путей в пространстве і?" называ¬ 
ется кривой в этом пространстве. 

Все изложенное в п. 16.1 и 16.2 о кривой в трехмерном 
пространстве естественным образом переносится на случай 
произвольного га-мерного пространства. 

Для дальнейшего является важным также понятие пря¬ 
мой в га-мерном пространстве. 

Определение26. Лусгаіь = (х^®*, ... , х*^°*)еД и а^, ... , а„ — 

п 

некоторые фиксированные числа ^ Щ > 0. Множество то- 

і = 1 

чек X = (х^, ... , хД пространства Д", координаты которых 
представимы в виде 

X; = х?°^-Ь і=1,2, ...,га, -оо<і<-|-оо, 

называется прямой в пространстве Д", проходящей через 
точку х^^’І 
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Очевидно, что в случае п = 3 получается прямая в обычном 
трехмерном пространстве, а (а^, аз, ад) является направляю- 
ш,им вектором этой прямой. 

Часть прямой, соответствующая изменению параметра і в не¬ 
котором отрезке \і', і"], называется отрезком в пространстве і?". 
Точки х' и х” этого отрезка, соответствующие значениям пара¬ 
метра і' и і", называются его концами, и рассматриваемый отре¬ 
зок обозначается [х', х"]. Расстояние р(х', х") между концами от¬ 
резка называется его длиной. 

Часть прямой, соответствующая изменению параметра і 
в бесконечном промежутке числовой оси, называется лучом 
в пространстве Д". 

Если даны две различные точки (х[, ... , х'^) и (х^, ... , х"), 
то уравнение прямой, проходящей через эти точки, имеет вид 

х^ = х'^ + ({х" - х\)і, і = 1, 2, ... , га, -оо <^<- 1 - 00 . 

Пример. Пусть а = (а^, ... , а^еК'^, <і> О и 

= {х = (х^, ... , х„): аі< x^< аі + (1, і = 1, 2, ... , га} 

— га-мерный открытый куб. Каждая точка вида (а^ + е^сі, ... 
... , + е„с?), где е^, і = 1, 2, ... , га, могут принимать только 

значения О и 1, называется вершиной как открытого куба 

так и его замыкания, т. е. замкнутого куба Ѳ". Две вершины 
куба, которые отличаются только значением одного е^, назы¬ 
ваются соседними. Отрезок, соединяющий соседние вершины 
куба, называется его ребром. Длина ребра куба следова¬ 
тельно, и куба О” равна (і. Две вершины куба, у которых все 
значения различны, называются противоположными. Отре¬ 
зок, соединяющий противоположные вершины куба, называ¬ 
ется его диагональю; ее длина равна (і4п. Нетрудно убедить¬ 
ся, что 

(іл/га = вир р(х, у) = вир р(х, у). 

х,у^Я^ X, 

Определение 27. Мкожесгаіво X ^ К'^, любые две точки кото¬ 
рого можно соединитъ целиком лежащей в нем непрерывной 
кривой, называется линейно связным*. 


* Кроме понятия линейной связности существует понятие связности 
множества, которое будет рассмотрено в § 57. 
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Иначе говоря, множество X называется линейно связным, 
если, каковы бы ни были точки хеХ и х"еХ, существует не¬ 
прерывная кривая х(і) = {х0): а <, і < Ь} такая, что ее началом 
является точка х', т. е. х(а) = х', концом — точка х", х{Ъ) = х", 
и все точки этой кривой принадлежат множеству X: л;(і)еХ 
для всех іе [а, Ь]. 

Примерами линейно связных множеств являются точка, 
отрезок, а примером линейно несвязного множества — пара 
различных точек. 

ЛЕММА 9. Если линейно связное множество пересекается с 
некоторым множеством и с его дополнением в Д", то оно 
пересекается и с границей этого множества. 

Доказательство. Пусть X — линейно связное множество 
X У — некоторое множество, У Д”, и пусть пересечения 

X П У и X П (Д"\У) не пусты. Пусть X П У и х^-^^е X П (Д"\У). 
Поскольку X — линейно связное множество, существует такая 
непрерывная кривая х{і), а ^ і < Ь, что х(а) = х(Ь) = х^^^ 
и х(і)еХ для всех іе[а; б]. Обозначим через х верхнюю грань 
тех іе[а, Ь], для которых х{і)вУ. Очевидно, а < х < Ь. В лю¬ 
бой окрестности точки х(х) содержатся как точки, принад¬ 
лежащие У, так и не принадлежащие У (почему?). Следо¬ 
вательно, л:(х)е ЭУ. Поскольку х(х)е X, пересечение ЭУ П X не 
пусто. □ 

Определение 28. Открытое линейно связное множество назы¬ 
вается областью*. 

Примеры. В случае п = 1 всякий интервал является об¬ 
ластью, а множество, состоящее из двух (или более) попарно не- 
пересекающихся интервалов (рис. 18), хотя и представляет со¬ 
бой открытое множество, не является областью. 

' X X ^ ' X 

•л: \ / \ 

\ I \ 

I \ I 

/ \ У’ / 

_ X X _^ X 

Рис. 18 Рис. 19 



* Не следует смешивать понятие области в смысле этого определения 
с понятием области определения функции. 


192 



в случае п = 2 всякий открытый круг есть область, а множе¬ 
ство, состоящее из двух (или более) попарно непересекающихся 
открытых кругов (рис. 19), хотя и открыто, но не является об¬ 
ластью, так как две точки х и у, принадлежащие разным кру¬ 
гам, нельзя соединить непрерывной кривой, лежащей целиком 
внутри рассматриваемого множества. 

Всякий /г-мерный открытый шар является областью. 
Определение 29. Множество, любые две точки которого мож¬ 
но соединить отрезком, целиком в нем лежащим, называется 
выпуклым. 

Всякий га-мерный открытый или замкнутый шар является 
выпуклым множеством. 

Определение 30. Множество, лежащее в пространстве і?" и 
являющееся замыканием некоторой области, называется зам¬ 
кнутой областью. 

Замкнутый н-мерный шар является замкнутой областью. 

УПРАЖНЕНИЯ. 16. Доказать, что тг-мерный шар и /г-мерный паралле¬ 
лепипед являются выпуклыми множествами. 

17. Построить пример невыпуклой области. 

Задача 5 (теорема Жордана*). Доказать, что всякий простой 
контур (см. п. 16.1) на плоскости разбивает плоскость на две области (ог¬ 
раниченную и неограниченную); это означает, во-первых, что он являет¬ 
ся границей каждой из этих областей, во-вторых, что никакие две точки, 
принадлежаш;ие различным указанным областям, нельзя соединить кри¬ 
вой, не пересекаюш;ей данный контур. 


35.3. Компакты 

В этом пункте будут рассмотрены некоторые свойства мно¬ 
жеств, называемых компактами и играющих важную роль 
в математическом анализе. 

Определение ЪЛ. Множество В"- называется компактом, 
если из любой последовательности его точек можно выде¬ 
лить сходящуюся подпоследовательность, предел которой 
принадлежит множеству А. 

Пример. Из теоремы Больцано—Вейерштрасса (п. 4.6) и 
возможности перехода к пределу в неравенствах (п. 4.3) сле¬ 
дует, что отрезок числовой прямой является компактом. 


* К. Жордан (1838—1922) — французский математик. 
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Важное свойство, характеризующее компакты в К^^, уста¬ 
навливает следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы множество X В'^ было ком¬ 
пактом, необходимо и достаточно, чтобы оно было ограни¬ 
ченным и замкнутым. 

Доказательство необходимости. Пусть Д ^ Д" и 
А — компакт. Если множество А было бы неограниченным, то 
для любого натурального числа т нашлась бы такая точка 
А, что р(0, > т, т = 1, 2, ... . Здесь, как всегда, 

О = (О, О, ..., 0). Очевидно, Ііт лг*"*) = оо. Поэтому любая под- 

т оо 

последовательность последовательности также имеет пре¬ 
делом оо, и, следовательно, из {х*'"*} нельзя выбрать сходя¬ 
щуюся подпоследовательность, что противоречит тому, что 
А — компакт. Итак, А — ограниченное множество. 

Если множество А не было бы замкнутым, то у него су¬ 
ществовала бы точка прикосновения х, которая в нем бы не 
содержалась: х ^ А. Для этой точки нашлась бы такая после¬ 
довательность т = 1, 2, ... , что Иш = х. Ясно, 

т ^ оо 

что любая ее подпоследовательность также имеет своим преде¬ 
лом ту же точку X ё А. Поэтому из последовательности {х*"®)} то¬ 
чек множества А нельзя выделить подпоследовательность, схо¬ 
дящуюся к точке этого множества, т. е. множество А снова не 
было бы компактом. Следовательно, А — замкнутое множество. 

Доказательство достаточности. Пусть X — огра¬ 
ниченное замкнутое множество, (х*™)} — какая-либо последо¬ 
вательность его точек: х^^^еХ, т = 1, 2, ... . В силу ограничен¬ 
ности множества X, эта последовательность также ограничена. 
Следовательно, по теореме 2 п. 35.1, из нее можно выделить 

сходящуюся подпоследовательность {х”**}. Обозначим ее пре¬ 
дел через х: Иш х*™** = х. Очевидно, что х — точка прикосно- 

Й оо 

вения множества X, ибо х*”***еХ, а так как X — замкнутое 
множество, то хеХ, т. е. X действительно компакт. □ 

Доказанная теорема позволяет легко устанавливать ком¬ 
пактность многих часто встречающихся множеств, например 
отрезков, замкнутых шаров и параллелепипедов, сфер в про¬ 
странствах і?" любой размерности, — все перечисленные мно¬ 
жества, будучи ограниченными и замкнутыми, являются ком¬ 
пактами. Так же легко с помощью теоремы 3 устанавливается 
и некомпактность многих множеств. Например, конечные ин¬ 
тервалы, не будучи замкнутыми, а бесконечные, не будучи ог¬ 
раниченными множествами, не являются компактами. 
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Отметим, что, в силу той же теоремы 3, лемму 7 из и. 35.2 
можно сформулировать следующим образом: если два зам¬ 
кнутых непустых множества не пересекаются и по край¬ 
ней мере одно из них является компактом, то расстояние 
между ними больше нуля. 

Прежде чем перейти к другим характеристическим свойст¬ 
вам компактов, введем ряд определений и докажем одно вспо¬ 
могательное утверждение. 

Последовательность п-мерных кубов {^^^}, к = 1, 2, ... , на¬ 
зывается последовательностью вложенных кубов, если 

Л Е М М А 10. Для последовательности замкнутых вложен¬ 
ных кубов длины ребер которых стремятся к нулю при 
к ^ оо, существует одна и только одна точка, принадлежа¬ 
щая всем кубам рассматриваемой последовательности. 
Доказательство. Пусть кубы 

= {х = (Х;): ар> ^ ^ г = 1, 2, ... , п) (35.23) 

с ребрами длин образуют последовательность вложенных 
кубов* и пусть = 0. Тогда отрезки [ар^, ар* -Ь 

к = 1, 2, ... , образуют систему вложенных отрезков, длины 
которых стремятся к нулю при /г ^ оо. Поэтому существуют, и 
притом единственные, числа такие, что при фиксированном 
і {і= \, 2, ... , п) и любом к = 1, 2, ... имеет место включение 
^;е[ар*, ар* -Ь с?***]. Отсюда следует, что точка ^ ... , 

принадлежит всем кубам рассматриваемой последовательнос¬ 
ти: к = 1, 2, ... , и эта точка единственна. □ 

Определение 32. Пусть X Система 

П = {Х„}, аеШ, (35.24) 


множеств і?" (Ш = {а} — некоторая совокупность ин¬ 

дексов а) называется покрытием множества X, если 


X' 


и х„. 

асШ 


* Напомним, что мы договорились (см. и. 35.1) под кубом, если не 
оговорено что-либо другое, всегда понимать лишь кубы, задаваемые 
неравенствами вида (35.23) при данной фиксированной системе коор¬ 
динат. 
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Таким образом, система (14.24) называется покрытием 
множества X, если каждая точка этого множества принадле¬ 
жит хотя бы одному множеству системы И. 

Покрытие (35.24) множества X, состояп];ее из конечного 
числа множеств Х^, называется конечным покрытием этого 
множества. 

В том случае, когда все множества системы П открытые, по¬ 
крытие П называется открытым покрытием множества X. 

Ранее была доказана лемма Гейне—Бореля для покрытий 
отрезка интервалами. Докажем теперь ее обобщение для по¬ 
крытий компактов открытыми множествами. 

ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы множество X Д" было ком¬ 
пактом, необходимо и достаточно, чтобы из любого его от¬ 
крытого покрытия можно было выделить конечное покры¬ 
тие. 

Доказательство необходимости. Пусть А — ком¬ 
пакт и пусть система 

0. = {0Д, аеШ, (35.25) 

— его открытое покрытие. Допустим, что из этого покрытия 
нельзя выделить конечного покрытия компакта А. Согласно 
теореме 3, из того что множество А является компактом, сле¬ 
дует его ограниченность. Поэтому существует замкнутый куб 
содержащий множество А. 

Пусть 

^ = {х = (х^): аі< x^< а^-\- д, і = 1, 2, ... , га}. 

Разобьем куб ^ на 2" равных замкнутых кубов определеляе- 
мых набором га неравенств вида 

Н; -Ь I < Х; < -Ь (і, -Ь I 

(і, і = 1, 2, ... , га) 

(на рис. 20 изображен случай, ког¬ 
да га = 2), тогда 

Ѳ=.уД. (35.26) 

Система (35.25) образует от¬ 
крытое покрытие каждого из мно¬ 
жеств А П (у = 1, 2, ... , 2"). Среди 
этих множеств существует такое 
непустое множество (обозначим его 
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через л П что из покрытия (35.25) нельзя выделить конеч¬ 
ное покрытие этого множества — в противном случае из систе¬ 
мы (35.25) можно было бы, в силу равенства (35.26), выделить 
конечное покрытие и всего множества А, что противоречило бы 
сделанному предположению. 

Разобьем куб снова на 2" равных замкнутых кубов ^ 
а = 1, 2, ... , 2"). Обозначим через тот из кубов Я^^, пере¬ 
сечение которого с компактом А нельзя покрыть конечным 
числом множеств системы О и т. д. В результате получим по¬ 
следовательность вложенных замкнутых кубов 


Я ^ Я 


О 

-4 


(35.27) 


длины ребер которых равны соответственно ...и, 

2 4 2^ 

следовательно, стремятся к нулю при к оо. 

Каждый из кубов 4 последовательности (35.27) обла¬ 

дает тем свойством, что из системы (35.25) нельзя выделить ко¬ 
нечное покрытие непустого множества А П Я^^і^ 4 прини¬ 

мает одно из значений 1, 2, 3, ... , 2"; ѵ = 1, 2, ... , к; к = 1, 2, ... . 
Согласно лемме 10, суіцествует, и притом единственная, точка 
принадлежаш,ая всем кубам системы (35.27). Ребра кубов этой 
системы стремятся к нулю, и каждый куб имеет непустое пере¬ 
сечение с множеством А, поэтому в любой окрестности точки ^ 
имеются точки множества Л. Действительно, заметим, что дли¬ 
на диагонали куба Ѳ,- ; ; равна ((іл/п)/2*. 

■’к 

Далее, каково бы ни было е > 0, выберем к^ так, что 


^<е. (35.28) 

2 » 

Это возможно, так как Ит = 0. Теперь, замечая, что лю- 

бая точка хеЯі находится от точки ■ ■ на рас- 

44 ■■•4ц ^ 44 ■■■4ц 

стоянии, не превыпіаюіцем длины диагонали куба Яі і ; » 

•' 1-'2 ”■ 

будем иметь р(х, ^) < < е. Это означает, что х лежит в е-ок- 

2 “ 

рестности точки&. Следовательно, весь куб .■ .■ , в том чис- 

ле его точки, принадлежаш,ие множеству А, содержится в рас¬ 
сматриваемой е-окрестности точки Таким образом, ^ являет¬ 
ся точкой прикосновения множества А. Согласно же теореме 3, 
множество А, будучи компактом, замкнуто, и поэтому ^еА. 
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Построенная вспомогательная последовательность кубов 
(35.27) позволяет легко показать невозможность выполнения 
сделанного предположения о том, что из покрытия (35.25) ком¬ 
пакта А нельзя выделить конечного покрытия этого компакта. 
В самом деле, система (35.25) является покрытием множест¬ 
ва А, поэтому суіцествует такой индекс ацеШ, что . Мно¬ 

жество открыто, следовательно, найдется такое число е > О, 
что е-окрестность е) точки ^ будет целиком содержаться 
в : 

Щ^; е) с (35.29) 

Заметим, что для любого е > О, в частности для е, удовлет- 
воряюіцего условию (35.29), найдется, как показано выше, та¬ 
кой номер йр, что будет выполнено включение 


Из (35.29) и (35.30) имеем 


Ап^ 


й-'г ••• 4„ 


О 


■'йг (35.30) 


Щ^; е) 


С= о , 

(35.29) “о 


И, следовательно, из системы (35.25) можно выделить конеч¬ 
ное покрытие множества А П ^ ; , а именно покрытие, со- 

*“ ■'кд 

стояіцее только из одного множества Это противоречит до¬ 
пущению, в соответствии с которым выбраны кубы ■ 

УіУ2 ••• ■'к 

Таким образом, предположив, что из системы (35.25) нельзя 
выделить конечного покрытия компакта, мы пришли к проти¬ 
воречию. Тем самым необходимость условия доказана. 

Доказательство достаточности. Пусть X п Д" и пусть 
из любого открытого покрытия множества X можно выделить 
конечное покрытие. Допустим, что X не является компактом. 
Это, согласно определению 29, означает, что существует после¬ 
довательность т = 1, 2, ... , из которой нельзя выделить 

сходящуюся к некоторой точке из X подпоследовательность. 
Следовательно, какова бы ни была точка хеХ, она не является 
частичным пределом последовательности Поэтому у каж¬ 

дой точки хеХ найдется окрестность (обозначим ее через О^, со¬ 
держащая лишь конечное число элементов последовательности 
{л:*'")}; в противном случае из последовательности {х*'”'} можно 
было бы выделить сходящуюся к х подпоследовательность. 

В силу выбора окрестностей О^, каждая точка х множества X 
принадлежит соответствующей окрестности: хе Ѳ^. Поэтому со- 
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вокупность о. = {О^, хеХ, всех таких окрестностей образует от¬ 
крытое покрытие множества X. Согласно условию теоремы, из 
него можно выделить конечное покрытие. Пусть это покрытие 


Каждый элемент этого покрытия содержит конечное число 
членов последовательности Следовательно, все элемен¬ 

ты покрытия Пд также содержат конечное число членов по¬ 
следовательности {х*'"*}. Это, однако, невозможно, так как, по¬ 
крывая все множество X, элементы конечного покрытия Пр 
должны содержать все члены последовательности (х*™)}, кото¬ 
рых бесконечно много. Полученное противоречие доказывает 
достаточность условий теоремы. □ 

Замечание. Необходимость условий теоремы, т. е. ут¬ 
верждение, что из всякого открытого покрытия компакта мож¬ 
но выделить конечное покрытие, как и в случае покрытия от¬ 
резка интервалами, обычно называют леммой Гейне—Бореля. 

Подчеркнем, что в теореме 4 суіцественным является то, что 
рассматриваются покрытия, состоящие именно из открытых 
множеств. Так, например, из покрытия отрезка [0, 1] (который, 
как уже отмечалось, будучи ограниченным замкнутым множе¬ 


ством, является компактом) отрезками Г ——, і], п = 1, 2, ..., и 

Іп. -Ь 1 

отрезком [-1, 0] нельзя выделить конечного покрытия. Это объ¬ 
ясняется тем, что здесь покрытие состоит не из открытых, а из 
замкнутых множеств. 

Докажем еще одно полезное для дальнейшего свойство от¬ 
крытых покрытий компактов. Нам понадобится для этого по¬ 
нятие диаметра множества. 


Определение 33. Число конечное или бесконечное 


зир р(л:, у) 

X, у е X 

называется диаметром множества X ^ і?" и обозначается 
сііат X, т. е. 

сііатХ= аир р(х, у). (35.31) 

X, у & X 

Ясно, что о < (ііат X < -Ьоо^ йіат X = сііат X. 

Из определения диаметра множества, очевидно, следует, 
что для любых двух его точек хе X и уе У выполняется нера¬ 
венство р(х, у) < сііат X. 

По определению будем считать, что диаметр пустого 
множества равен нулю: 

сііат 0 = 0. 
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Примеры. 1. Диаметр открытого га-мерного шара II г) 
радиуса г равен 2 г. 

Действительно, если х, у е II г) и, следовательно, 
р (х, < г, р (у, < г. 


то 


р (х, г/) < р (х, х<°> + р (х(°>, у) < 2 г. (35.32) 

С другой стороны, если х<°) = (х^^\ х^-^К ... , х<*) = -г + 

+ і, х^з”’, ... , х^„°>), г/(*) = (х[^> + г - і, Хз, ... , х*„°>), то 

р (х<*\ х***') = р х(°)) ^ ^ к = 1, 2, ... , 

и поэтому х<*\ е ?7 (х(®>; г). Поскольку 


то 


р(х(А), у(А)) = 2г--, 

^Ит р (х^*), у(*)) = 2 г. 


(35.33) 


Из (35.32) и (35.33) следует, что 

сііат II (х<°*; г) = 2 г. 

2. Пусть 

= О«Гх(0); = ІХ = (X,): |х; - х^Ц < “ і = 1, 2, ... , п] (35.34) 


— замкнутый п-мерный куб с центром в точке х*°* = (х^*’*) и 
ребром длины а, тогда 

йіат = а4п. (35.35) 

Действительно, для любых точек х = {х^)е и у = (Уі)€ 
имеем 


кі - Уг\ < 
Поэтому 


X, 


,-х(0)| + 


\хГ^-у} 


(35.32) 2 2 


і = 1, 2, ... , п. (35.36) 


р(х, у) = 7 (Хі - Уі)2 + _ у^)2 + 

(35.37) 

С другой стороны, при Х- = Х^^ - у'. = + |, і = 

= 1, 2, ... , п, х' = (х^, у' = (уД, получим 

р(х', у') = а^п. (35.38) 

Из соотношений (35.37) и (35.38) и следует равенство (35.35). 

УПРАЖНЕНИЕ 18. Доказать, что диаметр любого множества совпадает 
с диаметром его замыкания. 
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с помощью понятия диаметра множе¬ 
ства можно, например, описать свойство 
множества быть ограниченным: множе¬ 
ство ограничено тогда и только тогда, 
когда его диаметр конечен. 

Действительно, если множество X 
ограничено, то оно содержится в некото¬ 
ром га-мерном кубе (см. определение 9 
в п. 35.1). Если длина ребра куба рав¬ 
на а, то 

сИат X < (Дат = а4п. 

Обратно, если диаметр множества X 
конечен, то оно содержится в замкнутом кубе О", центром ко¬ 
торого является произвольно выбранная точка множества X, а 
длина а ребра этого куба равна 2 (Дат X, так как все точки 
множества X находятся от центра куба х на расстоянии, не 
большем (Дат X, т. е. половины длины ребра куба (на рис. 21 
изображен случай п = 2). 

ТЕОРЕМА 5. Для любого открытого покрытия компакта 
существует такое положительное число {называемое чис¬ 
лом Лебега данного покрытия), что любое подмножество 
компакта с диаметром, меньшим этого числа, содержится 
по крайней мере в одном элементе покрытия. 
Доказательство. Допустим противное. Пусть существует 
такое открытое покрытие О. = {С„}, аеШ, некоторого компакта 
X, что для любого 8 > О найдется множество Е ^ X, (Дат Е < Ь, 
которое не содержится ни в одном элементе покрытия П. Возь¬ 
мем 8 = —, те М, и пусть Е^ — подмножество компакта X, 
т ™ 

сДатЕ„<і, (35.39) 

не содержащееся ни в одном элементе покрытия П. 

Выберем произвольно точку 

т = 1,2, .... (35.40) 

Поскольку множество X является компактом, то из последо¬ 
вательности можно выделить сходящуюся подпоследо¬ 

вательность {х*™**}, причем 

Дт х*'”*’= х(0)еХ. (35.41) 



1 

1 


1 

1 

_1_ 


а = 2 (Лат X 
Рис. 21 
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Система ^ является покрытием компакта X. Поэтому сущест¬ 
вует по крайней мере один элемент 0^ этого покрытия, содержа¬ 
щий точку В силу открытости множества найдется сфери¬ 
ческая окрестность е), е > О, точки содержащаяся в 0^. 


П(хО); е) с 0^, 

(35.42) 

Выберем номер так, чтобы 


^-< 5 . 

Ши 2 
«0 

(35.43) 

В силу условия (35.39) существует такое 


к > йр. 

(35.44) 

что 


|х‘'”*’ - х«»| < 

(35.45) 

Тогда для любой точки хе будем иметь 



\х - < |х - < 

( 35 . 39 ), ( 35 . 40 ), 
( 35 . 45 ) 


< 

( 35 . 39 ), ( 35 . 40 ), 
( 35 . 45 ) 


^-+5 < 5 + ^ 

2 ( 35 . 43 ), ( 35 . 44 ) 2 2 


Таким образом. 


( 35 . 46 ) 


е) 


( 35 . 42 ) 




= е. 


(35.46) 


т. е. нашлось множество С^еО., содержащее множество — 
противоречие. □ 

В заключение этого пункта докажем одно вспомогательное 
утверждение. Предварительно введем следующее обозначе¬ 
ние: для всякого множества X обозначим через Х^, где 

Г] > О, совокупность всех точек, расстояния которых от X не 
превосходят числа р, т. е. положим, что 

= {X : р(х, X) < л). 

ЛЕММА 11. Если А — компакт, А К'^, то при любом Т| 0 
множество А^ также является компактом. 

Доказательство. Согласно теореме 3, множество А, бу¬ 
дучи компактом, ограничено и замкнуто. Ограниченность 
множества А означает, что существует такое а > 0, что А со¬ 
держится в шаре П(0, а). 
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Покажем, что ^ П(0, а + Г]). Если Х€.А^, то, согласно 
лемме 8, найдется такая точка уеА, что р(х, у) = р(х. А) < Г]. 
Из условия А П(0, а) следует, что р(0, у) < а, поэтому 

р(0, х) < р(0, у) + ріу, х) < а + Г]. 

Таким образом, хе 11(0, а + р). Точка х является произвольной 
точкой множества Следовательно, А^ 0(0, а + р), и по¬ 
этому множество А^ ограничено. 

Покажем теперь, что А^ — замкнутое множество. Если 
X — точка прикосновения множества А^: хе А^, то для любого 
е > О существует такая точка уеА^, что р(х, у) < е. Из опреде¬ 
ления множества А^ и леммы 8 следует, что существует такая 
точка 2 ^ с А, что р(у, г^) = р(у. А) < р; поэтому 

р(х. А) = іп^ р(х, г) < р(х, ^о) < р(л:, у) + р(у, 2 о) < е -Ь р. 

2 Е А 

Это неравенство верно для любого е > 0. Устремляя е к нулю, 
получаем р(х. А) < Г], т. е. хе А^, что и доказывает замкнутость 
множества А^. 

Итак, множество А^ ограничено и замкнуто, следователь¬ 
но, в силу той же теоремы 3, является компактом. □ 


35.4. Многомерные векторные пространства 


В п. 15.1 т. 1 отмечалось, что при фиксированной системе ко¬ 
ординат в трехмерном пространстве задание вектора равно¬ 
сильно заданию трех его координат. При сложении векторов 
и их умножении на числа те же действия выполняются и с их 
координатами. В п-мерном случае вектор можно определить 
с помощью его координат. 

Определение 34. Упорядоченная система п действительных 
чисел 

(х^^, ... , х^, х^еИ, і 1, 2і, ... , п, 

называется п-мерным действительным вектором х, а чис¬ 
ла х^, ... , х„ — его координатами. Число п называется раз¬ 
мерностью вектора. 

Суммой X -\- у векторов х = (х^, ... , х„) и у = (у^, ... , у„) на¬ 
зывается вектор (х^ -Ь Уі, ... , х,^ -Ь у^), т. е. 


(1е^ 


х + у = (х^ + у^, ... ,х^ + у^), 

а произведением вектора х на число Хе К называется вектор 

А л СІ Ѳ ^ уЛ л .. 

АЛк ••• 9 Ах^). 
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Множество всех га-мерных векторов, в котором введены опе¬ 
рации сложения векторов и умножения вектора на действи¬ 
тельное число, называется п-мерным действительным вектор¬ 
ным пространством или, более полно, п-мерным арифметиче¬ 
ским векторным пространством над полем действительных 
чисел. Как в случае векторного, так и в случае точечного п-мер- 
ного пространства число п называется размерностью этого про¬ 
странства. Вектор О = (О, О, ... , 0) называется нулевым векто¬ 
ром или нулем п-мерного векторного пространства. 

По определению, вектор -х (“1)л; называют противопо¬ 
ложным вектору X. 

УПРАЖНЕНИЕ 19. Доказать, что если х, у, г — любые векторы, а числа 
X, ре В произвольны, то: 1) х -і- у = у + х; 2) (х -і- у) -і- г = х -і- (у -і- г); 3) х -і- 0 = 
= л;; 4) 1 - х = х; 5) А,(рл:) = (Хр)л;; 6) (к -Ь р)л; = Ял; -Ь рл:; 7) Я(л: -Ь р) = Ал; -Ь Ху. 

Таким образом, га-мерное арифметическое точечное про¬ 
странство (см. определение 1 в п. 18.1) превраш,ается в п-мер- 
ное арифметическое векторное пространство, если в нем ввес¬ 
ти операции сложения его элементов и умножения их на чис¬ 
ло, согласно определению 34. 

В трехмерном случае связь между точками пространства 
и векторами в нем можно установить (считая, как всегда, сис¬ 
тему координат фиксированной), сопоставляя каждой точке 
М = (х^, Х 2 , лгд) этого пространства ее радиус-вектор, т. е. век¬ 
тор ОМ = (х^, Х 2 , Хд). Это сопоставление является взаимно-од¬ 
нозначным соответствием между точками трехмерного про¬ 
странства и векторами в нем. 

Итак, как /г-мерное точечное, так и п-мерное векторное 
пространства состоят из одних и тех же элементов — из упо¬ 
рядоченных совокупностей п действительных чисел. Поэтому 
как то, так и другое пространство будет обозначаться одним и 
тем же символом Д". Они отличаются друг от друга тем, что в 
точечном арифметическом п-мерном пространстве вводится 
понятие расстояния между его элементами (см. определение 1 
в п. 35.1), а в п-мерном векторном определяются операции 
сложения векторов и умножения их на действительные числа 
(см. определение 34 этого пункта). 

Если обозначить через п-мерный вектор, все координаты 
которого равны нулю, кроме к-й, равной единице, к — фикси¬ 
рованное натуральное число (/гЕ{1, 2, ... , п}), то для любого 
п-мерного вектора х = (х^, ... , х^) справедливо равенство 

X = х^е^-Ь ...-Ь х„е„, (35.47) 
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правая часть которого называется разложением вектора х по 
векторам е^, ... , При этом коэффициенты х-^, ... , этого 
разложения единственны, т. е. однозначно определяются са¬ 
мим вектором X, и, следовательно, в силу равенства (35.47), 
совпадают с его координатами ... , х^. 

Векторы к = \, 2, ... , п, называются координатными 
или базисными векторами, а их упорядоченная совокуп¬ 
ность {е^, « 2 , ... , е„} — стандартным (или каноническим) ба¬ 
зисом пространства В’^ (обш,ее определение базиса будет дано 
ниже). 

Подмножество Ь векторного пространства Д" называется 
подпространством пространства Д", если для любых век¬ 
торов хеЬ, уеЬ и любых чисел Хе К, ре К имеет место включе¬ 
ние Хх -+- руеХ. 

Определение 35. Скалярным произведением двух векторов 
X = (х^, ... , и у = {у^, ... , у^, п> 3, называется число, обо¬ 
значаемое через (х, у) и определяемое по формуле 

{х,у) = x-^у-^^ +... + х^у^. (35.48) 

Иногда при обозначении скалярного произведения скобки 
опускают, т. е. вместо (х, у) пишут ху. 

Из элементарной математики известно, что формула 
(35.48) справедлива и при обычном определении скалярного 
произведения векторов, т. е. и для п < 3. 

Всякое га-мерное векторное пространство, в котором введе¬ 
но скалярное произведение, называется евклидовым. 

Число ^{х, х) = ^хі -Ь ... -Ь х^ называется длиной вектора 
X и обозначается через |х|: 

|х| ^х^ -Ь ... -Ь х^. (35.49) 

Очевидно, что для любого вектора хе Д и любого числа Хе Д 
имеет место равенство 

\Хх\ = |Х| |х|, (35.50) 

а из неравенства (35.3) (см. и. 35.1) следует, что для любых 
хе Д", уеК'^ выполняется неравенство 

|х -Ь уі < |х| -Ь \у\, (35.51) 

называемое неравенством треугольника. 

Из (35.51)следует, что 

||х| - ІуІІ < |х - у|. (35.52) 
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Действительно, |л:| = |л; - у + і/| < |л: - і/| + \у\, поэтому 

кі - ІуІ < к - у\. 

в силу равноправия л: и у, имеем также 

\у\ - кі < к - л:| = к - у\- 

Из двух последних неравенств и следует (35.52). □ 

Если л: = (Хі, ... , хД и у = (у^, ... , у„), то имеем х - у = 
= - Уі, ... , - у^ и поэтому 


\х-у\ = 7(^1 “ + ••• + - Уп)^ = Р(-^> у)> (35.53) 


где X и у — точки точечного га-мерного пространства с теми же 
координатами, что и векторы х и у. Таким образом, в п-мер- 
ном векторном пространстве со скалярным произведением оп¬ 
ределено расстояние |х - у| между его элементами, совпадаю¬ 
щее с расстоянием р(х, у), определенным в п. 35.1. Поэтому 
все понятия, введенные в п. 35.1—35.3 для точечных про¬ 
странств, имеют смысл и для векторных пространств со ска¬ 
лярным произведением. 

В качестве примера использования векторной символики 
отметим, что замкнутый шар (Хд, г) радиуса г с центром в 
точке Хд в векторных обозначениях определяется равенством 

(ЭДХд, г) = {х: к - ЛГді < г}. 


а ограничивающая его (/г - 1)-мерная сфера ^(хд, г) — ра¬ 


венством 

5" ^ ^(Хд, г) = {х: |х - Хді = г}. 


Скалярное произведение обладает следующими непосред¬ 
ственно проверяемыми свойствами: 

1°. Коммутативность. Для любых хе Д", уеД" 

(л:, у) = (у, х). 

2°. Дистрибутивность. Для любых хе Д", уе Д", ге Д" 
(х -Ь у, 2 ) = (х, г) + (у, 2 ). 

3°. Однородность. Для любого хе Д" и любого числа 

XеК'^ 

(Хх, у) = Я,(х, у). 

4°. Невырожденность. Для любого хе Д" выполня¬ 
ется неравенство (х, х) > О, причем 


(х, х) = О <=^ X = 0. 
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Дистрибутивность и однородность скалярного произведе¬ 
ния образуют вместе свойство, называемое линейностью ска¬ 
лярного произведения. 

Если ... , — координатные векторы в Д", то, согласно 


(35.48), 



1 при і = і, 
О при і ^ і. 


і, І = 1, 2, 


п. 


Поэтому для любого вектора х = ... , х„), в силу свойств 

скалярного произведения, получим 


{х, еі) = (х^е^ -Ь ... -Ь = 

= е^) + ... + е^) = х^іе^е^) = х^, (35.54) 


т. е. і-я координата вектора л: равна скалярному произведе¬ 
нию (ж, в;). 

Используя обозначения скалярного произведения векто¬ 
ров (35.48) и длины вектора (35.49), можно упростить запись 
и доказательство ряда формул. Например, неравенство Ко¬ 
ши—Шварца (см. (35.2) в и. 35.1) для векторов х = (ж^, ... , ж^) 
и г/ = (у^, ... , у„) записывается в виде 

(ж, у) < |ж| |і/|. (35.55) 

Запись формулы (35.3) с использованием обозначения длины 
вектора была приведена выше (см. (35.51)). 

УПРАЖНЕНИЕ 20. Провести доказательство леммы 1 и ее следствия 
(см. и. 35.1), используя обозначения скалярного произведения векторов 
и их длин. 


Углом ф между векторами же Д" и уеК", га > 3, называется 
угол ф, О < ф < л, определяемый равенством 

сов<р-<^. (35.56) 

В силу неравенства Коши—Шварца (35.55), это определе¬ 
ние корректно, поскольку, согласно (35.55), для ф, определяе¬ 
мого формулой (35.56), имеет место неравенство |со8 ф| < 1. 

Здесь снова, как и в случае определения скалярного произ¬ 
ведения, за исходное определение принимается высказыва¬ 
ние, аналогичное которому в пространстве Д", га < 3, является 
доказываемым утверждением. Благодаря этому формулы 
(35.48) и (35.56) оказываются справедливыми во всех про¬ 
странствах Д”, га = 1, 2, ... . 
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Векторы, скалярное произведение которых равно нулю, 
называются ортогональными. 

Ненулевые ортогональные векторы называются перпенди¬ 
кулярными. 

Вектор единичной длины кратко называют единичным 
вектором. 

Если а и Ь — единичные векторы, то для косинуса угла 
между ними из формулы (35.56) получаем 

С 08 ф = (а, Ь), |а| = |Ь| = 1. (35.57) 

Если а = (а^, ... , — единичный вектор, то, обозначая через 

угол между векторами а и согласно (35.54) и (35.57), имеем 
Н; = (а, в;) = С 08 а^, т. е. 

а = (со8 а^, ... , С 08 а„). 

Косинусы С 08 щ, і = , п, называются направляющими 

косинусами вектора а. 

Поскольку |а| = 1, в силу (35.49), имеем 

со8^ + ... + со8^ а„ = 1. (35.58) 

Если а не единичный вектор и а 5^ О, то, очевидно, вектор 

уже единичный и его направляюіцие косинусы называются 

|а| 

также и направляюш,ими косинусами вектора а. 

Векторы стандартного базиса ортогональны друг другу, и 
длины их равны единице. 

Всякое упорядоченное множество п единичных векторов 
{е'і, « 2 , ... , попарно ортогональных друг другу: 

|е;| = 1, (в;, е.) = О, 7 = 1,2, ...,п, 

называется базисом векторного пространства Д" или, более 
подробно, ортонормированным базисом этого пространства. 

Из линейной алгебры известно, что каждый вектор рас¬ 
кладывается и при этом единственным образом в линейную 
комбинацию векторов базиса. Коэффициенты этого разложе¬ 
ния называются координатами вектора относительно данного 
базиса. Поэтому переход от одного базиса к другому называет¬ 
ся переходом от одной системы координат к другой. 

Из линейной алгебры известно также, что векторы любого 
ортонормированного базиса {е{, е^, ... , е'^} выражаются через 
векторы другого такого базиса {е'{, е"^, ... , е"} (в частности, че¬ 
рез векторы стандартного базиса) с помош;ью матрицы С = 
= {Су}, і, 7 = 1, 2, ... , га, у которой обратная матрица совпа- 


208 



дает с транспонированной С* (такие матрицы называются ор¬ 
тогональными): 

С-^ = С\ 

Верно и обратное утверждение: если упорядоченная систе¬ 
ма векторов выражается через некоторый ортонормирован¬ 
ный базис с помоп];ью ортогональной матрицы, то эта система 
также является ортонормированным базисом. 

Уравнение прямой в пространстве Д" (см. определение 26 в 
п. 35.2) в векторной записи имеет вид 

х = х^^'> + іа, -оо <і <+оо^ (35.59) 

X (,^19 ••• ) ^ ^ (^1? ••• » ^я^ 

(при сложении координат векторов сами векторы также скла¬ 
дываются, а при умножении их координат на число они умно¬ 
жаются на то же число). Прямая (35.59) называется прямой, 
проходящей через точку х*®) = (д:<°\ ..., точечного про¬ 
странства в направлении вектора а. 

Вектор а называется направляющим вектором прямой 
X = -Ь аі. Две несовпадаюп];ие прямые, уравнение которых 
можно записать с одним и тем же направляюп];им вектором, 
называются параллельными. 

Если а — единичный вектор, |а| = 1 и, следовательно, 
а = (сов а^, ... , сов а,^) (сов — направляюш,ие косинусы век¬ 
тора а; і = 1, 2, ... , п), то прямая (35.59) в координатной запи¬ 
си имеет вид 

Х; = -Ь ісов а^; і=1,2, ...,п; -оо < ^ < -І-оо. (35.60) 

Пусть заданы две точки х' = (х{, ... , х') и х" = {х'[, ... , х") 
точечного пространства; обозначим через х' и х" векторы с те¬ 
ми же координатами. Тогда уравнение прямой, проходящей 
через точки х' и х" (см. и. 35.2), в векторной записи имеет вид 

X = х'+ {х" - х')І, -оо < ^ < -1-00. (35.61) 

Если {е'і, е^, ..., е'} — базис пространства Д", то множество 
векторов X = е\і, < і < -І-оо^ называется і-й координатной 
осью для рассматриваемого базиса, і = 1,2 ,...,п. 

По аналогии с § 15 можно рассмотреть п-мерную вектор¬ 
ную функцию 

г(0 = (лгДі), ... , х„(0). іеХ^К 

(Д, как всегда, множество всех действительных чисел). Ана¬ 
логично тому, как это было сделано в § 15 т. 1, при любом на- 
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туральном п определяются понятия предела, непрерывности и 
производной векторной функции г(і)е Д". Как и для п < 3, при 
дифференцировании векторной функции дифференцируются 
ее координаты: г'{і) = , х'(і)). 

§36 

Предел и непрерывность функций 
многих переменных и отображений 

36.1. Функции многих переменных 

Рассмотрим сначала функции, которые определены на множе¬ 
ствах п-мерного арифметического евклидова пространства Д" 
и значениями которых являются действительные числа. Та¬ 
ким образом, эти функции являются функциями точек про¬ 
странства. Это означает, что если имеется какая-либо функ¬ 
ция ••• ; ^„) и в пространстве Д" задана система координат 
... , х^, то в другой системе координат ... , связанной 
с исходной преобразованием 

Х^ '** ’ ^ *** ’ 

под той же функцией понимается не ... , а функция 
/ ••• > ••• ’ ••• ’ 

Рассматриваемые функции будем обозначать либо одной бук¬ 
вой, например /, либо более подробно, с указанием аргумента, че¬ 
рез Дл:) или Дх^, ... , л:„). При /г > 1 они называются функциями 
многих переменных. В случае п = 2 вместо Дх^, Хз) будем писать 
также Дх, у), в случае га = 3 вместо Дх^, Хз, Хд) также Дх, у, г). 

Для функции Дх) = Дх^, Хд, ... , х„) ее аргументом называ¬ 
ют как точку X, так и каждую из ее координат х^, Хд, ... , х„. 

Всякой функции I/ = Дх^, Хд, ... , х^) га переменных 
х^, Хд, ... , х„ соответствует ее график в (га -Ь 1)-мерном про¬ 
странстве точек (х^, Хд, ... , х„, у). Определим это понятие. 
Определение 1. Пустъ на множестве X евклидова простран¬ 
ства Д" определена функция у = Дх), х = (х^, ... , хДеХ, 
и пусть ^ — (га -Ь 1)-мерное евклидово пространство 
точек (х, у) = (х^, ..., х„, у). Множество точек вида (х, Дх)) = 
= (х^, ... , х^, Дх)) пространства где хеХ, называется 

графиком функции /. 
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График функции многих перемен¬ 
ных, так же как и график функции од¬ 
ной переменной, удобно использовать 
для геометрической интерпретации 
вводимых понятий и доказываемых ут¬ 
верждений. Конечно, изображение гра¬ 
фика на рисунке в случае, когда число 
независимых переменных больше еди¬ 
ницы, сложнее, чем в одномерном слу¬ 
чае. На рис. 22 изображен вид графика 
функции двух переменных у = /(х^, Хз). 

Сформулированное здесь опреде¬ 
ление графика функции п перемен¬ 
ных является частным случаем обш;его определения графика 
функции, сформулированного в п. 1.2*. 

Пусть снова функция / определена на множестве X 
Множество точек х = (х^, ... , х^) пространства К'^, удовлетво- 
ряюш;их уравнению 

/{х^, ... ,x^ = с, 

где с — некоторая постоянная, называется множеством уров¬ 
ня функции /, соответствую іцим данному значению с. 

В случае п = 2 множество уровня называется также линией 
уровня, в случае п = 3 — поверхностью уровня, а при га > 3 — 
гиперповерхностью уровня. 

Изучение функций многих переменных начнем с понятия их 
предела. Для того чтобы не рассматривать отдельно случаи, ког¬ 
да аргумент функции стремится к точке пространства или «не¬ 
ограниченно возрастает», удобно, как и в случае пределов после¬ 
довательностей точек га-мерного пространства, использовать по¬ 
нятие его бесконечно удаленной точки (см. конец п. 35.1). 

Определим понятие окрестности бесконечно удаленной 
точки оо пространства. 

Окрестностью 1 /(оо) бесконечно удаленной точки оо в про¬ 
странстве і?" называется дополнение в Д" до любого лежаіцего 
в нем компакта. 

Нередко встречается частный вид окрестностей бесконечно 
удаленной точки — так называемые ее е-окрестности. 

Внешность га-мерного замкнутого шара с центром в начале 

координат О и радиусом, равным |, т. е. 

1 /(оо; е) |х: р(х, 0)>і|, 

называется е-окрестностью бесконечно удаленной точки 
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Бесконечность оо будем называть бесконечно удаленной точ¬ 
кой прикосновения всякого неограниченного множества. Это ес¬ 
тественно, так как если X — неограниченное множество в Д”, то 
пересечение любой окрестности 11{ро) бесконечно удаленной точ¬ 
ки оо с множеством X не пусто. Это равносильно тому, что су- 
іцествует такая последовательность т = 1, 2, ... , что 

Ит X*™) = оо. 

т ^ ОО 

в отличие от бесконечно удаленной точки оо пространства 
Д" его обычные точки будем называть также конечными точ¬ 
ками. Просто под точкой пространства всегда будем понимать 
его конечную точку. 

Понятие числовой функции многих переменных является 
частным случаем понятия отображения множества из про¬ 
странства Д" в пространство Д"*. Чтобы в дальнейшем не по¬ 
вторять аналогичные рассуждения для числовых функций и 
отображений, перейдем сразу к изучению последних. 

36.2. Отображения. Предел отображений 

Пусть X = (х^, Хз, ... , х„) и г/ = (у^, г/ 2 > ••• > Уп)- Тогда 

у) = 7(^1 - Уі)^ + (^2 “ У 2 )^‘ + ••• + “ Уп)^‘ = к “ У\' 

Здесь слева элементы х и у рассматриваются как точки, а 
справа — как векторы пространства Д". В силу этого равенст¬ 
ва для обозначения расстояния между точками х и у право¬ 
мерно наряду с обозначением р(х, у) использовать и обозначе¬ 
ние |х — у|. Так и будет делаться в дальнейшем для облегчения 
понимания аналогий в определениях ниже рассматриваемых 
понятий для отображений с соответствуюіцими определения¬ 
ми для случая функций одной переменной. 

Пусть Д” и Д™ — соответственно /г-мерное и т-мерное то¬ 
чечные пространства, X Д" и отображение / отображает 
множество X в пространство Д"®: / : X ^ Д™, т. е. у = Ях)е Д"*, 

хеХ с 

Если т = 1, ап>1, то отображение / называется дей¬ 
ствительной функцией многих переменных х^, Хз, ... , х^: 
у /(x^^, Х 3 , ... , х^). 

Если т > 1, то каждая координата у^ точки у = /(х)е Д™ явля¬ 
ется действительной функцией точки х. Обозначим эти функ¬ 
ции /■., у = 1, 2, ... , т: Дх) = (Д(х), ДСх), ... , /^х)). 
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функции X ^ к называются координатными функция¬ 
ми отображения /. Они являются, вообще говоря (а точнее 
при п > 1), функциями многих переменных. 

Определим понятие предела отображений, которое являет¬ 
ся обобщением понятия предела функции одной переменной. 

Пусть хО) и а — конечные или бесконечно удаленные точ¬ 
ки соответственно пространств і?" и і?"®. Для п = 1 или т = 1 в 
случае бесконечно удаленных точек хО) и а они могут быть и 
бесконечностями со знаком -Ьоо или —оо. Пусть еще точка 
является точкой прикосновения множества X. 

Определение 2. Точка а называется пределом отображения 
/: X ^ Д"*, X с Д", при х х**** (или в точке х = х*'**), если для 
любой последовательности х<*)еХ, к = 1, 2, ... , такой, что 
\іт х(*^ = х(°>, имеет место равенство 


Ііш /(х<*') = а. 

Для предела отображения / в точке х(°> используется обо¬ 
значение ІІП1 Я^)- 

X —> 

в символической записи определение 2 выглядит следую¬ 
щим образом: 

(1е^ 

Ит Нх) = а 


(іеі 

<» Ѵх^^^еХ, к = 1, 2, ... , Ит х^д = х*®*: Ит 

По аналогии с пределом функции одной переменной опре¬ 
деление предела отображения можно сформулировать в тер¬ 
минах окрестностей. 

Определение 2'. Точка а называется пределом отображения 
/: X ^ Д™, X с Д", при х х*®> {или в точке х = х^®*), если для 
любой окрестности П(а) точки а существует такая ок¬ 
рестность точки х***', что 

ЯХ П П(х(‘»)) с и {а). 

В символической записи: 


Ит Кх) = а ^ ѴЩа) ЗЩх(°^): ДХ П Щх^^'»)) ^ Ща). 

X 


Иначе говоря. 


(36.2) 


Ит Дх) = а <=> У17{а) 3?7(х<°>) ѴхеХ П П(х(°)): Дх)е 11{а). 
х^х(О) 
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Определения 2 и 2' предела отображения равносильны. 
Действительно, из сравнения записей определений предела 
функций одной переменной (5.4)—(5.5) в п. 5.4 и (5.23) в 
п. 5.7 с определениями (36.1) и (36.2) предела отображений 
видно, что они полностью совпадают по форме записи (только 
точка, в которой берется предел, обозначается теперь а не 
Хц, так как нижний индекс обозначает в пространственном 


случае номер координаты точки). Поэтому доказательство 
равносильности двух определений предела функций одной пе¬ 
ременной (см. теорему 1 в п. 5.7) дословно переносится на слу¬ 
чай пределов отображений, если только под точками и окрест¬ 
ностями понимать точки и окрестности в пространстве. 

Наряду с записью Ині /(х) для предела отображения / в 


точке X' 


и 


употребляются как равноправные записи 


ІІП1 

х-х(О)- 

Ині /(х). 

X - > о 

Если х*^’) и а — конечные точки пространств і?” и Д™, 
ределение (36.3) можно записать в виде 


/(х) 


то оп- 


Ііш /(х) = а 

> О 38 > О ѴхЕ X, |х -х<о)| < 8: \Кх) - а| < е. (36.4) 

На этом примере еш,е раз хороню видно, как разумно вы¬ 
браны обозначения в многомерных пространствах: формула 
(36.4) по записи ничем не отличается от случая числовых 
функций одной переменной. Но, конечно, в случае числовых 
функций одной переменной |х - х*°*| и |/(х) — а\ означают абсо¬ 
лютные величины чисел, а в формуле (36.4) — расстояния 
между точками в га-мерном и т-мерном пространствах. 

Поскольку функции многих переменных являются частным 
случаем рассматриваемых отображений, то определение предела 
отображения содержит в себе, в частности, определение предела 
функций, принимаю іцих действительные числовые значения. 

С другой стороны, из определения (36.2) видно, что поня¬ 
тие предела отображения сводится к понятию предела число¬ 
вой функции ІДх) - а\ при аеК'^ и функции |/(х)| при а = °о\ 

Ині Дх) = а <=> ІІП1 ІДх) - а| = О, аеК'^, 
и 

Ині Дх) = оо <=> ііт |Дх)| = оо. 
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Укажем еще на одну связь понятий пределов числовых 
функций и отображений. 

Если точка а является конечной точкой пространства 
К"^■. а = (а^, а^, ... , а^); если /(х) = (/^(х), ••• > /’т(^))> 


р.Х^ Д™, X Д", то в силу эквивалентности сходимости то¬ 
чек пространства со сходимостью их координат (см. теорему 1 
в п. 35.1) определение 2 предела Ііт Дх) = а отображения 

X _^ 

/ равносильно тому, что для любой последовательности точек 
х(*)бХ, к = 1, 2, , Ин^ х<*^ = х**'^ все координатные функции 

этого отображения имеют пределы 


/Дх(*)) = а^, /=1,2, ...,т. 

Таким образом, отображение / имеет предел Ііт /(х) = а 

X —> 

тогда и только тогда, когда для всех у = 1, 2, ... , т существуют 
пределы Ііт = «;• 

В символической записи это выглядит следующим образом: 


Ит /(х) = а <» Ѵу = 1, 2, ... , т: Ііт /Дх) = а^. (36.5) 

в этом смысле понятие предела рассматриваемых отобра¬ 
жений снова сводится к понятию предела числовых функ¬ 
ций — предела его координатных функций. 

Если отображение / задано на множестве X д«, Е X ш 
х(°) — точка прикосновения (конечная или бесконечно удален¬ 
ная) множества Е, то предел в точке х<®) сужения отображе¬ 
ния / на множество Е называется пределом Ііт /(х) 

X —> х^^\ X е Е 

отображения / по множеству Е. Таким образом. 


Ііт /(х) 

X —> X & Е 


Ит /р(х). 


Очевидно, что если в точке х*°) существует предел Ит /(х), 

то В ЭТОЙ точке существуют и пределы отображения / по любым 
множествам Е ^ X, для которых точка х*°) является точкой при¬ 
косновения, и все эти пределы равны между собой. 

В случае га > 1 в качестве множества Е часто берутся 
пересечения кривых, прямых или лучей (направлений), прохо¬ 
дящие через точку х*®\ с отображаемым множеством X. Естест¬ 
венно, что при рассмотрении пределов отображения по разным 
подмножествам множества X в случае, когда предела по множе¬ 
ству не существует, могут получаться разные результаты. 
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Если множество X содержит некоторую окрестность или 
проколотую окрестность точки то предел отображения в 
этой точке по этим окрестностям называется также и всесто¬ 
ронним пределом. 

Существование предела отображения в некоторой точке, а 
если он существует, то и его значение полностью определяют¬ 
ся значениями отображения на пересечении произвольной ок¬ 
рестности точки, в которой рассматривается предел, с отобра¬ 
жаемым множеством, т. е. не зависят от выбора указанной ок¬ 
рестности. Точная формулировка этого утверждения имеет 
следующий вид. 

Если отображение /: X ^ Д™, X Д", имеет предел 


Ііт 


Дх), то для любой окрестности ?7(х(°*) точки х^*** оно име¬ 


ет тот же предел по множеству II (х*®*) П Х\ 


Ит /(х) = Ііт /(х). (36.6) 

хе г7(х(''))ПХ 

Если же отображение /: X ^ Д"*, X 1 = Д", имеет предел 
Ііт Дх) хотя бы для одной окрестности І7(х*°') точки х*°\ 

ТО оно имеет предел в этой точке и по множеству X при этом в 
силу уже первого утверждения выполняется равенство (36.6). 

Все это легко проверить и потому может быть в слу¬ 
чае внутренней потребности самостоятельно проделано чита¬ 
телем. 

Свойство отображения, не зависящее от выбора достаточно 
малой окрестности, содержащей данную точку, называется 
локальным свойством отображения в данной точке. В силу 
сказанного выше существование предела отображения в точ¬ 
ке, являющейся точкой прикосновения отображаемого мно¬ 
жества, и значение предела (если он, конечно, существует) яв¬ 
ляются локальными свойствами отображения. 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Доказать эквивалентность определений 2 и 2' преде¬ 
ла отображений. 

2. По аналогии со случаем функций одной переменной сформулировать 
и доказать критерий Коши суш;ествования предела отображения. 


= ^ ^ „ . Эта формула задает функ- 
X* -ь 

цию во всех точках плоскости, кроме начала координат (О, 0). 


Пример. ПустьДх, і/)= 2 - 
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Исследуем пределы этой функции по различным направлениям 
в точке (О, 0). Уравнение прямой, проходящей через начало ко¬ 
ординат (0, 0) в направлении вектора (а, (3), имеет вид 

X = аі, у = (Зі, -ь (3^ > 0. 


Имеем /(аі, (Зі) = 




о при і ^ о, т. е. предел по лю- 


+ р^ 

бому направлению существует и равен нулю. Если же у = х^, то 
/(х, х^) = 1/2 и, следовательно, предел вдоль параболы у = х^ 
также существует, но равен 1/2. 

Таким образом, для рассмотренной функции существует 
один и тот же предел по любому направлению, а предел по 
указанной параболе, хотя и существует, отличен от общего 
значения пределов по направлениям; тем самым просто пре¬ 
дел в точке (0, 0) не существует. 


УПРАЖНЕНИЕ 3. Исследовать пределы по направлению в точке (0, 0) 
функции Дх, у) = . 

Ч- 11^ 


Замечание. Если множество X ^ Д", на котором опре¬ 
делена функция /, состоит только из точек X, координаты ко¬ 
торых являются натуральными числами: х = (т-^, ... , т^), 
ті€.М, і = 1, 2, ... ,п, то функция / называется, как мы зна¬ 
ем, га-кратной последовательностью (см. 34.1) и ее значения 
у = /(т^, ... , т^) обозначаются у^ ^ . 

Определение предела двойной последовательности, данное 
в п. 34.1 (см. там определение 2), отличается от ее предела, ес¬ 
ли его рассматривать как частный случай предела функции в 
смысле определения 2 этого пункта. Поясним это различие 
подробнее на примере двойных последовательностей. 

Если Ііт г/_ „ = а в смысле предела функции, то это оз- 

начает, что для любого е > 0 существует такое 8 > 0, что для 
всех номеров теЫ ипеЫ таких, что > 8, имеет место 

неравенство \у^ ^ — а\ < е. Условие > 8 может выпол¬ 

няться при выборе лишь одного достаточно большого номера 
т или п, другой же может оставаться даже постоянным. При 

определении же предела Ііт г/„ данном в п. 34.1, оба но¬ 

га,л->оо 

мера тип должны быть достаточно большими для того, что¬ 
бы выполнялось неравенство \у^^ „ - а| < е при достаточно ма¬ 
лом е > 0. 
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36.3. Непрерывность отображений в точке 


При рассмотрении предела отображения в данной точке эта точ¬ 
ка может как принадлежать отображаемому множеству, так и 
не принадлежать ему. 

Если /: X ^ Д'", X Д", х(0)еХ и существует предел 
Ііт К^), то Ііт йх) = 

Действительно, выбрав стационарную последовательность 
;с(А) = л:«»еХ, к = 1,2,..., (36.7) 

получим, согласно определению (36.1), 


, (3^1) Л“оо Д“оо (36.8) 

Определение 3. Если предел отображения в точке равен его 
значению в этой точке, то отображение называется непре¬ 
рывным в ней. 

Иначе говоря, равенство 


Ііт 

х^х(О) 


/(х) = 


(36.9) 


является определением непрерывности отображения в точке. 

В символической записи определение непрерывности отобра¬ 
жения / в точке выглядит в силу (36.4) следующим образом: 


Ѵе > О 38 > О ѴхеХ, |л: - л:(0)| < 8: \Г(х) - Я^^^”*)! < е. (36.10) 


В терминах окрестностей определение указанной непре¬ 
рывности выглядит следующим образом: 


ѴП(Ях('»)) ЗП(х(0)): Г(Х П П(х(0))) с [/(Ях^))). (36.11) 


Таким образом, понятие непрерывности отображения явля¬ 
ется частным случаем понятия предела отображения при X. 

Если = (х^°\ х^ 2 ^, ... , х^^'^), х = (х^, Х 2 , ... , х„), А X; = 
= X; - х^*’^ і = 1, 2, ... , га, А X = (Ах^, Ахз, ... , Ах^), Ау = -Ь 
-Ь Ах) - Я^*°*)> то, перенеся в равенстве (36.9) значение /(x^^’^) в 
левую его часть под знак предела, получим 


Ііт Ау = о, (36.12) 

Дх ^ о 

что, таким образом, является другой записью определения не¬ 
прерывности отображения / в точке х*®*. 

Можно, конечно, сформулировать понятие непрерывности 
отображения и в терминах пределов последовательностей. 
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Отображение /: X ^ Д™, X Д" непрерывно в точке х^^^еХ в 
том и только том случае, когда для любой последовательности то¬ 
чек д;**)еХ, к = 1, 2, ... , сходящейся к точке Ит 

Й -> оо 

выполняется условие 

Ит (36.13) 

А —> оо 

Это сразу следует из равносильности определений 2 и 2' преде¬ 
ла отображения. 

Если Я^) = ••• ’ /т(^))> то из (36.5) при а = Ял:<®>) 

следует, что отображение непрерывно в некоторой точке в том 
и только том случае, когда все его координатные функции 
непрерывны в этой точке. 

Отсюда, в частности, следует, что определение непрерыв¬ 
ных отображений отрезка, данных при рассмотрении понятия 
кривой в п. 16.1 (для случая отображений отрезка в трехмер¬ 
ное пространство) и в п. 35.2 (для случая отображения отрезка 
в произвольное га-мерное евклидово пространство) как отобра¬ 
жений, координатные функции которых непрерывны, равно¬ 
сильны в случае отображения отрезка данному здесь опреде¬ 
лению непрерывных отображений. 

Ясно, что если отображение непрерывно в какой-либо точ¬ 
ке, то и его сужение по каждому множеству, содержащему эту 
точку, непрерывно в ней. 

Отображение /: X ^ К’^ называется непрерывным в точке 
хО) по некоторому множеству Е, X, если сужение 

отображения / на множество Е непрерывно в этой точке. 

Если а(л:) — числовая функция, определенная на множестве 
X Д", |3(л:) — отображение этого множества в пространство Д™, 
а является конечной или бесконечно удаленной точкой при¬ 
косновения множества X, то отображение |3(л;) называют беско¬ 
нечно малым по сравнению с функцией а(л:) при х и пишут 

(3 = о(а), X ^ х^^^\ (36.14) 

если существует такое отображение е(л:) множества X в простран¬ 
ство Д"®, что 

|3(х) = е(д:)а(х), хеХ, (36.15) 

и 

Ит е(л:) = 0. (36.16) 

Если д;<°)еХ, то из условия (36.16) следует (см. (36.7)), что 

е(х<о)) = 0. 
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Для отображений, в частности для функций многих пере¬ 
менных , х^), га > 1, наряду с их непрерывностью в оп¬ 

ределенном выше смысле, которую называют также непре¬ 
рывностью по совокупности переменных х^, ... , х^, можно 
рассматривать и непрерывность по отдельным переменным x^. 

Функция Дх^, ... , х„), определенная, например, в некото¬ 
рой окрестности точки х<°> = (х^*^\ ... , х^®*), называется непре¬ 
рывной в точке X*®) по переменной х^, если функция 


(іе^ 


ф(Х;) = ДХ^ 


( 0 ) 


ѵ(0) у. ^(0) 

I - 1’ + 1’ 


X 




ОДНОЙ переменной x^ непрерывна в точке х^*’^ Очевидно, что 
функция ф является сужением функции / на пересечение пря¬ 
мой х^ = У = 2, ... , і — 1, і -Ь 1, ... , га, с множеством опре¬ 

деления функции /, тем самым непрерывность функции по не¬ 
которому переменному означает непрерывность ее сужения по 
соответствуюш;ему множеству. 

Отметим, что из непрерывности функции по всем перемен¬ 
ным в отдельности не следует ее непрерывность по их сово¬ 
купности. Например, функция 


Кх, у) 


„ , если х^ Н- 1/2 > о, 

-Ь г/2’ н ’ 

о, если X = у = о. 


непрерывна по каждой переменной х и у в отдельности в каж¬ 
дой точке плоскости, но не непрерывна по их совокупности в 
точке (0, 0), так как не имеет в этой точке даже предела (про¬ 
верьте это). 


36.4. Свойства пределов отображений 

Поскольку определение предела и непрерывности отображе¬ 
ний дословно совпадают с соответствуюш;ими определениями 
для функций одной переменной, то для случая отображений 
сохраняются многие свойства пределов функций и свойства 
непрерывных функций, доказанные в § 5. Если элементы про¬ 
странства і?" рассматривать как векторы, то их можно скла¬ 
дывать и умножать на числа. Аналогично случаю числовых 
функций одной переменной доказывается, что если X і?"®, 
§: X ^ Д™, X с К'^, Хе К, ре К, и если суіцествуют пределы 
Ііт Дх) и Ит §(х), то суіцествует и предел 

Иш (Я,/(х) -Ь р§ (х)) = X Ит /(х) -Ь ц Ит ^(х). 

Х^Х***) х^х(О) х^х<0) 
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Если / и — числовые функции, т. е. если т = 1, то для их 
пределов имеют место свойства, аналогичные свойствам пре¬ 
делов функций одной переменной, связанные с неравенства¬ 
ми, с произведением и делением функций (см. п. 5.10). Фор¬ 
мулировка этих свойств и их доказательства остаются преж¬ 
ними, следует только под множествами понимать множества, 
лежащие в га-мерном пространстве. 

Конечно, при /г > 1 на случай отображений непосредствен¬ 
но не обобщаются утверждения о пределах функций одной пе¬ 
ременной, связанные с упорядоченностью их аргумента, т. е. 
утверждения об односторонних пределах и пределах монотон¬ 
ных функций. 

36.5. Повторные пределы 

Для отображений /: X ^ Д"*, X ^ Д", при п > 1 наряду с преде¬ 
лом в смысле определения 2 можно рассматривать пределы дру¬ 
гого вида, а именно связанные с последовательным переходом к 
пределу по разным координатам точки х = (л;^, Хз, ... , х^), т. е. 
пределы вида 

Ит Ит ... Ит /(х,, Хо, ... , х„), 

Й Й '2 ‘2 'п ^п 

где і^, І 2 , — некоторая перестановка чисел 1, 2, ... , п, а 

отображение / определено, например, в некоторой проколотой 
или обычной окрестности точки х*°) = (х^*’^ ••• > Та¬ 

кие пределы называются повторными пределами. 

Повторный переход к пределу в силу своего определения 
сводится к последовательному нахождению пределов отобра¬ 
жений по одному переменному. Так, Ит /(х^, Хз, ... , х^) оз- 

X. —> ж*®* 

I I 

начает, что у отображения /: X ^ Д, фиксированы все значе¬ 
ния координат x^, і ^ і, ее аргумента х = (х^, Х 3 , ... , х^^) и тем 
самым указанный предел означает предел отображения по 
множеству {х = (х^, Хз, ... , х^): х^ = х^^\ у ^ і} П X. 

Аналогично пределу в смысле определения 2 повторные 
пределы отображения сводятся к повторным пределам ко¬ 
ординатных функций этого отображения. Поэтому ограни¬ 
чимся рассмотрением только повторных пределов числовых 
функций. 
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Пример. Рассмотрим определенную на всей плоскости 
функцию 

[ X 8ІП - + и зіп если х ^ О и и ^ О, 

Г(х,і/) = і У ^ 

I О, если X = О или г/ = 0. 

Исследуем различные ее пределы в точке (0,0). Очевидно, 
Ііт /(х, и) = 0. Повторные пределы 

(х, у) (0, 0) 

Ит Г Ііт X 8ІП і + Ііт у 8Іп 

у х^О ХА 

И 

Ііт Г Ііт X 8ІП і + Ііт у 8Іп 

х ^ О Ь у ^ О у і/^ О хл 

не существуют, так как не существуют даже пределы 
Ит у 8ІП і (г/ ^ 0) и Ит х 8Іп - (х ^ 0), а Ит х 8Іп і = О (у ^ 0) 

л: ^ О X ^^0 У д: ^ О У 

и Ит у 8ІП і = О (х 5^ 0). 

Для функции же /(х, у) = , определенной этой фор- 

мулой на всей плоскости, кроме начала координат, оба по¬ 
вторных предела в точке (0, 0) суш,ествуют и 

Ит Ит /(х, у) = Ит Ит /(х, у) = 0. 

Однако предела функции / в точке (0, 0) не суш,ествует, так 
как предел вдоль координатных осей равен нулю, а вдоль пря¬ 
мой у = X он равен ^/ 2 . 

Таким образом, из одного лишь суш;ествования предела 
функции в данной точке не следует суп];ествования повторных 
пределов в этой точке и, наоборот, из суп];ествования повтор¬ 
ных пределов не следует суш;ествования предела в соответст- 
вуюп];ей точке. Тем не менее определенная связь между этими 
понятиями может быть установлена. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция /(х, у) определена на множе¬ 
стве X, содержащем все точки некоторой прямоугольной 
окрестности Р((Хо, Уд)’ ^ 2 ) японки (Хд, уд), кроме, быть 
может, точек прямых х = х^и у = уд. Если существует пре¬ 
дел функции / в точке (Хд, уд) по множеству X и при любом 
уе (уд - 82 , Уд + 82 ) существует предел 

у) =(36.17) 
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то повторный предел Ііт Ііт Дх, у) существует и 

У ^ X ^ x^ 

Ііт Ііт /(х,у)= Ііт Дх, у). (36.18) 

(х, у)^(х^^, у^) 

(х,у )е X 

Доказательство. Пусть 

Ііт Дх, у) = а 

(х, у)^(х^, у^),(x,у)& X 

и пусть фиксировано произвольное е > 0. Суш;ествует прямо¬ 
угольная окрестность Р = Р((х^, у^У, Рз), 0 < < 8^, 0 < Рз < бз 

такая, что если (х, г/)еР П X, то 

ІДх, у)-а|<|. (36.19) 

В силу суптествования предела (36.17), для любого числа 
у такого, что (х, г/)еР П X и, следовательно, \у - у^\ < Рз, из 

(36.19) имеем |^(і/) - а\ е (для этого достаточно перейти к 
пределу при х ^ Хд в равенстве (36.19)), а это и означает, что 

Ііт §{у) = а. и 

У ^Уо 

Пример. Рассмотрим функцию Дх, у) = х 8Іп у ^ 0. Эта 

функция определена во всей плоскости, кроме точек оси Ох. 
Обозначим ее область определения через X. Очевидно, суіцест- 
вуют пределы 

Ит Дх, у) = о и Ііт Дх, у) = 0, у ^ 0, (36.20) 

{л:,у)^{0,0) л: ^ о 

X & X 

поэтому, согласно доказанной теореме, существует и повтор- 
ный предел Ит Ит Дх, у) = 0. Это ясно и непосредственно. 

У ^ Ох ^ о 

Заметим, что другой повторный предел Ит Ит Дх, у) в этом 

X ^0 у ^0 

случае не существует. 


36.6. Предел и непрерывность 
композиции отображений 

Композиция функций многих переменных и отображений 
множеств многомерных пространств имеет ряд специфиче¬ 
ских особенностей, связанных как с самой многомерностью. 
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так и с возможностью наличия разных размерностей у про¬ 
странств, в которых лежат отображаемые множества. 

Пусть п, тир — произвольные, вообще говоря, различные 
натуральные числа, X у — отображение множества X в 

множество У ^ і?™, а. § — отображение множества У в про¬ 
странство КР, т. е. 


р.Х^У^К^, X <= К'^, §:У^КР. (36.21) 

В этом случае имеет смысл композиция § ° / отображений 
/ и задаваемая, как известно (см. п. 1.2*), формулой 

(§ ° Шх) = ёіАх)), хеХ. 


В этой ситуации отображение у = Дх) часто называют заме¬ 
ной (независимой) переменной в отображении ё{у). 

Отметим, что если отображение /(х) множества X непре¬ 
рывно в точке х(°)е X, а отображение §(у) определено в некото¬ 
рой окрестности точки = /(х****), то всегда существует такая 
окрестность 17^ точки х*°\ что на множестве X Г\ 11^ имеет 
смысл композиция ё ° І- Действительно, пусть II^ — окрест¬ 
ность точки на которой определено отображение ё{у)- Со¬ 
гласно определению непрерывности отображения, для II^ су¬ 
ществует такая окрестность II ^ точки х(°>, что К^х П X) ^ II у 
Очевидно, что для всех точек хе 1/^ П X и имеет смысл компо¬ 
зиция ё ° 

Пусть хО), а и Ъ — конечные или бесконечно удаленные 
точки соответственно пространств Д", Д"® и ВІ, причем если 
какое-то из чисел п, т или р равно единице, то соответствую¬ 
щая ему из указанных точек может быть и бесконечностью со 
знаком. 


ТЕОРЕМА 2. Если имеет смысл композиция ^(/(х)), хеХ, и 
существуют пределы 


Ит /(х) = а, 

. ^ .г(0) 


Ит ёіу) = Ь, 


то существует и предел 


Ит §-(/(х)) = Ъ. 


(36.22) 

(36.23) 

(36.24) 


Объединив формулы (36.23) и (36.24), получим 


Ит ^(/(х)) = Ит ё(у). (36.25) 

д;^д;(0) У^а 
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Эта формула называется формулой замены переменного для 
пределов отображений (функций). 

СЛЕ ДСТВИ Е. Если отображение / непрерывно в точке 
х(0)бХ ^ К’^, а отображение § непрерывно в точке 
то их композиция §{^і{х)) также непрерывна в точке 

Короче: композиция непрерывных отображений непре¬ 
рывна. 

Теорема 3 аналогична теореме о пределе композиции пре¬ 
делов функций одного переменного. Для разнообразия выбе¬ 
рем метод ее доказательства, основанный на определении пре¬ 
дела функции в терминах последовательностей. 

Доказательство. Возьмем произвольную последователь¬ 
ность точек к = 1, 2, ... , стремяіцуюся к точке х*®*: 

Ит (36.26) 

Тогда, в силу условия (36.22), будем иметь 

Ит = а. 

Поэтому, согласно предположению (36.23), 

Ит ^(/(л;<*)) = Ъ. (36.27) 

к 

Поскольку последовательность была произвольной по¬ 
следовательностью, удовлетворяюптей условиям (36.26), ра¬ 
венство (36.27), согласно определению предела отображения, 
и означает справедливость формулы (36.24). 

Для доказательства следствия достаточно заметить, что в 
силу непрерывности отображений / и ^ соответственно в точ¬ 
ках и = /(х(°)) точка принадлежит области определе¬ 
ния композиции §{/{х)). □ 

С помош;ью теоремы 2 можно легко установить непрерыв¬ 
ность функций, наиболее часто встречаюіцихся на практике, 
а именно элементарных функций многих переменных. 

Определение 4. Функции, получающиеся из переменных 
x-^^, ... , х^с помощью конечного числа композиций элементар¬ 
ных функций одного переменного, операций сложения, умно¬ 
жения и деления, называются элементарными функциями 
переменных ... , х„. 
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ху 


у 

Например, функция /(х, у) = хе является элемен¬ 

тарной функцией двух переменных х и Действительно, 

Лх.,)-х», ш-е^ ѵ-уг, . - віп * - 2, а-.у. Ц-х + і,. 

Из теоремы 2 и сохранения непрерывности в соответствую¬ 
щих точках при арифметических операциях над непрерывны¬ 
ми функциями (см. п. 36.4) следует, что всякая элементар¬ 
ная функция любого числа переменных непрерывна в каждой 
точке области своего определения. 


36 . 7 . Непрерывные отображения компактов 


Отображение, непрерывное в каждой точке отображаемого 
множества, называется непрерывным на этом множестве. 
ТЕОРЕМА 3. Непрерывный образ компакта является ком¬ 
пактом. 


СЛЕДСТВИЕ. Числовая непрерывная на компакте функция 
ограничена и достигает своих экстремальных (наибольшего 
и наименьшего) значений. 


Доказательство. Пусть множество X является компактом, 
X с і?" и отображение ф. X ^ Е'^ непрерывно на X. Покажем, 
что из любой последовательности точек образа /(X) компакта X 
можно выделить сходящуюся к точке из /(X) подпоследователь¬ 
ность. Это и будет означать, что множество /(X) — компакт. 


Пусть у***е/(Х). Тогда существуют такие точки х^^^еХ, что 
к = 1, 2, ... . Поскольку множество X — компакт, 

г (*;)і 

существует сходящаяся подпоследовательность {х і } последо¬ 
вательности предел которой принадлежит множеству X: 

Ит х^^і^ = х(°)еХ. Пусть = /(х(°)). 


1 


оо 


в силу непрерывности отображения / в точке имеем 
Ит у^^і^ = Ит = /(х(°)) = уй^\ Таким образом, подпосле- 

І —> оо у —^ оо 

довательность последовательности сходится к точ¬ 

ке 1 /<°'е/(Х). □ 

Докажем следствие. 

Если /: X ^ Д, X — компакт, X Д”, то в силу доказанной 
теоремы, множество /(X) является компактом на числовой 
оси, т. е. ограниченным и замкнутым числовым множеством. 


226 



в силу своего определения, нижняя и верхняя грани множест¬ 
ва являются точками прикосновения этого множества. Из ог¬ 
раниченности множества /(X) следует, что его нижняя и верх¬ 
няя грани конечны. Поскольку /(X) — замкнутое множество, 
они содержатся в нем. Это и означает, что функция / достига¬ 
ет на компакте X наибольшего и наименьшего значений. □ 

Замечание. Если функция определена на некотором 
множестве X га-мерного пространства и ее значениями явля¬ 
ются комплексные числа, то она называется ограниченной 
на этом множестве, если на нем ограничена ее абсолютная ве¬ 
личина. 

Таким образом, ограниченность комплекснозначной функ¬ 
ции сводится к ограниченности функции, принимаюш;ей 
только действительные значения — ее абсолютной величине. 
Из этого, в силу теоремы 3, сразу следует, что всякая комп¬ 
лекснозначная функция, непрерывная в каждой точке неко¬ 
торого компакта, ограничена на нем. 

Напомним, что, согласно введенной для отображений тер¬ 
минологии (см. п. 1.2*), отображение /: X ^ і?'", X ^ Д", назы¬ 
вается взаимно однозначным или инъекцией, если разным точ¬ 
кам множества X соответствуют при этом отображении также 
разные точки. В этом случае говорят также, что множество X 
взаимно-однозначно отображается посредством этого отобра¬ 
жения на множество /(X), т. е. /: X ^ /(X) является биекцией. 
При выполнении этого условия на множестве /(X) суіцествует 
однозначное обратное отображение (однозначная обратная 
функция) ^ \у) = X, где х таково, что ^{х) = у, т. е. / ^ (Я^)) = 
иначе говоря, отображение является тождественным ото¬ 
бражением (тождественным отображением множества X назы¬ 
вается отображение, которое каждой точке хеХ ставит в соот¬ 
ветствие эту же точку). 

Важным является понятие гомеоморфного отображения. 
Определение 5. Если отображение / множества X Д" в про¬ 
странство Д™ взаимно однозначно и непрерывно на X и обрат¬ 
ное ему отображение непрерывно на множестве ДХ), то / 
называется гомеоморфным отображением или гомеоморфиз¬ 
мом, а множество ДХ) — гомеоморфным образом множества X 
или, что то же, множеством, гомеоморфным множеству X. 

Ясно, что если / — гомеоморфизм множества X, то об¬ 
ратное ему отображение Я^ является гомеоморфизмом множе¬ 
ства ДХ). 
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ТЕОРЕМА 4. Непрерывное взаимнооднозначное отображе¬ 
ние компакта является гомеоморфизмом. 

Доказательство. Пусть X — компакт, X ^ Д", и / — его 
непрерывное взаимно-однозначное отображение в пространст¬ 
во Д"*. Докажем, что обратное ему отображение множества 
/(X) Д™ в пространство Д" также непрерывно. 


Пусть уО), у(*)еЯ^)> тогда 


х(0) = /-і(у(0))ех. 

х(А) = /--і(і/(А))бХ, к = 1,2,... 

, (36.28) 

и пусть 

Ит у(*) = уО). 

к ^ ^ 

(36.29) 

Покажем, что 

Ит х<*) = хО). 

/г -> оо 

(36.30) 


Если бы это было не так, то суптествовало бы такое е > О, 
что для любого натурального т нашлось бы натуральное 


> т, (36.31) 

для которого выполнялось бы неравенство 

\х(^гп) - х(0)| > е, (36.32) 

при этом из (36.31) следовало бы, что 


В силу компактности множества X из последовательнос¬ 
ти л: ь е X, т = 1, 2, ... , можно выделить сходяш;уюся поднос- 

ледовательность у = 1, 2, ... , предел которой принадле¬ 

жал бы X: 


Ііш х‘Ч^ = хеХ. 

у —> оо 


(36.33) 


Из неравенства (36.32) следует, в частности, что > е, 

/=1,2,.... Переходя к пределу при і ^ получим \х - х*®*! > е. 
Следовательно, х ^ х^*’^ а это в силу взаимной однозначности 
отображения / означает, что 

Дх) ^ Ях*»)) = «/(0). (36.34) 


Однако последовательность является подпоследова¬ 

тельностью последовательности {у***}, имеюш;ей своим преде¬ 
лом точку г/О) и поэтому 


Ит = Ит = уО). 

і^оо" к^ОО^ ^ 


(36.35) 
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Но в силу непрерывности отображения / в точке х, согласно 
(36.33), имеем 

Ит = Ит = /(х) 5-^ 

у ^ ОО у _> оо (36.34) 

что противоречит равенству (36.35). Таким образом, справед¬ 
ливо равенство (36.30), т. е. 

Это и означает непрерывность отображения / ^ в любой точке 
у(‘»€ЯХ).П 

Доказанная теорема является обобщением теоремы о не¬ 
прерывности функции, обратной к непрерывной строго моно¬ 
тонной на отрезке функции. 

36.8. Равномерная непрерывность 

В пункте 6.4 т. 1 было введено понятие равномерно непрерыв¬ 
ной функции на отрезке. Это определение можно обобщить на 
случай отображений /: X ^ Д™, X ^ К". Если отображение / не¬ 
прерывно на множестве X, то для любого е > 0 и для любой точ¬ 
ки хеХ существует такое 8 > 0 (тем самым зависящее от е и х), 
что для всех точек х'еХ, для которых |х' — х| < 8, выполняется 
неравенство ІДх') - /(х)| < е. 

Как и в случае функций одной переменной, отказ от зави¬ 
симости числа 8 от точки множества приводит к понятию рав¬ 
номерной непрерывности. 

Определение 6. Отображение /: X ^ Д™, X Д", называется 
равномерно непрерывным, если для любого е > 0 существует 
такое 8 > 0, что для любых двух точек хеХ и х'еХ таких, 
что \х' — х| < 8, выполняется неравенство 

|/(х0 - /(х)| < е. 

В символической записи это определение выглядит сле¬ 
дующим образом: 

Ѵе > о 38 > о Ѵх, х'еХ, \х' - х| < 8: |Я-^ ) “ /(^)| < (36.36) 

т. е. снова буквальное повторение записи определения равномер¬ 
ной непрерывности функции одной переменной (см. т. 1, п. 6.4). 

Вспомнив определение диаметра множества (см. опреде¬ 
ление 33 в п. 35.3), по аналогии со случаем числовых функ¬ 
ций одной переменной легко убедиться, что определение рав- 
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номерной непрерывности отображения можно сформулиро¬ 
вать следующим образом. 

Определение 6'. Отображение р. X ^ і?"*, X К", называется 
равномерно непрерывным, если для любого е > О существует 
такое 8 > О, что для каждого множества Е ^ X диамет¬ 
ра, меньшего, чем 8: сііат X < 8, выполняется неравенство 
сііат ДЕ) < е. 

Свойство отображения быть равномерно непрерывным на 
множестве снова по аналогии со случаем функций одной пере¬ 
менной можно описать в терминах колебания на этот раз ото¬ 
бражения на множестве. 

Определение 7. Для отображения р. X ^ Д™, X Д”, его ко¬ 
лебанием на множестве X называется число {конечное или 
бесконечное) 

(0{р, X) йіат ДХ). 

В этих терминах определение (36.36) равномерной непре¬ 
рывности отображения в символической записи имеет вид 

Ѵе > О 38 > О ѴЕ с X, йіат Е < 8: со(Д Е) < е. (36.37) 

ТЕОРЕМА 5. Непрерывное отображение компакта равно¬ 
мерно непрерывно. 

СЛЕДСТВИЕ. Если числовая функция непрерывна на ком¬ 
пакте, то она равномерно непрерывна. 

Доказательство. Если р. X ^ Д™ — непрерывное отобра¬ 
жение компакта X Д", то для любого е > О и любой точки 
х€іХ существует такое 8^ > О, что для всех точек лг'еХ, удов¬ 
летворяющих условию \х' — х\< 8 ^, выполняется неравенство 

\Кх')-т\<\. (36.38) 

Система всех сферических окрестностей О. = {11{х', 8^)}, 
х€. X, образует покрытие компакта X. Если р — лебегово число 
этого покрытия (см. теорему 5 в и. 35.3), то для любых точек 
х'€і X И х"еX, для которых \х'' — х'\<х\, найдется такой элемент 
покрытия о., обозначим его [/(х*®); 8 ^( 0 )); что х'е 11{х^^\ ^ 

х"е Е(х(°>, 8 ^( 0 )), поэтому 

ІДх") - ДхОІ < \Кх") - Дх«»)| + ІДх(О)) - ДхОІ < I + I = е. 

Это и означает равномерную непрерывность отображения /. □ 
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Следствие является частным случаем теоремы при т = 1. 
Для функций, непрерывных на отрезке, оно было доказано 
раньше (см. т. 1, п. 6.4). 

В теореме 5 требование того, что отображаемое множество 
является компактом, суш,ественно. Например, непрерывная и 

ограниченная на интервале (О, 1) функция /(х) = 8Іп і не явля- 

X 

ется равномерно непрерывной, так как при любом п = 1, 2, ... 
имеем йіат і ^ = 2. 

В самом деле, с одной стороны, для любых х', х"е(0, 1) для 
функции Дх) = 8ІП - имеет место неравенство 

X 


|/(х") - /(хОІ = 


8ІП 

- 8ІП —, 

< 

8ІП 

-ь 

8ІП —, 

X 

X 


X 


X 


< 2 . 


С другой — для любого пе N найдется такое те ІѴ, что 

О <-- 5 - — <і, 0<—— <-. (36.39) 

7Г/2 + 2лт п -л/2 + 2лт п 


Тогда при х' = —-—-— , х" = ———-— будем иметь 
л/2 + 2лт -л/2 + 2лт 


|/(х") - Г(х')\ 



= 2 и х', х" е 


(36.39) 


О, - 
п 


Это и означает, что сііат /Го, -1 = зир \К^") - К^')\ = 2 

' ^ ' х' ,х" е (0,1/п) 

И, следовательно, сколь угодно малым по диаметру множест¬ 
вам Е = (О, 1/п) не соответствуют достаточно малые по диа¬ 
метру множества /(Е). 

Аналогично определению модуля непрерывности числовой 
функции одной переменной (см. т. 1, п. 6.4) вводится понятие 
модуля непрерывности отображения. 

Определение 8. Для отображения /: X ^ Д™, X Д", функ¬ 
ция 

со(8;/;Х)= зир |/(х0 -/(х)|, х, х'бХ, 8 > О, (36.40) 

\х’ - л:| < 5 

называется модулем непрерывности этого отображения. 
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Как и в случае функций одной переменной, модуль непре¬ 
рывности отображения является неотрицательной возрастаю- 
ш,ей функцией при 8 > 0. 

Отметим очевидную связь понятий колебания отображе¬ 
ния и его модуля непрерывности на множестве: колебание 
отображения / на множестве X равно значению его модуля не¬ 
прерывности со(8; /; X) на этом множестве при 8 = йіат X, т. е. 
со(/; X) = со(сііатХ; /; X), а модуль непрерывности со(8; /; X) 
равен верхней грани диаметров образов ДК) множеств Е ^ X, 
диаметры которых не превышают числа 8: со(8; /; X) = 
= вир йіат ДК), йіат К < 8. 

Аналогично случаю функции одной переменной имеет мес¬ 
то следуюш;ая теорема. 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы отображение Д X ^ і?"*, 
X с Д", было равномерно непрерывно на множестве X, не¬ 
обходимо и достаточно, чтобы Ііш со(8; /; X) = 0. 

5 —> о 

Теорема 6 доказывается почти дословным повторением до¬ 
казательства соответствуюш;его утверждения для функций од¬ 
ной переменной (см. т. 1, п. 6.4), поэтому в случае внутренней 
потребности проведение ее доказательства может быть предос¬ 
тавлено читателю. 

Мы видели выше (см. п. 6.4), что на отрезке [0, 1] со(8; х^) = 

= 28 — 8^, поэтому Ііш со(8; х'^) = 0 и, следовательно, функция х^‘ 

5 ^ -1-0 

равномерно непрерывна на этом отрезке, как и должно быть, 
согласно теореме 5. Модуль непрерывности той же функции х^, 
но уже рассматриваемой на всей веіцественной оси, так же как 

и модули непрерывности со|^8; віп і х 0, и со|^8; ^ 0 < л: < 1, 

не стремится к нулю при 8 ^ -Ь 0, поэтому все эти функции не 
являются равномерно непрерывными на соответствуюіцих мно¬ 
жествах. 

Задача 6. Пусть О — область в К" н р. О ^ К. Доказать, что если 

Ііш = о, то / — постоянная функция. 

5^0 о 

С помош;ью доказанных свойств непрерывных отображений 
можно получить одно полезное для дальнейшего свойство об¬ 
ластей (т. е. открытых линейно связных множеств, см. п. 35.2). 
Сформулируем это свойство в виде леммы. 
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/\^МЬЛ ^ л. Открытое множество является областью тогда 
и только тогда, когда любые две его точки можно соеди¬ 
нить целиком лежащей в нем ломаной. 

Доказательство. Достаточность сформулированного усло¬ 
вия не требует доказательства. В самом деле, если у некоторого 
открытого множества О і?" любые две точки можно соеди¬ 
нить некоторой ломаной, целиком лежаіцей в нем, то, посколь¬ 
ку всякая ломаная является кривой (см. т. 1, п. 16.5), любые 
две точки множества О оказываются соединимыми в нем кри¬ 
вой, что и означает, согласно определению (см. определение 27 
в п. 35.2), что открытое множество О линейно связно, т. е. яв¬ 
ляется областью (см. определение 28 там же). 

Докажем необходимость условий леммы. Пусть С — об¬ 
ласть пространства Д". Рассмотрим точки хеО и уеО. Соглас¬ 
но определению области, суіцествует кривая Г = {г(і), а< і < Ь}, 
соединяюіцая в О точки х и у, т. е. г(а) = х, г(Ь) = у а г{і)еО, 
а ^ і ^ Ь. Кривая Г представляет собой непрерывный образ при 
отображении г(і) отрезка [а, Ь], являюіцегося компактом, и 
поэтому (см. теорему 3) сама будет компактом. Так как ком¬ 
пакт Г не пересекается с замкнутым множеством то рас¬ 

стояние между ними болыпе нуля (см. лемму 7 в п. 35.2). Сле¬ 
довательно, суіцествует такое число р > О, что р(Г, К'^\^) > р. 

Отображение г(і), а < ^ < Ь отрезка [а, Ь], будучи непрерыв¬ 
ным, является и равномерно непрерывным (см. теорему 5). По¬ 
этому суіцествует такое 8 > О, что для любых двух точек і'е [а, Ь] 
и і" е [а, Ь], удовлетворяющих условию \і" — і'\ < 8, выполняется 
неравенство р(г(^")» )) < Р- Отсюда вытекает, что для любого 

разбиения х = { ^ “ о отрезка [а, Ь] мелкости |х| < 8 все точки ло¬ 

маной с вершинами г(і;), і = О, 1, ... , й, будут содержаться в С 
(почему?). Следовательно, Х^ ^ О. 

Началом и концом ломаной Х^ являются соответственно на¬ 
чало и конец кривой Г, т. е. произвольно заданные точки х и і/ 
из Ѳ, поэтому нами доказано, что любые две точки области мо¬ 
гут быть соединены в ней ломаной. □ 

36.9. Непрерывные отображения 
линейно связных множеств 

Прежде всего определим, что будем понимать под образом кри¬ 
вой при заданном непрерывном отображении. 

Пусть Г = {х(і); а < ^ < 5} — кривая в пространстве Д" и / — 
непрерывное отображение ее носителя в пространство Д™. 
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Кривая в пространстве Д™, представлением которой является 
отображение а < і < Ь отрезка [а, Ь] в пространство Е'", 

называется образом /(Г) кривой Г при отображении у. 

Докажем теперь следующую простую теорему. 

ТЕОРЕМА 7. Непрерывный образ линейно связного множе¬ 
ства является линейно связным множеством. 
Доказательство. Пусть X — линейно связное множест¬ 
во, X 1 = і?" и / — его непрерывное отображение в пространст¬ 
во Д™. Пусть У = /(X) и у'еУ, у"еУ. Тогда существуют такие 
точки х'еХ и х"еХ, что /(х') = у', /(х") = у". В силу линей¬ 
ной связности множествах существует такая кривая Г = {х(і); 
а < ^ что х(а) = х', л:(&) = х" и для всех [а, Ь] выполня¬ 
ется включение х(і)еХ. Очевидно, что кривая /(Г) = {/(д;(і)); 
а < і < Ь} соединяет точки у' и у” в множестве У, т. е. У(х(а)) = 
= /(х') = у', /(х(Ь)) = /(х") = у" и для всех іе [а, &] выполняется 
включение /(х(і)) = /(х)еУ. Это и означает, что множество У 
линейно связно. □ 

Докажем теперь теорему о непрерывных числовых функ¬ 
циях на линейно связных множествах, обобщающую теорему 
Коши о промежуточных значениях непрерывных на отрезке 
функций. 

ТЕОРЕМА 8. Функция, непрерывная на линейно связном 
множестве, принимая какие-либо два значения, принимает 
и любое промежуточное между ними значение. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Функция, непрерывная на замыкании линей¬ 
но связного множества, принимая какие-либо два значения, 
принимает и любое промежуточное между ними значение. 

С Л Е Д С Т В И Е 2. Фг/Н7сцнл, непрерывная на области или на 
замыкании области, принимая какие-либо два значения, 
принимает и любое промежуточное между ними значение. 
Доказательство. Пусть X — линейно связное множест¬ 
во, X 1 = Д", функция /: X ^ Д непрерывна на X, х*^*еХ, 
х(2)еХ, Я^*^*) = В ж, например, А < С < В. В силу 

линейной связности множества X, существует такая кривая 
Г = {х(і); а < ^ < Ь}, лежащая в X, что х*^* является началом, а 
х(2) — ее концом: х(а) = х<^), х(Ь) = х^-^К Функция Р(і) = ^'(х(і)), 
а ^ і ^ Ь, непрерывна на отрезке [а, Щ как композиция непре¬ 
рывных функций Я^) и х{1). Кроме того, 

Р{а) = Ях(а)) = Ях(і>) = А, Рф) = ШЪ)) = = В. 
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Поэтому, согласно теореме Коши о промежуточных значениях 
непрерывных на отрезке функций (см. т. 1, п. 6.2), суш;еству- 
ет такое [“> что Р^і^) = С. Полагая = л:(^о), получим 
= /(х(^о)) = ^(^о) = С. □ 

Докажем первое следствие. Пусть функция / непрерывна 
на замыкании X линейно связного множества X ^ Д", х^^^еХ, 
X, = А, = В и, например, А < С < В. В силу не¬ 

прерывности функции / в точке для е = С — А > О суіцеству- 

ет такое 8 > О, что для всех хеХ П 8) выполняется нера¬ 

венство ІДх) — А|<е = С—Аи, следовательно, неравенство 

/(х)<С. (36.41) 

Поскольку х*^* — точка прикосновения множества X, в ее 
8-окрестности ?7(х<^*; 8) суш,ествует точка принадлежаіцая 
множеству X: 

і/(і)еХП П(х(і); 8). 

Для нее, в силу (36.41), выполняется неравенство 

Яу<^>) < С. (36.42) 

Аналогично суш;ествует такая точка X, что 

Яу<^>) > С. (36.43) 

Таким образом, Яу*^* < С < Яу*^0 и мы находимся в услови¬ 
ях теоремы 8 и поэтому из условий (36.42) и (36.43) следует, 
что суіцествует такая точка х<°)еХ, что Я^^°0 = С. □ 

Второе следствие теоремы непосредственно вытекает из 
первого, так как область является линейно связным множест¬ 
вом (см. определение 28 в п. 35.2). □ 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Пусть функция / непрерывна и принимает значения 
разных знаков на открытом множестве. Доказать, что множество точек, в 
которых /^0, является открытым множеством, но не является областью. 

Задача 7. Построить пример области О, в замыкании О которой 
существуют две точки, не соединяемые в О непрерывной кривой. 


36.10. Свойства непрерывных отображений 

При непрерывных отображениях образ открытого множества 
не является, вообіце говоря, открытым, а замкнутого — зам¬ 
кнутым. Это видно уже на примере числовых функций од¬ 
ной переменной. Так, отображение у = він х отображает ин¬ 
тервал (0, л) — открытое множество — на полуинтервал (0, 1], 
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который не является открытым множеством, а отображение 
у = агсі;^ X отображает числовую прямую — замкнутое мно¬ 
жество — на интервал (-71/2,7г/2), не являющийся замкнутым 
множеством. То, что в последнем примере в качестве замкну¬ 
того множества взято неограниченное множество, не является 
случайным, так как ограниченное замкнутое множество, бу¬ 
дучи компактом, согласно теореме 3, при непрерывном ото¬ 
бражении отображается в компакт и, следовательно, в зам¬ 
кнутое множество. Покажем, что для прообразов открытых и 
замкнутых множеств дело обстоит иначе. 

ЛЕММА 2. Если отображение р. О ^ Д'”, С ^ К'^, задано на 
открытом множестве С, то оно непрерывно в точке С 
тогда и только тогда, когда для любой окрестности V точ¬ 
ки существует такая окрестность II точки что 


ЯП) ^Ѵ, П с (5. (36.44) 

Таким образом, в отличие от общего случая (см. (36.11)) 
здесь можно не брать пересечение окрестности Ѵ точки с 
отображаемым множеством О. 


Доказательство. Если /: С ^ Д™, где С — открытое в про¬ 
странстве Д" множество, и отображение / непрерывно в точке 
о, т. е. Ііт Я^) = то, согласно определению 2 пре- 


„ . хО) 

дела для любой окрестности V точки существует такая 

окрестность Пц точки что для нее выполняется условие 
(36.2), т. е. в данном случае /{О П Пр) ^ V. 

Поскольку пересечение I/ = О Г\1/^ открытых множеств 

является открытым множеством и содержит точку х****, оно так¬ 
же является окрестностью этой точки и ЯП) V. Включение 
(36.44) доказано. 

Обратное утверждение, т. е. что из выполнения условия 
(36.44) вытекает непрерывность отображения / в точке х*®\ 
следует непосредственно из определения непрерывности 
(36.11), так как 17 ^ Он, следовательно, П П П = П. □ 


ТЕОРЕМА 9. Отображение /: П ^ Д"® открытого множест¬ 
ва О ^ непрерывно тогда и только тогда, когда прообраз 
всякого открытого множества является открытым множе¬ 
ством. 


Даказательство. Пусть отображение / непрерывно на от¬ 
крытом множестве 0,Ѵ — открытое в Д"® множество и хе /“^(Е)* 
Множество V, в силу своей открытости, является окрестностью 
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точки у = ^{х)€.Ѵ. Согласно лемме, существует такая окрест¬ 
ность II точки X, что /(?7) следовательно, II т. е. 

для каждой точки х прообраза открытого множества V су¬ 

ществует ее окрестность II, содержащаяся в этом прообразе. Это 
и означает, что множество является открытым. 

Пусть теперь при отображении / прообраз всякого откры¬ 
того множества — открытое множество и хе О. Тогда, какова 
бы ни была окрестность V точки /(х), она, будучи открытым 
множеством, имеет своим прообразом 

Ѵ = Г\Ѵ) (36.45) 


— также открытое множество, которое поэтому является ок¬ 
рестностью точки ХЕ II. Из равенства (36.45) следует, что Я^) = 
= И, и, следовательно, отображение / непрерывно в точке 
х(°)е о. □ 


Пример. Рассмотрим непрерывное отображение /: 
заданное формулой 


Е, 


Л'* ^ 7 / ^ 

Ах, г/) = —+ ^- 1- 


Согласно лемме 2, прообраз открытого множества (-^о, 0), 


т, е. множество точек (х, у), удовлетворяюп];их неравенству — Н- 

+ ^ < 1 (и, следовательно, составляющих внутренность эллип- 
са), а также прообраз открытого множества (0, +оо), т. е. мно- 

у.2 „2 

жество таких точек (х, у), что — + ^ > 1 (эти точки образуют 
внешность эллипса), являются открытыми множествами. 

Вообще, если р. Е"^ ^ Е — непрерывная на Д" функция, то 
для любого числа авЕ множества {х: Рх) < а, хе Е’^ } и {х: Рх) > а, 
ХЕ Е’^ } являются открытыми множествами как прообразы откры¬ 
тых множеств (-00, а) и (а, -І-оо). 

При гомеоморфном отображении (см. определение 5 в п. 36.7) 
открытого множества на открытое образы открытых подмно¬ 
жеств также открыты. Действительно, если /— гомеоморфное 
отображение открытого множества О на открытое РС), II — от¬ 
крытое подмножество множества ОиѴ= /(II), то в силу взаим¬ 
ной однозначности отображения / имеем Л = /^^(Ѵ), а это озна¬ 
чает, что множество II представляет собой образ множества V 
при отображении Следовательно, множество V является про¬ 
образом при отображении открытого множества II. Согласно 
определению гомеоморфизма, отображение непрерывно. Та¬ 
ким образом, множество V является прообразом открытого мно- 
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жества II при непрерывном отображении / ^ открытого мно¬ 
жества /(С), поэтому, в силу теоремы, множество V открыто. 

Отметим, что в топологии доказывается, что гомеоморф- 
ный образ открытого множества п-мерного пространства мо¬ 
жет быть открытым множеством только в пространстве того 
же числа измерений. 

ТЕОРЕМА 10. Отображение р. X ^ Д™ замкнутого множе¬ 
ства X ^ В’^ непрерывно тогда и только тогда, когда прооб¬ 
раз всякого замкнутого множества является замкнутым 
множеством. 

Доказательство. Пусть отображение / непрерывно на 
замкнутом множестве X, У — замкнутое множество в про¬ 
странстве их — точка прикосновения прообраза 

/ і(У) с X (36.46) 

множества У: 

ХЕ /-і(У)- (36.47) 

Множество X — замкнуто: X = X, поэтому 


X Е 
(36.47) 




(36.46) 


х = х 


и, следовательно, отображение / определено в точке х. 

Покажем, что /(х)еУ. Из того, что х — точка прикоснове¬ 
ния множества /“^(У), следует, что суіцествует такая последо¬ 
вательность точек 

х(А)е/-і(У), к = 1,2, ... , (36.48) 

что 

ІІП1 х(** = X. (36.49) 


Последовательность = /(х^*)), к = 1, 2, ... , имеет предел, 
так как в силу непрерывности отображения / в точке х имеем 


(36=49) (36-^0) 

Поскольку множество У замкнуто и = /(х(*))еУ, то 

/(х) Е У, следовательно, хе/^^(У). Это и означает замкну- 
(36.50) 

тость множества /^^(У). 

Пусть теперь р. X ^ К'^ — отображение замкнутого множе¬ 
ства X В", при котором прообраз всякого замкнутого множе¬ 
ства также является замкнутым множеством. Пусть х^^^еХ и 
V — какая-либо окрестность точки = Дх^®*) в пространст- 
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ве Д'”, II. Поскольку V — открытое множество, множество 
К^\У является замкнутым и, следовательно, замкнутым будет и 
его прообраз Поэтому дополнение II = в 

пространстве Д" этого прообраза является открытым множест¬ 
вом. Оно содержит точку Действительно, е 

е Множества V и К'^\Ѵ не пересекаются, поэтому не пе¬ 
ресекаются их прообразы: П = 0. Следователь¬ 

но, хО) і /^і(Д'"\У), а поэтому хО) е Д"\/“^(Д'"\У) = Л.В силу от¬ 
крытости множества II, оно является окрестностью точки хО). 
При этом У (П П X) с П. 

В самом деле, если хе П П X, то, очевидно, /(х) І К'^\Ѵ (в про¬ 
тивном случае хе/“^(Д'”\У), тогда как хеіі = Д"\У^^(Д'”\ТД). 
Следовательно, /(х)е V. 

Итак, для любой окрестности V точки = У(х<°') сущест¬ 
вует такая окрестность Л точки х<°>, что / (Л П X) '^Ѵ. Это и оз¬ 
начает непрерывность отображения / в точке хе X. □ 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать теорему 4 с помощью теорем 3 и 10. 

Замечание 1. При рассмотрении отображений /: X ^ Д™, 
X К, было видно, в частности, что специфику ряда вопросов 
можно в достаточной мере усмотреть уже на примере отображе¬ 
ний плоских или лежащих в трехмерном пространстве мно¬ 
жеств, а специфику функций многих переменных на примере 
функций двух или трех переменных. Благодаря удачно выбран¬ 
ным определениям и обозначениям доказательства теорем для 
указанных частных случаев без особого труда переносятся на об¬ 
щий случай. Вместе с тем доказательства в этих частных случа¬ 
ях имеют преимущество наглядности и простоты записи. Поэто¬ 
му в дальнейшем будем иногда для большей ясности и простоты 
изложения ограничиваться подробным рассмотрением лишь 
двумерного или трехмерного случая, а в общем случае будем 
только формулировать соответствующие результаты или даже 
ограничиваться указанием на возможность их обобщения. Одна¬ 
ко если при изучении какого-либо вопроса в многомерном слу¬ 
чае возникают какие-то специфические трудности, то этот воп¬ 
рос будет детально рассматриваться в общем случае. 

Замечание 2. Для отображений / множеств из комп¬ 
лексного пространства С" в комплексное пространство С™, т. е. 
для отображений /: X ^ С™, X С”, можно ввести многие по¬ 
нятия, определенные нами для отображений множеств дейст¬ 
вительного пространства К'^ в действительное пространство і?"*. 
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Например, понятие предела отображения, его непрерывности, 
равномерной непрерывности отображения, колебания отобра¬ 
жения, его модуля непрерывности. В случае необходимости чи¬ 
татель сможет без труда сформулировать определение подоб¬ 
ных нужных ему понятий. 

Для отображений /: X ^ С"*, X ^ С", справедливы и анало¬ 
ги многих из доказанных выпіе теорем, например о том, что 
непрерывный образ компакта является компактом, что непре¬ 
рывное отображение компакта равномерно непрерывно, сле¬ 
довательно, и их частные случаи для комплекснозначных 
функций многих комплексных переменных, например, о том, 
что непрерывная на компакте функция ограничена. 

Справедливость всего этого следует из того, что для рас¬ 
сматриваемых вопросов их изучение в комплексных простран¬ 
ствах С", состояш,их из точек г = 23, ... , 2„), 2)^ = + іу/^, 

Х)^, Уіі^К, к = 1, 2, , п, можно заменить изучением в действи¬ 

тельных пространствах с точками 

у) ~ (^ 1 ; -^ 2 ’ ••• ’ Ѵ\'> ^ 2 ’ ••• ’ Уп^' 


§37 

Частные производные. 
Дифференцируемость функций 
многих переменных 


37.1. Частные производные и частные дифференциалы 

Рассмотрим сначала случай функций трех переменных. 
Определение 1. Пустъ в некоторой окрестности точки 
(Хр, уц, 20 ) задана функция и = и(х, у, г). Фиксируя пере¬ 
менные у и г: у = у^, г = получим функцию одного перемен¬ 
ного х: и = и{х, у^, 20 ). Обычная производная (см. т. 1, п. 9.1) 
этой функции в точке х = х^ называется частной производ¬ 
ной функции и{х, у, 2 ) в точке (х^, у^, по х и обозначается 

ди(Хд, г/о, Зц) 


через 


Эх 

Таким образом. 


ди{х^. Уд, 2о) аи{х, уд, 2о) 


Эх 


йх 
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Заметим, что обозначение частной производной по пере- 

ди^Хп^ Уоі хт 

меннои X через -^ традиционно. Правильнее было 

ах 

бы писать Уо’ является единым симво¬ 

лом, обозначаюш,им новую функцию, значение которой и рас¬ 
сматривается в точке (лгд, г/о, г^). 

Если вспомнить определение обычной производной ^ (см. 

ах 

п. 9.1), то, согласно этому определению, можно написать 

ди(Хд, ^о) _ Ііпі ^(^0 Ах, 2о) ~ а(Хо, г/о, 2^) 

“ Дх ™0 ’ 

или, если ввести обозначение и{х^ + Ах, г/р, г^) - и(х^, у^, г^) = 
= А^и (А^и — приращение функции по переменной х). 


Ъы 1 • А и 
^ = 1іт —. 
ах Дж -> о Ах 


Аналогично вводятся частные производные по у и г: 


ди(Хду Уо» _ г/а(Хо,Уо’^о) 


Эг/ 


ау 


ѵ-Ѵо 


ИЛИ, короче. 


ди{x^, г/о» ^о) _ г/а(Хо,г/о,^) 


Эг 


(іг 


^ = Ііт = Ит 

ау Ау^О Ау дг Дг ^ О Аг 


где АуП и А^и — приращения функции соответственно по пере¬ 
менным у и 2 . 

Частным дифференциалом дрі функции и{х, у, г) в дан¬ 
ной точке называется ее дифференциал по переменной х 
при условии, что переменные у и г фиксированы. 

Из свойств дифференциала функции одного переменного 


следует, что дм = ^ дх. 

^ дх 

Аналогично определяются частные дифференциалы д^и, 

дм. Для них имеют место формулы дм = ^ ду, дм = ^ дг. 

у ау аг 

Подобные определения имеют место для любого числа пе¬ 
ременных. 


241 



Если функция у = ••• » определена в некоторой ок¬ 
рестности точки то, по определению, 

Э/Сх*”*, ... , х^°>) (Ьі ... , х<“\, X;, х!'5>^, ... , х^®)) 

ЭХ; ЙХ; 

ИЛИ, что то же, если опустить обозначение аргумента. 


,(37.1) 

. _ ѵ(®) 


ЭХ; 


Ит 

Ах. ^ 


^х.У 
о АХ; 


где у = 


Л; -1, 


X} 


( 0 ) 


АХ;, х\ 


( 0 ) 

■ + 1’ 


, х<^0)) - /(х^' 


( 0 ) 


... , х1^\ ^і^+ѵ ••• ’ обозначения частной произ¬ 

водной ^ применяются также обозначения у ^ или . 
дх^ 

Частным дифференциалом д^ у функции у = Я^і, ••• , ^„) 
называется дифференциал этой функции, рассматриваемой 
как функция только одной переменной х^, остальные пере¬ 
менные фиксированы. 

Из свойств дифференциала функций одного переменного 
следует, что 

д^у = ^дхі, і = 1,2, ... ,п, (37.2) 


где дхі = Дх;, и тем самым частный дифференциал д^у являет¬ 
ся линейной функцией переменной йх^, называемой дифферен¬ 
циалом независимой переменной х^. Здесь везде і = 1, 2, ... , п. 
В случае п = 1 частная производная совпадает с обычной про¬ 
изводной, а частный дифференциал — с обычным дифферен¬ 
циалом. 


Подчеркнем, что ^ — единый символ, т. е. в нем числи- 
ЭХ; 

тель и знаменатель не имеют самостоятельного смысла. С дру¬ 
гой стороны, частная производная может быть записана и 

ОХ; 


В виде дроби: частного двух дифференциалов 


: ^ 

■ ЭХ; 


йхУ 
гіХ; ’ 


Из определения частных производных, как обычных про¬ 
изводных при условии фиксирования всех переменных, кроме 
одной, по которой берется производная, следует, что при вы¬ 
числении частных производных можно использовать правила 
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вычисления обычных производных. Пусть, например, требу¬ 


ется найти производную ^ функции г = хуе^ІУ . Для этого, за¬ 
фиксировав в этой формуле X, получим функцию одной пере¬ 
менной у; вычисляя ее производную, будем иметь 


Зг _ , _/„ Э (хЛ_х(у- х)е^^У 

Ъу 'Ъу[у] у • 

В заключение этого пункта отметим, что из непрерывности в 
данной точке функции п переменных не вытекает существова¬ 
ние у нее в этой точке частных производных. Соответствующий 
пример в случае га = 1 был приведен ранее (см. и. 9.2). Важно за¬ 
метить, что при га > 2 из существования даже всех частных про¬ 
изводных в некоторой точке не следует непрерывность функции 
в этой точке*. Это естественно, поскольку условие непрерывнос¬ 
ти функции нескольких переменных в точке накладывает опре¬ 
деленное ограничение на ее поведение при приближении к этой 
точке по всем направлениям, в то время как существование 
частных производных в точке означает, что функция удовлетво¬ 
ряет определенным условиям при приближении к указанной 
точке лишь в направлении координатных осей. 

Чтобы в этом наглядно убедиться, рассмотрим функцию 
/(х, у), равную нулю, если ху = О, и единице, если ху ^ 0. Оче¬ 
видно, /(х, 0) = /(0, у) = о и, следовательно. 


Э/(0, 0) _ ЭЯ0,0) _п 

дх ду 


Однако эта функция разрывна в точке (0, 0), так как, на¬ 
пример, ее предел вдоль прямой у = х с удаленной из нее точ¬ 
кой (0, 0) при (х, у) (0, 0) равен 1, а ДО, 0) = 0. Более того, 
существуют функции, имеющие частные производные во всех 
точках и все-таки разрывные. Примером является функция 


ху 


Кх, у) = 


при х^‘ + у^‘> о. 


-Ь г/2 

о при х = у = 0. 


(37.3) 


Эта функция имеет частные производные во всей плоскости и 
разрывна в точке (0, 0) (почему?). 


* Напомним, что при га = 1, т. е. для функции одной переменной из 
существования в точке производной, вытекает и непрерывность функ¬ 
ции в этой точке (см. п. 9.2). 
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37.2. Дифференцируемость 
функций в точке 

По аналогии с функцией одного переменного, функция а(х), 
X = ..., х^), многих переменных, заданная на множест¬ 
ве X, называется бесконечно малой при х по сравне¬ 

нию с функцией (3(л:), заданной на том же множестве X 
если суіцествует такая функция ф(х), определенная также 
на множестве X, что в некоторой окрестности точки 
для всех точек х множества X выполняется равенство а(д:) = 
= ф(л:)|3(л;) и Ині ф(х) = 0. В этом случае пишут а = о(|3), 

X ж*®) 

X —^ 

Как и для функции одного переменного, если х^^'^еХ, т. е. 
если функции а, (3 и ф определены в точке то из приведен¬ 
ного определения «о-малого» следует непрерывность функции 
ф в точке а поэтому и равенство ф(л:(‘’)) = 0. 

Само собой разумеется, что данное здесь определение а = о((3) 
при X является частным случаем соответствуюш,его оп¬ 

ределения для отображений из і? в і?'" (см. в п. 36.3 формулы 
(36.14) —(36.16)). 

При определении дифференцируемости функций многих 
переменных рассмотрим сначала случай двух переменных: 
здесь хорошо видна суш;ность понятия дифференцируемости, 
а соответствуюіцие формулы, естественно, выглядят короче и 
проіце, чем в обіцем случае. 

Пусть функция 2 = /(х, у) определена в некоторой 
8-окрестности 17 = ІІ(М^, 8) точки = (лг^, у^) и пусть 
(рис. 23) М = {х, у)е 11(М^; Ь), А х = х - х^, А у = у - у^, следова¬ 
тельно, 

р = р(М, Мо) = л/Ах^Т^ < 8. 
Пусть, наконец. 

Аз = Ял:о + Ах, Уо + Ау) - /(Хц, Уо)- 

Обычно Аг называется полным прира¬ 
щением функции', это название объясняется 
тем, что здесь, вообіце говоря, все независи¬ 
мые переменные получают приращения, от¬ 
личные от нуля. 



Рис. 23 
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Определение 2. Функция г = /(х, у) называется дифференци¬ 
руемой в точке (Хц, г/р), если существуют два такие числа 
А и В, что 

Аг = ААхВАуо(р), р ^ 0. (37.4) 

Определение 3. В случае дифференцируемости функции / в 
точке (Хр, і/ц) линейная функция ААх + ВАу переменных Ах 
и Ау называется полным дифференциалом или просто диф¬ 
ференциалом функции / в точке (х^, у^) и обозначается че¬ 
рез дг. 

Таким образом, дг =ААх + ВАу. 

Вместо Ах и Ау используют также равнозначные обозначения 

(^0^ (ІѲ^ 

дх и ду, т. е. дх = Ах, ду = Ау. Таким образом, дг =Адх + Вду, 
функцию о(р), согласно определению символа «о-малое», можно 
представить в виде о(р) = е(Ах, Аі/)р, где 

Ііт е(Ах, Аг/) = о, (37.5) 

р^О 

и функция е(Ах, Ау) определена, согласно тому же определе¬ 
нию, в точке (0, 0), так как в этой точке определены функции 
р и о(р) = Аг - ААх - ВАу. Поэтому 

е(0,0) = 0. (37.6) 

Таким образом, 

Аг = ААхВАуг(Ах, Ау)р, (37.7) 

причем выполняется условие (37.5), следовательно, и условие 
(37.6). 

Запишем соотношение (37.7) в другой форме, при этом все 
ниже написанные пределы будут браться по целой окрестнос¬ 
ти точки (0, 0). 

ЛЕММА 1. Условие (37.7) эквивалентно условию 

Аг = ААх -Ь ВАу -Ь е^(Ал:, Ау)Ах -Ь е 2 (Ал;, Ау)Ау, (37.8) 
где Иш е, = Иш е, = 0. 

р^о '■ р^О 

Доказательство. Пусть выполнено условие (37.7) и а = ер, 
где е ^ о при р ^ 0; тогда при р 5^ 0 

а = ер = е^Ах^ + Ау^ = 

= е —А х -ь е — Ау = е^Ах -ь езАу, 

-Ь Дг/2 
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Ах 


д/Ах^ + Аг/2 


Ау 


|Ах| 


л/Ах^ + Аг/2 


л/Ах^ + Аг/2 


< 1 , 


< 1, имеем Іе^І < |е|, |е 2 І < |е| при р ^ 0. Если же р = 0, то 


где е^ = е _ Ез = е _ —- . Заметив, что 

ІАуІ 

л/Ах^ + Ау^ 

ПОЛОЖИМ е, = Ео = 0. в результате Ит Е, = Иш Е, = 0, т. е. полу- 

р ^ о р ^ о 

чилось представление функции а в виде а = е^Ах + ЕзАі/, Ііт^ Е^ = 
= Иш Е, = 0. 

р^О ^ 

Пусть, наоборот, выполнено условие (37.8) и а = Е^Ах + ЕзАі/, 
где Е^ ^ о и Ез ^ о при р ^ 0. Тогда при р 5^ 0 имеем 


а = 


Ах 


гЕі + 


Ау 


ѴАх2~+”а^ ѴАх^ + Ау 


:Ез ^Ах^~^-~А}р‘ = Ер, 


где Е = — Е, + ^ — Еп и, следовательно, Е < Е, + Ео 

д/Дх^^і-Д^ дУдх^^і-д^ 

при р 5^ 0. Если же р = 0, то положим Е = 0. В результате полу¬ 
чим, что Е ^ о при р ^ о, а это означает, что функция а пред¬ 
ставлена в виде а = Ер, Ит е = 0. □ 

р^О 

ТЕОРЕМА 1. Если функция г = /(х, у) дифференцируема в 
точке (Хд, у^, то она непрерывна в этой точке. 

Действительно, так как |Ах| < р и |Ау| < р, то из формулы 
(37.7) и следует, что при р ^ 0 имеет место Аг ^ 0. Это и озна¬ 
чает непрерывность функции / в точке (Хд, уд). □ 

ТЕОРЕМА 2. Если функция г = Дх, у) дифференцируема в 
точке (Хд, уд) и дг = Адх -Ь Вду — ее дифференциал в этой 
точке, то в точке (Хд, уд) у функции / существуют все ча¬ 
стные производные и 


ЭДхр, у о) ЭДхр, уо) _ д (37 9) 

Эх ’ Эу ' 

Таким образом, 

дг = ^дх + ^^ду. (37.10) 

Доказательство. Согласно определению дифференциру¬ 
емости (см. (37.4) и (37.8)), Аг = ААх -Ь ВАу -I- е^Ах -Ь Е^Ау, где 


Ит Е, = Ит Е, = 0. (37.11) 

р^О ^ р^О 
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Если Ау = О, то Аг = А^г = ААх + е,Ах, где Ііт е, = О (это еле- 

Дх ^ О 

дует из (37.11), поскольку, полагая Ау = О, получим р = |Ах|). 
Отсюда, разделив на Ах при Ах ^ О, имеем 


^ =А + еі, (37.12) 

где при Ах ^ О правая часть стремится к пределу, равному А, 
поэтому и левая часть при Ах ^ О имеет тот же предел. Это оз¬ 
начает (см. (37.1)), что в точке (Хр, у^) существует производная 
дг 

:г— = А. Аналогично, полагая в (37.8) Ах = О, поделив на Ау и 
ах 

дг 

перейдя к пределу при Ау О, Ау ^ О, получим ^ = В. □ 


СЛЕДСТВИЕ. Если функция /(х, у) дифференцируема в точке 
(Хр, уц), то она имеет единственный дифференциал. 

Единственность дифференциала непосредственно вытекает 
из формул (37.9), так как частные производные в данной точ¬ 
ке определяются однозначно. 

Вспоминая определения частных дифференциалов (см. 
(37.2)), формулу (37.10) можно переписать в виде дг = д^г + д^г, 
т. е. полный дифференциал функции (когда он существует) яв¬ 
ляется суммой ее частных дифференциалов. 

Заметим, что утверждение, обратное теореме 2, не имеет 
места: существуют функции, имеющие все частные производ¬ 
ные во всех точках плоскости, но не дифференцируемые в не¬ 
которой точке. Примером может служить функция (37.3), 
приведенная в конце предыдущего пункта: в точке (0, 0) эта 
функция не непрерывна, откуда, в силу теоремы 1, вытекает, 
что в точке (0, 0) она и не дифференцируема. 

Из сказанного следует, что не всегда выражение дг + д, 2 , 

л у 

когда оно имеет смысл, является полным дифференциалом 
функции. Связь между дифференцируемостью функции в точ¬ 
ке и существованием в этой точке частных производных слож¬ 
нее, чем связь между дифференцируемостью и существовани¬ 
ем производной функции одной переменной. 

Сформулируем достаточные условия в терминах свойств 
частных производных для дифференцируемости функции. 
ТЕОРЕМА 3. Пустъ функция г = /(х, у) в некоторой ок¬ 
рестности точки (Хр, і/д) имеет частные производные ^ и 
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дг 

которые непрерывны в самой точке (лгр, і/д); тогда функ¬ 
ция 2 = Дх, у) дифференцируема в этой точке. 


СЛЕДСТВИЕ. Если функция г = Дх, у) имеет в некоторой ок¬ 
рестности точки (Хд, у^) частные производные ^ и при¬ 
чем эти частные производные непрерывны в самой точке 
(Хд, Уд), то и функция 2 = Дх, у) также непрерывна в этой 
точке. 


Доказательство теоремы. Обозначим через ?7(8) 8-ок- 
рестность точки (Хд, уд), в которой определена вместе со свои¬ 
ми частными производными Д и Д функция /. Выберем Ах и 
Ау так, чтобы (Хд + Ах, уд + Ау)Е ІЦЬ). Замечая, что 


Аг = ДХд -Ь Ах, Уд + Ау) - ДХд, Уд) = 

= ѴКХо + Ах, Уд -Ь Ау) - ДХд, Уд "Ь Ау)] -Ь [ДХд, Уд + Ау) - ДХд, Уд)], 

применим к выражениям в квадратных скобках, являющим¬ 
ся приращениями функций только одной переменной, форму¬ 
лу конечных приращений Лагранжа (см. п. 11.2). Это возмож¬ 
но, поскольку функция Дх, Уд -Ь Ау), рассматриваемая как 
функция одного переменного х, имеет на отрезке с концами в 
точках Хд и Хд -Ь Ах производную (являющуюся частной произ¬ 
водной по X функции /), откуда следует непрерывность этой 
функции на указанном отрезке и, таким образом, функция 
Дх, Уд + Ау) удовлетворяет всем условиям, при которых была 
доказана формула конечных приращений Лагранжа. Анало¬ 
гично проверяется и возможность применения формулы Лаг¬ 
ранжа к функции Дхд, у), рассматриваемой как функция од¬ 
ного переменного у на отрезке с концами в точках уд и уд -Ь Ау. 
В результате получим 

= Д(л:д -Ь Ѳ^Ах, Уд -Ь Ау)Ах -Ь Д(Хд, уд -Ь Ѳ 2 Ау)Ау, (37.13) 

0<Ѳі<1,0<Ѳ2<1, 


причем и 02 зависят от выбора точки (Хд -Ь Ах, уд + Ау), т. е. 
от Ах и Ау. 

Если 


/х(^о + Уо + ^У) - Уо) = ^ 1 , 
4(^0- УО + ^2^У) - 4(^0> Уо) = ^2’ 


(37.14) 
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где = еі(Ал:, Ау), 63 = ЕзСАх, Ау), то, в силу непрерывности ча¬ 
стных производных и в точке (Хд, уд), имеем 

Ііт е, = Ит = 0. (37.15) 

р^О ^ р^О 

Найдя из (37.14) выражения для /^(Хд + Ѳ^Ах, уд + Ау) и 
/у(^д> У о + ^ 2 ^У) ^ подставив их в (37.13), получим 

= 4(л:о> Уо)^^ + ^у(Ч’ Уо)^У + + ^2^У’ (37.16) 

что, в силу выполнения условий (37.15), и означает дифферен¬ 
цируемость функции / в точке (лгд, у^) (см. (37.4) и (37.8)). □ 

Следствие из теоремы вытекает из того обстоятельства, что 
функция, дифференцируемая в некоторой точке, является и 
непрерывной в ней (см. теорему 1 ). 

Теорема 3 имеет важное значение, поскольку понятие диф¬ 
ференцируемости функции играет первостепенную роль в ряде 
разделов теории функций многих переменных. Однако непо¬ 
средственная проверка дифференцируемости функции (напри¬ 
мер, для выяснения возможности применения тех или иных 
теорем) часто бывает затруднительна, проверка же непрерыв¬ 
ности частных производных, для вычислений которых имеет¬ 
ся удобный аналитический аппарат, оказывается проще. 
Определение 4. Функция, имеющая в некоторой точке {на 
некотором множестве) непрерывные частные производные, 
называется непрерывно дифференцируемой в этой точке 
(на этом множестве). 

Сопоставим определение дифференцируемости функции 
(определение 2 ) и определение непрерывной дифференциру¬ 
емости (определение 4). Дифференцируемость функции в точ¬ 
ке означает существование в этой точке дифференциала, т. е. 
справедливость для этой точки формулы (37.4). Непрерывная 
же дифференцируемость функции в точке означает непрерыв¬ 
ность в этой точке ее частных производных. Таким образом, 
дифференцируемость функции связана с понятием дифферен¬ 
циала, а непрерывная дифференцируемость — с понятием ча¬ 
стных производных. Вместе с тем из непрерывной дифферен¬ 
цируемости в точке (на открытом множестве) следует диффе¬ 
ренцируемость в этой точке (на этом множестве); в этом 
состоит утверждение теоремы 3. 

В дальнейшем понадобятся некоторые дополнительные 
свойства функции и 63 из формулы (37.16). 
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Определение 5. Пустъ А и В — два плоских множества, 
А ^ К^у, В ^ и пусть функция / = /(х, у, и, ѵ) определе¬ 
на для (х, у)е А, (и, ѵ)еВ. 

Функция / называется равномерно стремящейся к нулю 
на множестве А точек {х, у) при {и, ѵ) (и^, Ѵд), если для лю¬ 
бого е > О существует такое 8 > О, что для всех (и, ѵ) е В, 
удовлетворяющих условию ^(и — и^)^ + (у — < Ь, и всех 

(х, у)еА выполняется условие |/(х, у, и, і;)| < е. 

Общее определение равномерного стремления функции к 
пределу будет дано в п. 39.4. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть функция г = Дх, у) непрерывно диффе¬ 
ренцируема на открытом множестве С ^ К^. Тогда 

^2 = /Дх, г/)Ах + /Дх, у)Ау + е^Ах + г^^Ау, (37.17) 
где функции = е^(х, у. Ах, Ау) н 63 = ЕзСх, у. Ах, Ау) равномер¬ 
но стремятся к нулю при р = ДАх^ + Ау^ О на любом ком¬ 
пакте А С. 

Доказательство. Пусть А. — компакт, лежащий в С. Тог¬ 
да замкнутые множества А и К^\С не пересекаются, и так 
как А ограничено (см. теорему 3 п. 35.3), то д = р(А, К\С) > О 
(см. лемму 7 п. 35.2). 

Множество А ^/2 = УУ- Р((^> У)> ^ ^/2} содержится в 

множестве О и является компактом (см. лемму 11 п. 35.3). 

Пусть теперь р = д/Ах^~+~А^ < Поскольку точки 
(Хц -Ь Ѳ^Ах, Уд -Ь Ау) и (Хр, Уд -Ь ѲзАу) находятся от точки (Хд, уд) 
на расстоянии, меньшем при (Хд, Уд)еА имеем 

(Хд -Ь Ѳ^Ах, Уд + Ау)е А^^^’ (^О’ Уо + Л/ 2 > 

0<Ѳі<1, 0<Ѳ2<1, 

и, следовательно, согласно формулам (37.14), имеем неравен¬ 
ства Іе^І < со(р; /^; А^і^, |е 2 І < со(р; іу, А^^^)-' где в их правых час¬ 
тях стоят соответственно модули непрерывности функций /^ 
и іу. Из непрерывности частных производных /^ и ^у на ком¬ 
пакте А^У 2 следует, что 

Ііт со(р; /^; А^/ 2 ) = 0 и Ііт со(р; 4 ; А^/ 2 ) = 0 - 
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Поэтому для любого е > о существует 8 > О такое, что для всех 
р < 8 выполняются неравенства со(р; А^/ 2 ) ^ ‘^(Р’ ^5 ^й/ 2 ) ^ 

Следовательно, для всех р < 8 и всех (Хд, у^)€.А справедливы не¬ 
равенства Іе^І < е, |е 2 І < е. 

Это и означает равномерное стремление к нулю при р ^ О 
функций и 62 на компакте А. □ 

Замечание. В предположениях теоремы 4 прираще¬ 
ние функции Аг представимо также в виде 

Аг = 4(х, у) ^x + /^(х, у)^у + ер, (37.18) 

где е = е(х, у. Ах, Ау) равномерно на каждом компакте Л ^ (7 и 
стремится к нулю, когда р = ^ІАх^- + Ау^ 0. Для доказатель¬ 
ства достаточно в формуле (37.18) положить е = е^^ -Ь 62 ^ 

при р ^ о и е = о при р = о (сравните с доказательством леммы 
в начале этого пункта). 

Все определения и утверждения этого пункта переносятся и 
на случай функции у = /(х), х = (х^, ... , х„) любого числа п пе¬ 
ременных, определенной в некоторой окрестности точки х<°). 
Например, условие дифференцируемости в данной точке х*®) в 
общем случае выглядит так: 

Ау = А^Ах^ Н-...- 1 -Л„Ах„-Ь о(р), р ^ о, (37.19) 

где 

Р = ,1 Е Ау = ... ,x^- /(х^^К ... , х<^0)), 

А і = 1 

А X; = X; - х!®*, і = 1, 2, ... , п. 

Таким образом, если функция / дифференцируема, то 
/(х) =/(х('>)) -ЬА(Хі -х^°>) -Ь ... -ЬАДх„-х^о>) -Ь о(р), р ^ 0,(37.20) 
т. е. функция / в окрестности данной точки с точностью до бес¬ 
конечно малых более высокого порядка, чем р = 

равна линейной функции*. Образно говоря, дифференциру¬ 
емость функции в данной точке означает, что функция / «по- 


* Функция вида г/ = Сд + с^x + ... + с^х^, где С; — постоянные, г = 0, 1, 
2, ..., п, называются линейными {однородными) функциями п переменных 
или, что то же самое, линейными функциями точки х = (х^, ... , х„)ей". 
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чти линейна» в окрестности этой точки; точный смысл выра¬ 
жения «почти линейна» заключается в формуле (37.20). 

Если функция / дифференцируема, т. е. имеет место равен¬ 
ство (37.19), то у нее существуют все частные производные 

и они равны коэффициентам А,.: 


Э/(х(о>) 

ЭХ; 


= А.., 


і = 1, 2, 


п. 


Линейная функция -Ь ... -Ь от переменных 

Ах^, ... , Ах„ (здесь вместо х<°) написано х) называется диф¬ 
ференциалом дифференцируемой функции или, подробнее, ее 
полным дифференциалом в данной точке х и обозначает¬ 
ся (і/(х): 

ат = ^Ахі + ... + ^Ах„. (37.21) 


Дифференциал, как и всякая линейная функция п пере¬ 
менных, определен на всем п-мерном пространстве Д". Та¬ 
ким образом, формула (37.21) имеет смысл для всех значе¬ 
ний Ах;, і = 1, 2, ..., га, в то время как формула (37.19) — толь¬ 
ко для тех, которые не выводят за область определения 
функции /. 

Переменные Ах^ называются также дифференциалами пе¬ 
ременных x^ и обозначаются с?Х;, і = 1, 2, ... , га. В этих обозна¬ 
чениях дифференциал функции / записывается в виде 


Очевидно, что А/(х) = (і/(х) -Ь о(р) при р ^ 0. 

Если функция / дифференцируема в данной точке, то ее 
дифференциал является суммой всех ее частных дифферен¬ 
циалов (см. п. 37.1) в этой точке: 


Шх) = /(л:). 

і - 1 ^ 

Однако не всегда, когда существуют все частные диффе¬ 
ренциалы д^ /(х), і = 1, 2, ... , га, функция / дифференцируема 

(соответствующие примеры для случая функций двух пере¬ 
менных были рассмотрены выше). 
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Если же рассматривать дифференциал и при изменении 
точки X = {х^, , х^), то он уже является функцией от 2п пе¬ 
ременных: ... , х^, (іх^, ... , 

Теоремы 1—4 этого параграфа очевидным образом обобш,а- 
ются на функции любого числа п переменных (га = 1, 2, ...), 
поэтому их формулировки не приводятся. 


37.3. Дифференцирование сложной функции 


ТЕОРЕМА 5. Пустъ функции х{і) и у(і) одного переменного і 
дифференцируемы в точке {что, как мы знаем, эквивалент¬ 
но существованию у них производных в точке (см. п. 9.2)) и 
пусть x^ = х{іо), г/ц = у{іо). Если функция г = Дх, у) дифферен¬ 
цируема в точке (Хд, і/д), то сложная функция г = ^{х{і), у{і)) 
определена в некоторой окрестности точки 1^, имеет в про¬ 
изводную и эта производная выражается формулой 


или подробнее 


йг ^ дгйх _|_ дгйу 
йі дхйі дуйі’ 


(37.22) 


гі/(х(іо), уііф) ^ ЭДхр, уфйхііф ЭДхр, уфйуііф 
йі Эх (іі ду йі 

Доказательство. Функция /(х, у), согласно определению 
дифференцируемости функции, определена в некоторой ок¬ 
рестности точки (Хд, Уд). Из дифференцируемости же функций 
х{1) и у{і) следует их непрерывность в точке Поэтому, со¬ 
гласно замечанию перед теоремой 2 в п. 36.6, в некоторой ок¬ 
рестности точки ід определена сложная функция /іх{і), у{і)). 

Дифференцируемость функции г = /(х, у) в точке (Хд, уд) 
означает, что ее полное прираіцение Аг = Дхд -Ь Ах, уд -Ь Ау) - 
- Дхд, Уд) представимо в виде 


Аг = І^Ах -Ь ^Ау -Ь е^Ах^ -Ь АуД (37.23) 

Эх ау 

где функция е = е(Ах, Ау) определена в некоторой окрестности 
точки (О, 0), непрерывна в ней и Ит е(Ах, Ау) = 0. Здесь, как 

р^о 

обычно, р = лУАх2~+~А^. 


253 



Пусть теперь Аі — прирап];ение переменной і и А.х = 
= х(^о + ^ “ У(^о)- Разделим обе час¬ 

ти равенства (37.23) на Аі: 


^ ^ _І_ _І_ /(АхѴ 

Аі дхАі дуАі /^{Аі ] ѴАі ^ 


(37.24) 


(при Аі > О берется знак плюс, а при Аі < О — знак минус). 

При А^ ^ О, в силу непрерывности функций х(і) и у(і) в точке 

^ 0 , получим Ах ^ О и Аг/ ^ О, а значит, Ііт р = 0. Отсюда, по 

Ді ^ О 

теореме о пределе композиций функции Ііт е(Ах, Ау) = 0. За- 

Д (^.0 

метим, наконец, что существует конечный предел 



Из всего этого следует, что при Аі ^ 0 правая часть формулы 
(37.24) стремится к конечному пределу (а точке 

і = і^), поэтому и левая часть этой формулы, т. е. стремит¬ 
ся к тому же пределу, а это и означает, что в точке і^ сущест- 

вует производная — и выражается формулой (37.22). □ 

Отметим, что, хотя в окончательную формулу производной 

сложной функции (37.22) входят только частные производные 

и функции г = /(х, у), по ходу доказательства использо- 
ах ду 

валось более сильное свойство этой функции, чем существова¬ 
ние частных производных, а именно ее дифференцируемость. 


УПРАЖНЕНИЕ. Показать, что при отказе от требования дифферен¬ 
цируемости функции 2 = /(х, у) в точке (Хц, г/ц), лишь при предполо¬ 


жении существования в этой точке частных производных 


дг 

дх 


И ^ и су- 

Зу 


ществования производных ^ и ^ в точке ід формула (37.22), вообще го¬ 
воря, несправедлива и, более того, сложная функция / (х(і), у(і)) (пред¬ 
полагается, что она имеет смысл), вообще говоря, не имеет производной 
в точке ід. 


СЛЕДСТВИЕ. Если функции х = х(и, ѵ) и у = у(и, ѵ) непрерыв¬ 
ны в точке (Нд, По) и имеют в ней частные производные 

ди 

1 ^, а функция г = /(х, у) дифференцируема в точке (Хд, уц), где 
Хд = х(пд, Пд), і/д = уікд, Ѵд), то в точке (пд, Рд) существует ча- 
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дг 

стная производная — сложной функции г 
ди 


причем 


дг ^ Эг Эж дг ду 
ди дхди дуди' 


Кх{ц, ѵ), у{и, ѵ)), 
(37.25) 


Доказательство. Функция / дифференцируема в точ¬ 
ке (Хр, Уо) и, следовательно, определена в некоторой ее окрест¬ 
ности. В силу непрерывности функции х(и, ѵ), у(и, ѵ) в точке 
(и^, Ѵо), в некоторой окрестности этой точки имеет смысл слож¬ 
ная функция /(х(и, ѵ), у(и, ѵ)) (см. п. 36.6). 

Зафиксируем ѵ = ш рассмотрим сложную функцию г = 
= /(х(и, Ѵо), у(и, Цд)) одного переменного и. Согласно теореме 5, 
эта функция определена в некоторой окрестности точки Нд и 
имеет в этой точке производную. Таким образом, производная 
дг 

— В точке (нд, Од) суш,ествует и из формулы (37.22) вытекает 
ди 

формула (37.25). □ 

Аналогично, если в точке (нд, Од) суш,ествуют частные про¬ 
изводные ^ и то у сложной функции г = Нхіи, о), у(и, о)) 
дѵ дѵ 

существует в точке (нд, Од) частная производная по о и для нее 
справедлива формула 


дг ^ Эг Эх _|_ дг ду 
дѵ Эх дѵ ду дѵ 


Замечание. Рассмотрим общий /г-мерный случай. 
Пустъ в окрестности точки ... , х^^^) задана 

функция у = у (х), X = (х^, ... , х„), а на некоторой 
окрестности точки ... , е Д*— функции 


x^ = X; {і), і = (і^, ... , і^), і = 1, 2, ... , п, такие, что хД^*®)) = х^*’^ 
Если функция у = г/(х) дифференцируема в точке х<®^ и если в 


точке существуют частные производные / = 1, 2, ... , к, 

і = 1, 2, ... ,п, то сложная функция у{х{1)) имеет в точке 
частные производные у = 1, 2, ... , к, причем 


= 


ду Зх^ 


Эі; ЭХ; Эі,’ 


і = 1, 2, ... , к. 


(37.26) 


Заметим, что если при сделанных предположениях част¬ 
ные производные ^ и і = 1,2, ... , п, і = 1,2, ... , к, непре- 

ОХ; О^; 
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рывны соответственно в точках и то, в силу формулы 
(37.26), частные производные сложной функции у = у(х(і)) 
также непрерывны в точке и, следовательно, она будет 
дифференцируемой в этой точке (см. теорему 3 н. 37.2). В сле- 
дуюп];ем пункте будет доказана дифференцируемость компо¬ 
зиций функций при более слабых предположениях. 


37.4. Инвариантность формы первого дифференциала 
относительно выбора переменных. 

Правило вычисления дифференциалов 


ТЕОРЕМА 6 . Пустъ функция /(х), х = (х^, ... , х„), определена 

в некоторой окрестности точки х(°) = (х!®*, ... , х<^®'), а функ¬ 
ции X; = Х;(і), і = ... , і = 1 , 2, ... , п, определены в некото¬ 
рой окрестности точки ... , и пусть хФ* = хД#'), 

і = 1 , 2, ... , га. 

Тогда если функция Дх) дифференцируема в точке х<®), а 
функции х^ = х^(і), і = 1 , 2, ... , га, дифференцируемы в точке 
то сложная функция ^{х{і)) = /(х^(^), ... , х^{1)) определена в не¬ 
которой окрестности точки и дифференцируема в этой 
точке. При этом дифференциал с?/ функции Ях(і)) в точке 
может быть записан как в виде 


так и в виде 


где дx^ = с?хДі) ^ 


І = 1 


ЭХ; 


дг- і 

І-1 ОГ: 


^ л,, 

(37.27) 

дхі. 

(37.28) 


((О)- 


Доказательство. Функции Х;(і), і = 1, 2, ... , га, определены 
в некоторой окрестности точки и так как из дифференциру¬ 
емости функций следует их непрерывность, то сложная функ¬ 
ция Ях(і)) определена в некоторой окрестности точки (см. за¬ 
мечание перед теоремой 2 п. 36.6). Зафиксируем какие-либо два 
числа 8 > О и Г] > О так, чтобы функция Я^) была определена на 
Г] -окрестности точки х^*’*, функции хД^), і = 1, 2, ... , га, на 8 -ок- 
рестности точки и чтобы х(і) = (х^Ц), ... , х^(і))е ІІ(х^^^; Г]) при 
іе ?7(#); 8 ). Тогда на окрестности 8 ) определена сложная 

функция /{х{і)). Возможность выбора таких чисел 8 и Г] (очевид- 
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но, 8 зависит от выбора р) была показана в п. 36.6. Функция /(х) 


дифференцируема в точке поэтому при ^ ^ < р имеем 


А/ = + Ах^, ... , + Ах„) - ... , = 


- У ^-І^Ах, + гг, 

7 = 1 ОХі 


(37.29) 


где функция е = е(Ах^, Ах 2 , ... , Ах^) определена в некоторой 

окрестности точки (О, О, ... , 0), непрерывна в ней и Ііт е = 0. 

Г ^ о 

в силу дифференцируемости функций х^ = хДі), і = 1, 2, ... , п. 


в точке при р = У Аі^ < 8 получим 


1 


Ах; = Х;(^( 0 ) + АІ^, ... , 4 °) + АІ^) - хД^(0>, ... , = 

п, (37.30) 


- І ^^Д<; + е,р, і- 1 , 2 , 

7-1 °Ч 


где Ііт е, = 0, і = 1, 2, ... , п. Подставив значения Ах,, из (37.30) 

р^О 

в (37.29), имеем 


д,. ^ I ?:^Д4 +р. 

Эх,, (■еі ді, 1 ^ 


і 7-1 


где 




Переставив порядок суммирования в (37.31), найдем 


А{^ Цу + 

і-Аі-1 9х; Эі^ у ■' 


(37.31) 

(37.32) 

(37.33) 


Теперь, для того чтобы доказать, что сложная функция 
/(х(і)) дифференцируема в точке надо показать, что |3 = о(р) 
при р ^ 0. В силу непрерывности функций x^(і), і = 1, 2, , п, 

в точке имеем Ит Ах,. = 0 и, следовательно, Ііт г = 0. От- 

р^О ^ р^О 

сюда, в силу теоремы о композиции непрерывных функций 
(см. п. 36.6), 


Заметим, что 


Ііт е = 0 . 

р^О 


(37.34) 


Р (37.32) ЭХ; ' Р 


(37.35) 
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Докажем ограниченность отнопіения Использовав фор- 

Р 

мулы (37.30), получим 


= 1 Рі= 1 


< ЕЕ 

( 37 . 30 ) 




ді: 


М + рЛ 


Из условия Ііт е, = 0 вытекает, что в некоторой окрестнос- 

р^О 

ти точки функции Е; ограничены, а так как < 1, то и 
функция ^ ограничена в некоторой окрестности точки По¬ 
этому из равенств Ііт е,- = 0, і = 1, 2, ... , п, (37.34) и (37.35) 

р^О 

следует, что Ііт 2 = о, т. е. что (3 = о(р) при р ^ 0. Дифферен- 
р ^ о р 

цируемость сложной функции /(х(і)) в точке доказана. 

Из формулы (37.31) имеем 


“ГЫ- Ё ^ Ё Аеім,. 

І = 1 7 = 1 




Отсюда, замечая, что ^ — Аі^ = сііі, і = 1, 2, ... , га, мы и 

получаем формулу (37.28). Формула же (37.27) является 
обычной формулой для дифференциала (см. (37.21)). □ 

Формально обе записи (37.27) и (37.28) дифференциала 
функции выглядят одинаково: в обеих формулах дифферен¬ 
циал равен сумме произведений частных производных на со¬ 
ответствующие дифференциалы, однако в формуле (37.27) 
(ііі — дифференциалы независимых переменных, а в формуле 
(37.28) (іхі — дифференциалы функций. Свойство дифферен¬ 
циала функции, выражаемое формулами (37.27) и (37.28), на¬ 
зывается инвариантностью формы первого дифференциала 
относительно выбора переменных. 

Замечание 1. Из формулы (37.33) следует, что 


акх^^)) = і: і: 

7 = 1 ^ і = 1 




ЭХ; 






Но коэффициенты дифференциала функции при дифференциа¬ 
лах независимых переменных определяются однозначно и рав- 


Мы воспользовались неравенством / 5^ я? < ^ Іа^І, которое являет- 

* і- 1 і = 1 

2 

2 . ' 


ся следствием очевидного неравенства Е (35.9)). 

і-1 Ѵг = 1 
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ны соответствующим частным производным, поэтому, сравни¬ 
вая эту формулу с формулой (37.27), получаем 


^ = у Э/(х(0))ЭхД^(°)) 

т. е. снова формулу (37.26). Правда, она выведена при более 
сильных ограничениях, чем раньше: на этот раз предполага¬ 
лась дифференцируемость функций Хі{і), і = 1, 2, ... , га, в то 
время как в п. 37.3 — лишь существование у этих функций 
соответствующих частных производных. 

Замечание 2. Если функции /(х^, ... , х„) и Х; = хД^), 
і = ... , і = 1, 2, ... , га, имеют непрерывные частные 

производные соответственно в точке (х^®*, ... , и в точке 

^( 0 )^ дй, рдц ^(0) = то эти функции, будучи дифференциру¬ 

емы в указанных точках, удовлетворяют условиям теоремы 6 . 
Следовательно, как это уже отмечалось в конце п. 37.3, для них 
справедливы утверждение этой теоремы и вытекающая из него 
формула для вычисления частной производной сложной функ¬ 
ции (см. предыдущее замечание). 

Инвариантность формы первого дифференциала широко 
используется при практическом вычислении дифференциалов 
и частных производных. Если га и и — функции какого-то чис¬ 
ла переменных, то с помощью формулы (37.28) легко получа¬ 
ются следующие формулы: 


1. (і(и + ѵ) = (іи + (іѵ. 

2. (і(иѵ) = ѵ(іи + исіѵ. 


3.4-1= 

V 


ѵсіи - исіѵ 




(37.36) 


Докажем, например, формулу 3. Пусть г = ^, где га = 

= га(Хі, ... , х„), V = га(Хі, ... , х„). Замечая, что ^ і и ^ 

^ у а ди V дѵ 

согласно формуле (37.28), имеем 


аг = Ыи - □ 

V 

При вычислении конкретных дифференциалов элементар¬ 
ных функций многих переменных можно использовать фор¬ 
мулы, полученные раньше (см. § 9) для дифференциалов эле¬ 
ментарных функций одной переменной. При этом следует за¬ 
метить, что если функция у = у(х^, ... , х^) представлена в виде 
у = Р(и), где га = га(х^, ... , х^), то при соответствующих предполо¬ 
жениях, согласно формуле (37.28), (1у = Р'{и) (іи, и = га(х^, ... , х„). 
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Например, если у = віп и, то (іу = С 08 и (іи; если у = \пи, то 

; если у = агсЬ^ и, то ёу = „ и т. д. (подчеркнем, что 

и 1 + 

здесь везде и = и(х^, ... , х^)). 

В качестве примера найдем дифференциал функции г = 
= агсі§ -. Вычисления произведем в следуюш,ем порядке: 

X 

1 х<іу - усіх ^ хсіу - усіх 

^у^ \х) + 1/2 х^ х^ + г/2 

х2 

При вычислении дифференциала ^ мы воспользовались 
^іиЛ ѵсіи — и(іѵ 

формулой о - =- - -, доказанной выпіе для случая, ког- 

дай и V являются функциями одних и тех же переменных. Ис¬ 
пользование этой формулы в указанном случае правомерно, 
так как можно считать, что у дроби - и числитель и знамена- 

X 

тель являются функциями одних и тех же переменных х ж у, 
что можно даже выразить, например, следующей формулой: 

у = у + Ох 

X X + Оу' 

Если требуется найти частные производные функции мно¬ 
гих переменных, особенно если надо вычислить все производ¬ 
ные, то целесообразно вычислить дифференциал этой функ¬ 
ции, тогда искомыми частными производными являются ко¬ 
эффициенты при соответствующих дифференциалах. 

Так, в рассмотренном примере г = агсі^ беря коэффици- 

X 

енты при ёх и ёу из найденного для дифференциала выраже¬ 
ния, получим 

Эг ^ _ г/ Зг ^ х 
Эх х2 + г/2’ Эг/ х2 + г/2 

Замечание 3. Всякую функцию у = /(х^, ... , от п пе¬ 
ременных можно рассматривать в определенном смысле и как 
функцию от любого числа п -\- т > п переменных х^, Х 2 , ... 
... , ... , + Именно для всякой функции /(х-^^, ... , х^), 

заданной на множестве X ^ Д", определим функцию ... 

... , х^, ... , + на множестве точек (х^, ... , х^, ... , х^^^) та¬ 
ких, что (х^, ... , х„)еХ, -оо < x^ < Ч-оо^ і = п + 1, , п т, сле¬ 

дующим образом: 

/*(х-^^, ... , х„, ... , х„ +^ = /(хі, ... , х„). (37.37) 


ёг = ё[ агсіё ^ = 

X } 
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Таким образом, рассмотрение функции п переменных как 
функции п + т переменных означает фактически продолже¬ 
ние по формуле (37.37) функции / с множества ее определения 
X с і?" на множество 


X* = {(Хі, ... , +^ : (Хі, ... , х^еХ, -оо<х.< + оо, 

І = п + 1, , п + т), 

лежащее уже в пространстве і?" + Для функции /*, получен¬ 
ной после такого продолжения, имеем 


(^1» .... + 7п) _ •*.) 


Эх; 

(^1. .-Ч ,д) 

дХ: 


ЭХ; 


, і = 1, 2, ... , га. 


= О, у = га -Ь 1, ... , га -Ь гаг. 


поэтому 


П і- т ѵ, Т ^ 

і = 1 


Эх,. 


« Э/(хі, ..., х„) 

Хі —э^^^—^ ^ ••• ’ 


Например, когда мы говорим, что функцию одного перемен¬ 
ного 2 = /(х), определенную на некотором интервале (а, Ь), мы 
рассматриваем как функцию двух переменных /(х) = Р(х, у), 
хе (а, Ь), - оо < у < -Ьоо; это означает, что функция Р(х, у) являет¬ 
ся постоянной, равной Дх) на любой прямой, проходящей через 
точку X интервала (а, Ь) оси Ох параллельно оси Оу. При этом 

дР{х, у) ^ у./.ч Э^(х, у) ^ 

Эх ’ ду ’ 

(іР(х, у) = (і/іх), а < X < Ь, -оо < у < Э-оо. 

Полезно для дальнейшего отметить обратный факт. Пусть 
X Д". Если функция ••• » ^п + і) опредслена на мно¬ 

жестве 


X* = {(Хі, 




, х„)еХ, а<х„ + ^<&} 


И 


ЭГ(хі, ... х„, х„ +Д 
Эх„ , 1 


= 0 


(37.38) 


— на X*, то существует такая функция /(х^, ... , х^) от га перемен¬ 
ных, определенная на множестве X, что /*(^і> ••• » + і) ^ 

= ••• ; ^п) всех (х^, ... , х,^)еХ, х„ (а, Ь). В этом слу¬ 

чае говорят, что функция /* фактически не зависит от 
переменной х„^^. В самом деле, из условия (37.38) сле- 
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дует, что функция /* постоянна как функция (см. 

следствие 1 теоремы 3 из п. 11.2) при фиксированной точке 
... , д;„), т. е., зафиксировав какое-либо се (а, Ъ) для любой 
точки (х^, ... , х^)еХи Ь), имеем /*(х^, ... , х^, + = 

= /*(х^, ... , х^^, с). Искомая функция /, очевидно, определяет¬ 
ся равенством ••• > х^) = /*(х^, ... , х„, с), причем она не за¬ 
висит от выбора се (а, Ъ). 

Из сказанного, в частности, следует, что формулы (37.36) 
для дифференциалов остаются справедливыми и в том случае, 
когда функции ниц зависят от разного числа переменных, 
так как всегда, в силу указанного приема, этот случай можно 
свести к разобранному выше случаю функций одного числа 
переменных. 


37.5. Геометрический смысл 

частных производных и полного дифференциала 


Для большей геометрической наглядности и для того, чтобы 
не вводить новых понятий, в этом пункте ограничимся рас¬ 
смотрением функций двух переменных. 

Рассмотрим функцию г = /(х, у), определенную на плоском 
открытом множестве О, т. е. открытом множестве С, лежаіцем 
на плоскости К^. Пусть (Хд, Уо)еС, и пусть в точке (Хд, уд) су- 

дг 

ш,ествует частная производная . Ее геометрический смысл 

ах 

сразу получается из определения частной производной ^ как 

ах 

обычной производной функции Дх, у) по X при фиксирован¬ 
ном у и из геометрического смысла обычной производной (см. 
п. 9.3). В самом деле, возьмем замкнутый круг ^ радиуса г с 
центром в точке (Хд, уд) и лежаш,ий в О*. Пусть Г — кривая, 
заданная представлением г = Дх, уд), у = уд, Хд - г < х < Хд -Ь г, 
т. е. кривая, которая получается в результате сечения графи¬ 
ка функции 2 = Дх, у), (х, у)е ^ плоскостью у = Уо (рис. 24). 


Как известно. 


ЭД^о> Уо) 
дх 


йДх, уо) 


СІХ 


Х-Хд 


а, где а — угол. 


* Такой круг ^ всегда существует. Действительно, в силу определения 
открытого множества, существует такая 5-окрестность II точки (Хц, уц), 
что II О. Тогда замкнутый круг ^ радиуса 5/2 с центром в точке (Хд, уд) 
будет заведомо лежать в С. 
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Рис. 24 


образованный касательной к графику функции /(х, у^) в точке 
(Хц, Я^о’ Уо)) ^ осью Ох, т. е. угол, образованный касательной к 
кривой Г в точке (x^, у^, /(х^, у^)) с осью Ох. 


Таким образом. 


ЭЛхо, Уо) 


= а; в этом и состоит геометри¬ 


ческий смысл частной производной 


как тангенса угла наклона, обра- 


Аналогично устанавливается и геометрический смысл ча- 

« ^/(Хп, Уп) -- 

стнои производной -=;-как тангенса угла наклона, обра- 

ау 

зованного с осью Оу касательной в точке (x^, у^, Я^о’ Уо)) ^ 
кривой, получаюіцейся в результате сечения графика функ¬ 
ции 2 = /(х, у), (х, у)е О, плоскостью X = Хц. 

Что же касается геометрического смысла дифференциала, 
то из формулы (37.4) получим 

Ях, у) = 2 ^+ А(х - Хр) -Ь В(у - Уо) + о(р), р — О, (37.39) 


Уравнение 


р = 7(х - Хо)2 + (у - г/о)^> 2 о = Ахо,Уо). 

2 = 2о+А(х - Хо) + В(у - Уо) 


(37.40) 


является уравнением плоскости, проходящей через точку 
(Хц, Уо, 2о) и не параллельной оси О 2 . Как известно, коэффици¬ 
енты А и В однозначно определяются из соотношения (37.39), 
причем 


3/(Хо> Уо) 


ЭЯхо, Уо) 


(37.41) 
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и, значит, плоскость (37.40) однозначно определена соотноше¬ 
нием (37.39). Эта плоскость называется касательной плоско¬ 
стью к графику функции г = /(х, у) в точке (x^, у^, ^ц). 

Таким образом, мы пришли к следуюш;ему определению. 
Определение 6. Касательной плоскостью к графику функции 
/(х, у) в данной точке называется такая плоскость, что 
разность ее аппликаты и значения функции /(х, у) являет¬ 
ся величиной, бесконечно малой по сравнению с р при р ^ 0. 

В силу (37.41), уравнение этой касательной плоскости име¬ 
ет вид 

^ - ^0 = - ^о) + ІУ - Уо). (37.42) 

В дальнейшем (см. п. 50.5) мы познакомимся с другим подхо¬ 
дом к понятию касательной плоскости. 

Полагая Ах = х - Хц, Ау = у - у^, правую часть уравнения 
(37.42) запишем в виде 


Э/(хо, Уо)дх + 

Эх 


Э/(хо, Уо) , 


Это есть обычная запись дифференциала дг функции г = /(х, у) 
в точке (Хц, уц), поэтому уравнение (37.42) можно переписать в 


виде 2 - 2(1 = д 2 . 



Таким образом, геометрический 
смысл полного дифференциала функ¬ 
ции в точке (Хд, у о) состоит в том, что 
он равен прираш,ению аппликаты 
плоскости, касательной к графику 
функции (рис. 25). 

Более подробно дифференциал 

^ Э/(Хо, ^ Э/(Хо, уф 

Эх Эх " 

Ах = X - Хц, Ау = у - Уо, 

совпадает с прираіцением в точке 
X = Хц + Ах, у = Уо + Ау аппликаты 
плоскости, касательной к графику 
функции в точке 

(^0’ Уо’ Д^О’ Уо))' 
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37.6. Градиент функции 


Пусть функция Р{х, у) дифференцируема в точке (х^, у^), а 
кривая Г такова, что функции х = х{і), у = у(і), а < і < Ь, с по- 
мош,ью которых она задана в параметрической форме, удовлет¬ 
воряют уравнению Р{х, у) = О, т. е. с его помощью осуществ¬ 
ляется неявное задание кривой Г. Пусть [а, Ь], х^ = хЦо), 
Уо ^ У(^о)’ ^ функции х(і) и у(і) дифференцируемы при і = 
Дифференцируя при і = іо тождество Р(х(і), у(і)) = О, а < і 


получим 


X, 




Эх 


і = і, 


О’ 


/■ Ч ѵ-ч ЧЧ Уо) ^Р(Хо, Уо)Л 

т. е. векторы (х (іц), У (^о)) ^ ^^ ортогональ¬ 

ны. Вектор а = (х^, уД в случае, когда он не равен нулю, явля¬ 
ется, как известно, касательным вектором к кривой Г в точке 

(Хц, Уо) = (х(^о), у(іо))- Вектор Эу называется 

градиентом функции Р в точке (Хд, Уд) и обозначается через 
^гай -^(Хд, Уд). Из сказанного следует, что градиент функции Р 


ортогонален касательной к кривой, неявно задаваемой урав¬ 
нением ^'(х, у) = 0. Прямая, перпендикулярная касательной к 
плоской кривой и лежащая в одной плоскости с ней, называ¬ 
ется (см. п. 17.3) нормалью к данной кривой. 

Таким образом, градиент функции Р коллинеарен нормали 
в соответствующей точке к кривой, задаваемой уравнением 
Р(х, у) = 0. 

В случае дифференцируемой функции ••• > ее гра- 
диентом называется вектор ••• » ^ 


37.7. Производная по направлению 

Частные производные от функции являются производными 
«в направлениях координатных осей». Естественно поставить 
вопрос об определении и вычислении производной по любому 
фиксированному направлению. Определим это понятие, рас¬ 
смотрев этот вопрос на примере функций трех переменных. 

Пусть, как всегда, в пространстве зафиксирована система 
координат X, у, г, заданы точка Мд = (Хд, уд, 2д) и ненулевой 
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вектор I. Обозначим через соз а, соз (3, соз у направляющие ко¬ 
синусы вектора I. Как известно, 

соз^ а -ь соз^ (3 + соз^ у = 1, 

и если — единичный вектор в направлении вектора I, то 
1о = щ = (соз а, соз (3, соз у). 

Проведем из точки Мр луч в направлении вектора I. Его 
уравнение в координатной форме имеет вид 

х = х^ + ісоз а, у = Уо + ^соз (3, г = 2 ^ + ісоз у, і > О, (37.43) 
где параметр і равен расстоянию от точки М до точки Мрі 

\М(^М\ = ^(х - Хо)2 + (у- Уо)2 + (г - 2 о )2 = 

= іѴсоз + соз ^(3 + соз ^у = і. (37.44) 

Пусть функция /(М), где М = (х, у, г), определена на неко¬ 
тором отрезке [Мр, М^] с концами в точках Мд и М-^ рассмат¬ 
риваемого луча. Ее производная ^ в точке Мд в направлении 
вектора I определяется (рис. 26) равенством 

эямр) г(м) - то) 

ді М^Мд |МоМ| 

В силу равенств (37.43) и (37.44), это определение можно 
записать в следующем виде: 

Э/(Мо) _ /(жд-Ь ісоза, уо + ^созР, го-Ь ^созу) -/(хд, і/о> 2о) 

і ■ 

Таким образом, производная функции / в точке Мд по на¬ 
правлению вектора I является производной справа сложной 

функции /(Хд -ь ^соз а. Уд -ь ісоз (3, 
2 д -Ь ісоз у) в точке ^ = 0: 

-Ь ^соз (3, гід -Ь ісоз у)|^ = д. (37.45) 

Если функция /(х, у, г) определе¬ 
на в некоторой окрестности точки 

Мд = (Хд, Уд, 2д) И ДИффСрСНЦИРу- 

ема в этой точке, то, заметив, что 
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вдоль луча (37.43) ^ = сов ^ = сов ^ = сову, и продиф¬ 
ференцировав по і в точке і = 0 сложную функцию /(Хд + ісов а, 
у о + ^СОВ (3, 20 -Ь ісов у), получим 


^НМд) _ ^КМ(і)сіх 3]^(Мд)(Іу Э/(Мо)й2 ^ 
ді (37.45) Эх (И ду (іі Эг 

Э/(Мо) ^ ^ Э/(Мо) Э/(Мо) 

= —^-^сов а + —^-^сов р + —^-^сов у 

Эх ду дг 

ИЛИ, короче, опустив обозначения аргумента. 


% = ^ сов а + ^ сов Р + ^ сов у. 
ді Эх ди дг 


(37.46) 


Эта формула при сделанных предположениях имеет место 
для любого ненулевого вектора I. С ее помощью производная 
по направлению вектора I выражается через частные произ¬ 
водные по координатам х, у, 2 и направляющие косинусы век¬ 
тора I с координатными осями. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 7. Пусть функция / дифференцируема в точке 
(Хр, уц, 20 ). Тогда в этой точке функция / имеет производ¬ 
ную по любому направлению и эта производная находится 
по формуле (37.46). 


Любопытно отметить, что из полученной формулы (37.46) 
для производной по направлению сразу не видно, что эта про¬ 
изводная не зависит от выбора системы координат. Эта неза¬ 
висимость непосредственно следует из самого определения 
производной по направлению, откуда, в свою очередь, вытека¬ 
ет, что правая часть формулы (37.46) не зависит от выбора 
прямоугольной декартовой системы координат, а определяет¬ 
ся только вектором I. 


Вектор с координатами 


Э/(Мо) Э/(Мо) ЭЛМо) 


называется. 

Эх ду дг 

как отмечалось выше, градиентом функции ДМ) в точке и 
обозначается §гас1 /. (Мы уже встречались с понятием гради¬ 
ента функций при рассмотрении кривых, заданных неявным 
образом; см. п. 37.6.) 

Таким образом, если і, ] и к — координатные орты, то 
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Часто оказывается удобно использовать символический 
вектор Гамильтона* 


V = 


^ду дг (дх’ ду’ дг / 


называемый наблой. Набла является обозначением определен¬ 
ной операции, которую следует произвести над той или иной 
функцией. 

Для функции /, по определению, полагаем 


ОХ оу 


+ 6 ^. 

дг 


Формально это равенство можно рассматривать как «произве¬ 
дение» вектора V на число /. Итак, §гай / и V/ являются обо¬ 
значениями одного и того же выражения. 

Пусть теперь вектор I является единичным и, следователь¬ 
но, I = (сов а, сов Р, сов у). С помоп];ью градиента формула для 
производной функции / по направлению вектора I запишется 
следуюш;им образом: 


Ц = сов + сов -Ь сов у^ = (I, ^гасі /), (37.48) 

ді дх ду дг 

где В правой части стоит скалярное произведение векторов I 
и §гай /. Отсюда, поскольку I — единичный вектор. 


^ = І^гасі /|сов ф, 

где ф — угол, образованный вектором I и ^гасі /. Из этой фор¬ 
мулы видно, что если в данной точке 



то производная дифференцируемой функции по направлению 
достигает наибольшего значения в единственном направле¬ 
нии, а именно том, при котором сов ф = 1, т. е. в направлении 
градиента. Из этого следует, что для заданной функции точки 
/(М) градиент в каждой точке однозначно определяется самой 
функцией и не зависит от выбора системы координат, как это 
могло бы сначала показаться из формулы (37.47). 

Действительно, прежде всего, если градиент равен нулю 
в одной декартовой системе координат, то он равен нулю и 
в каждой другой подобной системе координат. В самом деле. 


* У. Гамильтон (1805—1865) — ирландский математик. 
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равенство нулю градиента в некоторой точке, согласно форму¬ 
ле (37.48), равносильно равенству нулю в этой точке произ¬ 
водных по всем направлениям, последнее же не зависит от вы¬ 
бора декартовой системы координат, поскольку от этого выбо¬ 
ра не зависит производная по направлению. Если же градиент 
не равен нулю, то его независимость от выбора декартовой 
системы координат следует непосредственно из доказанного 
выше его геометрического смысла: направление градиента по¬ 
казывает направление наибыстрейшего роста функции (оно 
единственно), а его величина равна производной в этом на¬ 
правлении. 

Возьмем теперь любую непрерывно дифференцируемую 
кривую без особых точек, проходяіцих через точку (x^, у^, г^), 
и такую, что вектор I является ее касательным вектором. Обо¬ 
значим через 8 переменную длину дуги этой кривой, отсчиты¬ 
ваемую от точки Мр в таком направлении, чтобы вектор I да¬ 
вал положительное направление на касательной. Если х = л:(8), 
у = уіз), 2 = 2(8) — представление этой кривой, то, как извест¬ 
но (см. п. 16.5), ^ = С08 а, 4^ = С08 В, 4^ = С08 у, т. е. справед- 
(І8 (І8 (І8 

ЛИВЫ те же формулы, что и для луча (37.43). Поэтому если 
взять производную в точке М^{х^, у^, г^) от дифференцируе¬ 
мой функции /(х, у, г) по данной кривой в направлении воз¬ 
растания длины дуги 8, т. е. производную по 8 сложной функ¬ 
ции І{х(8), у{8), 2 ( 8 )), 8 > о, при 8 = О, ТО ДЛЯ ЭТОЙ прОИЗВОДНОЙ, 

если ее также обозначить через справедлива формула (37.46). 

аі 

Это означает, что производная в некоторой точке от функции 
вдоль кривой, проходяіцей через указанную точку, совпадает с 
производной по направлению касательной к кривой в той же 
точке. 

Все сказанное переносится на функции любого числа п пе¬ 
ременных (п ^ 2). Сформулируем лишь для этого случая опре¬ 
деление производной по направлению. 

Пусть в некоторой окрестности точки х***' = (х^®*, ... , х*^*’^) 
определена функция ^(х) и пусть х<^) = (х^^*, ... , х^)) — точка 
этой окрестности, х<^> ^ х(°>. 

Проведем прямую через точки х*°* и х(^\ Ее уравнение (см. 
(35.44) и (35.45)) имеет вид 

X; = Ч- І С08 щ, і = 1, 2, , п, -оо <і < Ч-оо, 
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где соз — направляющие косинусы вектора 


7 = 

С- I > ••• > ‘^п ‘^л /• 

Рассмотрим функцию / только на точках этой прямой, т. е. 
рассмотрим функцию 


/(х*®* + і соз а;^, ... , + I соз а„). 

Производная ^ функции /(х,, ... , х„) в точке в направле- 
61 ^ 

НИИ точки или, что то же, в направлении вектора I определя¬ 
ется как производная ^ от сложной функции 


+ і соз а^, ... , -ь і соз а„), і > 0. 


В том случае, если функция / дифференцируема в точке 
согласно формуле для производной сложной функции, в этой 
точке имеем 


6^ 6_[ 

61 6і 


^соз -ь ... -ь ^соз а„. 

ОХ-^ ох^ 


Вспоминая определение градиента функции п переменных 
(см. п. 37.6), с помощью скалярного произведения га-мерных 
векторов (см. (35.32)) формулу производной функции / по на¬ 
правлению вектора I для любого га-мерного пространства і?" 
можно записать в виде (37.48), т. е. 


= (ёгай /, Іо), 


где Іо = (соз а^, ... , соз а„) = 


і\ 


В заключение отметим, что из того, что функция в некоторой 
точке имеет производные по всем направлениям, не следует, что 

функция в этой точке дифференциру¬ 
ема или даже непрерывна. Напри¬ 
мер, функция 



Ах, у) = 


о, если у ^ х^ или х = у = 0, 
1, если у = х^ ш х^ + > о, 

имеет в точке (0, 0) по любому на¬ 
правлению производную, равную ну¬ 
лю. Однако в точке (0, 0) функция / 
разрывна и тем более не дифференци¬ 
руема (рис. 27). 
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37.8. Пример исследования функций двух переменных 

С помощью частных производных можно изучать поведение 
функций многих переменных, подобно тому как исследова¬ 
лось поведение функции одной переменной с помощью ее про¬ 
изводной. Вопрос отыскания наибольших и наименьших зна¬ 
чений рассмотрен в § 40 и § 43, здесь же ограничимся одним 
примером изучения функции двух переменных, с помощью 
которого получим еще одно доказательство установленного в 
п. 28.2* числового неравенства (28.17). Напомним его. 

Пусть р > 1 и число ^ определяется равенством 

- + і = 1. (37.49) 

Р ч 

Тогда для любых чисел а > 0 и & > 0 имеет место неравенство 

аЬ<^ + ^. (37.50) 

Р ч 

Прежде всего отметим, что уравнение (37.49), связывающее 
числа р и равносильно соотношению 

(р-1)(д-1) = 1, (37.51) 

которое эквивалентно условию 

д = (37.52) 

Это устанавливается непосредственной проверкой. 

Для доказательства неравенства (37.50) рассмотрим функцию 

Р{х,у) = ху-^-^, х>0, у>0. (37.53) 

Вычислим ее частные производные: 

^1^ = у-хР-\ ^І^ = х-уЧ-К (37.54) 

Из (37.51) следует, что при л; > 0 и г/ > 0 уравнения 

у-хР-^ = {) (37.55) 

и 

х-уР--^ = 0 (37.56) 

равносильны. Таким образом, точки (х, у), удовлетворяющие 

как условию = 0, так и условию = 0, лежат на 

6х бу 

кривой (37.55) или, что то же, на кривой (37.56). 
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в силу (37.49) и (37.52), вдоль кривой (37.55) имеем 

Шх хР-'^) = хР - — - = хР - — - — = 

Р Ч Р Ч 

= х4і----^ = 0. (37.57) 

I р Чі 

Обозначим теперь через множество всех точек, располо¬ 
женных выше кривой (37.55) и на самой кривой: 

0+"^= {{х, у) : у> хР-^, х>0}, 

а через С — множество всех точек первой координатной чет¬ 
верти (включая и точки оси Ох), лежаш;их ниже этой кривой и 
на ней самой: 

О {(х, у); О < у <: хР X > 0}. 

Согласно формулам (37.54), при (х, у)еО^, у ^ хр '^ имеем 
ЗР(х,у) > 0 ^ ^ дрд ^ у ^ ^р- 1 ^ соответственно > 0 

ах ау 

(здесь использована эквивалентность уравнений (37.55) и 
(37.56)). Поэтому вдоль любого отрезка, лежаш,его на множе¬ 
стве (7+ и параллельного оси Ох (рис. 28), функция Р{х, у) 
строго возрастает. Следовательно, если (х, у) е (7+, у ^ хр ^^,'то 
(см. (37.57)) 

Р{х, у) < Р(х, ^ 1) = 0. 

Аналогично, на любом отрезке, лежаш;ем на множестве О 
и параллельном оси Оу, функция Р(х, у) также строго возрас¬ 
тает. Поэтому если (х, у)еО^ и і/ ^ хр^^, то опять 

Р{х, у) < Р(х, х^ ^ ^) = 0. 

Таким образом, если у^хР^^,х>0, 
у>0,то всегда ^'(х, у) < 0. Итак, вспо¬ 
миная вид функции Р (см. (37.53)), 
имеем: если а > 0 , Ь > 0 , то 

аЪ< — +— птрш Ь^аР^^, 

Р Ч 

аЬ = — + — приЬ = а^^^. 

Р Ч 

Тем самым неравенство (37.50) дока- 
Рис. 28 зано. 
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§38 


Частные производные 
и дифференциалы высших порядков 

38.1. Частные производные высших порядков 

Пусть задана функция /(х, у). Тогда каждая из ее частных 

производных (если они, конечно, существуют) и 

6х бу 

которые называются также частными производными первого 
порядка, снова является функцией независимых переменных 
X, у ш может, следовательно, также иметь частные производ¬ 
ные. Частная производная обозначается через или 

^ образом, 

ЭхѵЭх ) бх^ Эі/ѵЭх ) бубх 

и,аналогично, 

дх\бу ) дхду У^’ ду\бу ) ду^ УУ' 

Производные и называются частными произ¬ 

водными второго порядка. Рассматривая частные производ¬ 
ные от них, получим всевозможные частные производные 
Эз/ Э®/ Эз/ 

третьего порядка: —и т. д. 

гіх® бубх'^ бу^бх 

Аналогично определяются частные производные произ¬ 
вольного порядка и для функций любого числа переменных. 

Определение 1. Частная производная (по любой из независи¬ 
мых переменных) от частной производной порядка т — 
т = 1,2, ... ,* называется частной производной порядка т. 

Частная производная, полученная дифференцированием 
по различным переменным, называется смешанной частной 
производной. Частная же производная, полученная диффе¬ 
ренцированием только по одной переменной, называется 
чистой частной производной. 


* Частной производной нулевого порядка для удобства обозначений 
считают саму функцию. 
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Число различных производных при увеличении т, очевид¬ 
но, возрастает, однако оказывается, что при определенных 
предположениях многие из них совпадают, а именно смешан¬ 
ные частные производные по одним и тем же переменным не 
зависят от порядка дифференцирования. 

Более точно имеет место следуюш;ая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Пустъ функция /(х, у) определена вместе со 
своими частными производными и в некоторой ок¬ 

рестности точки (Хр, і/ц), причем и непрерывны в этой 
точке; тогда 

У о) = У о)- ( 38 . 1 ) 

Доказательство. Пусть функция Дх, у) определена 
вместе с производными Д, и в 8-окрестности точки 

(Хц, ур), и пусть Ах и Ау фиксированы так, что Ах^ -Ь Ау^ < 8^. 
Будем обозначать, как и раньше (см. п. 37.1), символом А^, со¬ 
ответственно А^^, прираптение функции / по аргументу х, соот¬ 
ветственно у, в точке (Хд, УоТ- Введем обозначения А^^/ = 
= АДА^/), = Ау(А^) и покажем, что 

Ку = ^^■ (38.2) 

Действительно, 

Уо + ^У) - Кхо, Уо)] = Я^о + Уо + ^У) - 
- Дхо + Ах, Уо)] - [Дхц, Уо + Ау) - Дхд, Уд)]; (38.3) 

аналогично 

ѴС = = [Я^^Сд + Ах, Уо -Ь Ау) - Дхд, Уо -Ь Ау)] - 

- Шхо + Ах, Уо) - Дхд, Уо)]. (38.4) 

Сравнивая (38.3) и (38.4), убеждаемся в справедливости соот¬ 
ношения (38.2). 

Положим теперь ф(х) = Дх, уд -Ь Ау) - Дх, уд); тогда (38.3) 
можно переписать в виде 

Ку^ = Ф(^0 + “ ф(^о)- 


* Напомним (см. п. 37.1), что для заданной функции Е(х, у) ее прира¬ 
щения и в данной точке (Хц, Уо) определяются по формулам 

АхПхо, Уо) = Пхо + Ах, Уо) - Р(Хо, Уо), 

АуР(.Хо, Уо) = РІХд, Уо + Ау) - Дхц, Уо). 
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в силу того что в рассматриваемой окрестности точки (Хц, у^) 
существует частная производная функция ф(х) дифферен¬ 
цируема на отрезке с концами в точках Хц и Хц -Ь Ах. Из теоре¬ 
мы Лагранжа о конечных приращениях следует, что 
Аху/ = ф'(Х(, -Ь ѲіАх)Ах, О < < 1. 

Но фЧх) = 4(х, Уо + Ау) - 4(х, Уо), поэтому 

Куі" = [ 4(^0 + Уо + ^у) - 4(^0 + Уо)]Д^- 

Применяя еще раз ту же теорему о конечных приращени¬ 
ях, но теперь уже по переменной у, имеем 

Ку^ = 4 г/(^ + Уо + Ѳ2Ау)АхАу, 

0<Ѳі<1, 0<Ѳ2<1. (38.5) 

Аналогично, полагая \|/(у) = Дхц + Ах, у) - /(Хц, у), имеем 

^ + ^У) - 'К(Уо) = ^'^Уо + ^ъ^У)^У = 

= [4(^0 + Уо + ^з^У) - 4(^0’ Уо + %^уМу = 

=/ух(Хо + Ѳ^Ах, Уо + ѲзАу)АхАу, О < Ѳд < 1, О<04<1. (38.6) 

Согласно (38.2), левые части равенства (38.5) и (38.6) рав¬ 
ны между собой, значит, равны и правые; приравнивая их и 
сокращая на АхАу при Ах ^ О и Ау 5 ^ О, получаем 

4 г/(^о + Уо + %^У) = ^ухі^о + 64^^- Уо + Ѳз^У)> 

0<Ѳ;<1, і = 1,2, 3, 4. (38.7) 

В силу непрерывности частных производных ^ху и 4* ® '^оч¬ 
ке Хр, уц, переходя в (38.7) к пределу при Ах^ + Ау^ О, полу¬ 
чаем (38.1). □ 

Замечание 1. Из доказанной теоремы по индукции сле¬ 
дует, что если у функции п переменных смешанные частные 
производные т-го порядка непрерывны в некоторой точке, а 
производные низших порядков непрерывны в ее окрестности, 
то производные порядка т в этой точке не зависят от порядка 
дифференцирования. Это следует из того, что любые две после¬ 
довательности дифференцирования, отличающиеся только по¬ 
рядком дифференцирования (т. е. такие, что по каждому фик¬ 
сированному аргументу они содержат одно и то же суммарное 
число дифференцирований), можно перевести одну в другую 
конечным числом шагов, при каждом из которых меняется по¬ 
рядок дифференцирования только по двум переменным, а дру- 
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гие остаются фиксированными. Таким образом, при каждом ша¬ 
ге фактически рассматривается изменение порядка дифферен¬ 
цирования у функции лишь двух переменных, а в этом случае 
выполняются условия доказанной выше теоремы. Тем самым 
обш;ий случай и сводится к случаю функций двух переменных. 

Поясним это на примере. Докажем, например, что = ^^у^. 
Согласно сказанному выше, последовательно имеем 


= (4.)^ = 


' х^уг 


' х'гу 


' хг^у 


гх'у 


'ху 


'ух 


‘ гух* 


Замечание 2. В заключение этого пункта отметим, 
что на первый взгляд доказанная теорема может показаться 
не очень содержательной: для того чтобы судить о том, имеет 
ли место равенство і^у = і'у^, надо, согласно этой теореме, про¬ 
верить непрерывность функций /^у и а для этого надо, ка¬ 
залось бы, их знать, но если они уже известны, то без всякой 
теоремы можно сказать, равны они или нет. Тем не менее 
теорема 1 все-таки содержательна. Дело в том, что о непре¬ 
рывности функции можно иногда судить на основании неко¬ 
торых обш;их теорем, не прибегая к конкретному вычислению 
и исследованию самой функции. Так, все элементарные функ¬ 
ции многих переменных непрерывны в своей области опреде¬ 
ления (см. и. 36.5). С другой стороны, частные производные 
элементарных функций сами являются элементарными, по¬ 
этому если, например, частная производная некоторой эле¬ 
ментарной функции определена на некоторой окрестности ка¬ 
кой-либо точки, то эта производная и непрерывна в каждой 
точке указанной окрестности. 


Задача 8. Доказать, что если функция Дж, у) определена вместе со 
своими частными производными Д, и в некоторой окрестности точ¬ 
ки (Жц, і/ц), причем частная производная непрерывна в точке (Жц, г/ц), то 
в этой точке существует частная производная и Д^.(Жц, і/д) = Ду(Жд, г/д). 

Функция, имеюш;ая в некоторой точке (на некотором откры¬ 
том множестве) непрерывные частные производные всех поряд¬ 
ков до некоторого порядка т включительно, называется т раз 
непрерывно дифференцируемой в этой точке (на этом множестве). 

Заметим, что, для того чтобы функция имела в точке (на от¬ 
крытом множестве) непрерывные частные производные всех 
порядков до некоторого порядка т включительно, достаточно, 
чтобы она имела в этой точке (на этом множестве) непрерыв¬ 
ные частные производные порядка т. Действительно, из не¬ 
прерывности всех частных производных порядка т в точке (на 
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открытом множестве), согласно следствию из теоремы 3 в 
п. 37.2, вытекает непрерывность всех частных производных 
порядка т - 1 в рассматриваемой точке (на рассматриваемом 
множестве). Из непрерывности же частных производных по¬ 
рядка т — 1 вытекает (в случае т> \) непрерывность частных 
производных порядка т — 2 и т. д. 

38.2. Дифференциалы высших порядков 

Функция от 2п переменных х^, ... , ... , у^, или, что то 

же, от упорядоченной пары (х, у) точек п-мерного пространст¬ 
ва х = (Хі, ... , х„), у = ІУі, ... , у„) вида 

у) — А(Хі, ... , х^; У]^, ... , у^) — ^ а^і^х^у^^, 

і,к = 1 

где — заданные числа (і, к = 1, 2, , п), называется били¬ 

нейной формой от X и у. Это название объясняется тем, что ес¬ 
ли одну из точек х и у зафиксировать, то функция будет ли¬ 
нейной относительно координат оставпіейся точки. 

Функция А(х, х) называется квадратичной формой, соот¬ 
ветствующей данной билинейной форме А(х, у): 

Л(Х, Х) =Л(Хі, ... , Х„; Хі, ... , Х„) = ^ СЦігХіХіг- 

і,к = 1 

в случае, когда а^/^ = і, к = 1, 2 , ... , п, билинейная форма 
А(х, у) называется симметричной. 

Так, например, скалярное произведение двух векторов 
X = (х^, Х 2 , ... , Хд) и у = (у^, У 2 , ... , у„) п-мерного евклидова 
пространства Д" 

ху = л^іУі -ь Х 2 У 2 + ... + х„у„ 

является симметричной билинейной формой точек х = 
= (Хр Х 2 , ... , х„) и у = (ур У 2 , ... , у„), а квадрат длины вектора 
|х| — соответствующей ей квадратичной формой 

-^12 — 2 [ /V* 2 I I \і* 2 

|Л| л г ' ••• ' п* 

в дальнейшем для удобства изложения будем обозначать 
дифференциалы не только символом с?, но и символом 8 , на¬ 
пример писать не только дг = ^ дх -Ь ^ с?у, но и 82 = ^ 8 х -Ь 

-Ь ^ 8 у, причем дифференциал какой-либо функции будем на- 
оу 

зывать также и ее первым дифференциалом. 
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Пусть функция г = 2 (х, у) имеет непрерывные первые и вто¬ 
рые частные производные на некотором открытом плоском мно¬ 
жестве О (такие функции, согласно определению предыдущего 
пункта, называются дважды непрерывно дифференцируемыми 
на множестве С). Из непрерывности на множестве С частных 

производных ^ и ^ следует, как мы знаем (см. теорему 3 в 
6х бу 

п. 37.2), дифференцируемость самой функции 2 (х, у) в каждой 
точке этого множества. Таким образом, для всех точек (х, у)е О 
определен дифференциал 

дх бу ^ 

Согласно сделанным предположениям, частные производ¬ 
ные ^ и ^ имеют на открытом множестве непрерывные част- 
бх бу 

ные производные 


^бг ^ 

_ б^г 

бг^бг^ 

_ 3^2 

б 

_ б^г 

бг(бг Л 

3^2 

Ч бх ! 


ду\ бх ! 

бубх’ 

бхУду ) 

бх бу 

Ту[Щ,> 



поэтому, в силу той же теоремы 3 из п. 37.2, ^ и ^ также 

бх бу 

дифференцируемы на множестве О. Поэтому дифференциал 
(І 2 , рассматриваемый как функция только переменных х и у, в 
свою очередь является дифференцируемой на множестве О 
функцией. Вычислим дифференциал от первого дифференци¬ 
ала (І 2 , считая (1х и (іу фиксированными, а точку (х, у) — при¬ 
надлежащей области О: {х, у)еС, при этом новое дифференци¬ 
рование обозначим символом 8: 


Ы(І2) = ь(^ах + ^ 

Ѵох ду 



1эх2 бубх 


ду]ёх + 


(^ 1 = 
[дхду ^ 


= ^ сіх Ьх + ^ ^ (сіх 8у + 8х (іу) + сіу Ъу. 

бхбу^ ^ Эі/2 ^ ^ 

Обратим внимание на то, что непрерывность вторых произ¬ 
водных была использована не только для того, чтобы прове¬ 
денные вычисления имели смысл |^т. е. для того, чтобы во всех 

Ъг 

рассматриваемых точках существовали дифференциалы 8 .г- 

бх 

и 8 ^ \ но и для того, чтобы в процессе вычислений не обращать 

бу ] 

внимания на порядок дифференцирования. Действительно, 
было показано (см. п. 38.1), что в случае непрерывности сме- 
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шанных частных производных ^ ^ и ^ ^ они совпадают, по- 

ахаі/ ауах 

этому ДЛЯ их обозначения может быть использован один и тот 
же символ, что и было сделано при указанных вычислениях. 

В результате получилась симметричная билинейная форма 
переменных (іх, йу, 8 л:, Ъу. Полагая 8 х = йх, Ъу = сіу, получим 
соответствующую ей квадратичную форму, которая и называ¬ 
ется вторым дисрсреренциалом функции 2 = 2 (х, у) в данной 
точке (х, у)е С и обозначается сі^г. 

Таким образом, мы пришли к следующему определению. 

Определение 2. Вторым дисрсреренциалом сРг функции г = /(х, г/) 
в данной точке называется квадратичная форма от диффе¬ 
ренциалов дх и ду независимых переменных, соответствую¬ 
щая билинейной форме дифференциала от первого дифферен¬ 
циала, т. е. 

аЧ = + 2 ^ дхду + ^^ ду^. (38.8) 

ах ау ау^ 

На практике при конкретном вычислении дифференциалов 
обычно совмещаются оба шага — вычисление дифференциала 
от дифференциала 8 (с? 2 ) и приравнивание дифференциалов ар¬ 
гументов при последовательных дифференцированиях: Ъх = дх, 
Ъу = ду. Например, пусть г = х^соз^ у и требуется найти д^г. 

Последовательно имеем: 

дг = Зх^соз^ у дх - х^зіп 2у ду, 

д^г = 6х соз^ у дх^ - Зх^зіп 2у дх ду - Зх^зіп 2у дх ду - 
- 2 х®соз 2у ду^ = 6 х соз^ у дх^ - бх^зіп 2у дх ду - 2 л:®соз^ 2у ду^. 

Аналогичным образом при непрерывности частных произ¬ 
водных третьего порядка можно вычислить и дифференциал 
от второго дифференциала Ъ(д^ 2 ), после чего, полагая 8 л; = дх 
и Ъу = ду, мы получим по определению третий дифференциал. 
По индукции определяется и дифференциал (т -Ь 1)-го поряд¬ 
ка с?"® ^ ^ 2 , т = 1, 2, ... . Именно, чтобы в предположении не¬ 
прерывности у рассматриваемой функции 2 {х, у) всех ее част¬ 
ных производных до порядка т 1 включительно на некото¬ 
ром открытом множестве получить ее дифференциал + ^ 2 , 
надо взять дифференциал от дифференциала д ’^2 порядка т: 
Ъ{д'^ 2 ) и положить 8 л: = дх, Ъу = ду. При этом для дифферен¬ 
циалов порядка т = 1, 2, ... справедлива формула 

с1^2= у дх^-^ду^, (38.9) 
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ее обычно символически записывают с помощью «символи¬ 
ческой» степени {т} (см. п. 10.2) в следующем виде, более 
удобном для запоминания: 


V Эх ду ^ 


{т} 


Кх, у). 


(38.10) 


Докажем формулу (38.9) по индукции. При т = \ она, оче¬ 
видно, верна. Пусть она справедлива при некотором т, пока¬ 
жем ее справедливость при т + 1. Имеем 

8((І'"2:) = 

Э“ + І2 я.. , Э'^ + іг 


= Е с* 


8х (іх” 


-Ь 


Положим дх = (іх и ду = ёу; тогда 

Э"* + І2 


Эх™ - *Эу* - 


ёх” 


’ бу ёу> 


ё" 


к = О 


+ у СР — 

“Эх 


Эх™ + ^Эг/ 
Э™ + І2 


ёх^ А + 1 (Іук _|_ 

ёх'^^Р ёуР^ 


р—о ОХ'- РЭу^'" 

Заменим во второй сумме индекс суммирования р на к - 1 


и заметим, что 

^т + І2= ^ С* 


^ окончательно получим 


Э™ + І2 


т+1 


+ Е 

й = 1 
т+1 

= Е с ^+1 


“Эх™-* + іЭу 
Э™ + І2 
Эх™ “ * + ^Эу* 

0т + 1 


ёх^ - А + 1 (^уА _|_ 
ёх'П - А + 1 ^уА = 
ёх'^ + 1 С?1/*. □ 


О '^Эх™ + ^ ^Ъу^‘ 

Замечание. Следует иметь в виду, что, как и в случае 
функций одного переменного, для функций большего числа 
переменных дифференциалы порядка выше первого не облада¬ 
ют свойством инвариантности формы записи относительно вы¬ 
бора переменных. Например, для сложной функции г = /(х, у), 
где X = х(и, ѵ), у = у(и, ѵ), второй дифференциал функции /, 
записанный через дифференциалы переменных хну, уже не 
будет, вообще говоря, иметь вид (38.8), а, как правило, выгля¬ 
дит сложнее. Чтобы в этом убедиться, вычислим в рассматри¬ 
ваемом случае второй дифференциал функции г = Цх, у), где 
X = х{и, ѵ), у = у{и, ѵ). В силу инвариантности формы первого 
дифференциала, имеем 

ёг = ^ ёх + ^ ёу. 

Эх Эу 

Далее вычислим дифференциал Ь{ё 2 ), считая, что 8и = ёи, 
Ьѵ = ёѵ. Использовав инвариантность формы первого диффе- 
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ренциала относительно выбора переменных при вычислении 



заметив, что дифференциал 8(с?л:) является дифференциалом 
функции и, значит, вообще говоря, не нуль, получим 


(І^г = Ъ{(І2) 


Іби = йи 


5і; = йѵ 


V ох оу 



Ъи = (іи 
5і> = сіѵ 


= ^ + 2 




(іх йу + (іу^ + ^ сі^х + ^ сі^у. 
дхду Эг/2 ^ дх 


На практике и в этом случае обе операции: вычисление диф¬ 
ференциалов и приравнивание дифференциалов Ьи = (іи, Ьѵ = 
= ёѵ — выполняют одновременно, т. е. запись д(ё 2 ) 


8х = (іх 


счи- 


тается равноправной записи ё^ёг). І^г/ - 

Все сказанное, в частности определение дифференциалов выс¬ 
ших порядков, естественным образом переносится на функции 
большего числа переменных. Отметим, что дифференциал т-го 
порядка от функций п переменных у = і/(х^, ... , имеет вид 


ё'^у = 


т\ 


тп-. + ... + т„ 


Н - Эу-і ... 


ёх’^^ 


ёх. 


или в символической записи 


ё'^у = ёх-^ -Ь ... -Ь ^ сгл;У'"Ѵ(^і, ... , х^. (38.11) 

Доказывается эта формула аналогично формуле (38.10). 


§39 

Формула Тѳйлоро и рядТѳйлора 
для функций многих переменных 

39.1. Формула Тейлора 

для функций многих переменных 

Если функция многих переменных имеет достаточное число 
непрерывных производных в окрестности некоторой точки, то 
эту функцию в указанной окрестности можно (подобно тому, 
как это было сделано для функций одного переменного) пред¬ 
ставить в виде суммы некоторого многочлена и остатка, кото¬ 
рый «мал» в определенном смысле. 
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ТЕОРЕМА 1. Пустъ функция г = /(х, у) определена и непре¬ 
рывна вместе со всеми своими частными производными до 
порядка т включительно (т > 1) в некоторой Ь-окрестнос- 
ти точки уц). Тогда для всех Ах и Ау, удовлетворяющих 

условию р = ^ІАх^- + < 8, существует такое Ѳ = Ѳ(Ал:, Ау), 

О < Ѳ < 1, что справедлива формула 

Аг = /(Хо + Ах, уо + Ау) - /(Хц, Уо) = ^^^^^Ах + + 




1 г д^Пхо, Уо)д^2 + ^ Уо) д„2 


Эх^ 


-АхАу + 


ЭхЭу ^ Эу2 

1{Аx± + ^у^^’^КЧ.Ус)+■■■ 


Ау^\ + 




или, короче, 

^ (39.1) 

где 

Гт - ^У) = ^0 ( 39 . 2 ) 

Формула (39.1) называется формулой Тейлора (порядка 
т - 1) для функции /. 

Пусть X = Хц + Ах, у = Уд + Ау. Многочлен 

" 1 / Д Д Л{*} 

Р„(х,у) = ^^^ ^і((х-Хо)^ + (у-Уо)^ ) Кхо,Уо), га = 0,1,2,..., 

называется многочленом Тейлора степени га функции / в точке 
(Хд, Уд), разность /(х, у) - Р„(х, у) — остаточным членом г„(х, у) 
формулы Тейлора. Таким образом, формула Тейлора (39.1) 
имеет вид 

Кх, у) = Р„,_ і(х, у) + _ і(х, у). 

Запись _ і(Ах, Ау) в виде (39.2) называется остаточным 
членом формулы Тейлора в форме Лагранжа. 

При гаг = 1 в (39.1) требует разъяснения смысл первого члена 
правой части, поскольку в этом случае верхний индекс сумми¬ 
рования равен нулю. В этом случае, по определению, полагает¬ 
ся, что этот член равен нулю, т. е. что формула (39.1) имеет вид 

Аз = Гд(Ах, Ау). 
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в дальнейшем всегда, когда встретится выражение, запи¬ 
санное с помош;ью символа X, у которого значение верхнего 
индекса суммирования меньше значения нижнего индекса, 
будем также считать, что это выражение равно нулю. 
Доказательство. Пусть Ах и Ау зафиксированы так, что 
р = < 8; тогда все точки вида (Хд + іАх, -Ь іАу), где 

О < ^ < 1, лежат на отрезке, соединяюш;ем точки (Хд, уд) и 
(Хд -Ь Ах, Уд -Ь Ау), и поэтому все они принадлежат 8-окрестнос- 
ти точки (Хд, Уд). Вследствие этого имеет смысл композиция 
функций 2 = /(х, у) и X = Хд + ^Ах, у = Уд -Ь іАу, О < і < 1, т. е. 
сложная функция 

РІІ) = Я^О У о + о < і < 1. (39.3) 

Очевидно, что 

Аг = + Ах, Уд -Ь Ау) - /(Хд, уд) = іі’(І) - ^’(О). (39.4) 

Поскольку функция / имеет в 8-окрестности точки (Хд, уд) 
т непрерывных частных производных, согласно теореме о про¬ 
изводных сложной функции (см. п. 37.3), функция Р также 
имеет на отрезке [О, 1] т непрерывных производных и поэтому 
для нее справедлива формула Тейлора порядка т - 1 с остаточ¬ 
ным членом в форме Лагранжа 

Р(І) - Р(0) = Р'І0)І + -Ь 

0<Ѳ<1, (39.5) 

и в рассматриваемой окрестности точки (Хд, уд) функцию (39.3) 
можно т раз продифференцировать по правилу дифференци¬ 
рования сложной функции (см. замечание 2 в п. 37.4), причем 
значения получающихся смешанных частных производных 
не зависят от порядка дифференцирования (см. п. 38.1). 

Выразив производные Р^^\і) через производные функции 
^(х, у) и положив в формуле (39.5) і = 1 (см. (39.4)), получим 
требуемую формулу Тейлора для функции /(х, у). Действи¬ 
тельно, из (39.3) следует, что 


^'Ѵд^ч_Э/сгх_^Э/сгу_ Э/(Хо -Ь іАх, Уо + іАу) 
Ъхйі ду йі: дх 


Э/(Хо -Ь іАх, у о + іАу) 

ду У' 


Отсюда для Р"(і), опустив для краткости обозначения аргу¬ 
ментов, получим 


Р"(і) = ^Ах + 

^ ’ апдх 


Ау 


= + 2 
Эх2 ЭхЭу 


^ДхД!, + 


283 



Вообще по индукции легко установить, что 

У Уо + і^х), 

к = 1, 2, ... , т. (39.6) 

Положив в формулах (39.6) і = О при к = 1, 2, ... , т - 1, будем 
иметь 

_ Э/(Хо, Уо) д^ ^ ЭЯХр, Уо) 


Эх 




_ д^Хо, Уо) д^2 + 2 Уо) д^д^ ^ Э2/(Хо, г/о) д^2^ 

Эх^ ахаі/ 


и вообще 


^’(*)(0) = (Ах^+Аг/^] /(Хо,Уо)> й = 1, 2, ... , т - 1. (39.7) 

При к = т, заменив і на Ѳі, получим 

р(тЩ) = І^ДхА + Ау^ У“Ѵ(:^о + Уо + Ѳ^ДУ)- (39.8) 

Подставим теперь (39.7) и (39.8) в (39.5) и положим і = 1; 
тогда, в силу соотношения (39.4), получим 


т. 


т - 1 1 / 3 3 \{*:} 


+ + Ау^ У + ^Ах, Уо + ѲДу)> О < Ѳ < 1. □ 

СЛЕДСТВИЕ. В предположениях теоремы 1 справедлива фор¬ 
мула 

У*'Ѵ(:зСо, Уо) + г^Ах, Ау), (39.9) 

причем остаточный член г^(Ах, Ау) может бытъ записан как 
в виде 


г^,Ах,Ау)= ^ е^(Ах, Ау)Ах’^Ау 


т - к 


(39.10) 


где 


Ііт еААх, Ау) = 0, к = О, 1, ... , т, р = л/Ах^~+~А^, 

р^О 

так и в виде 

^^^Аx, Ау) = г{Ах, Ау)р'^, (39.11) 
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где Иш е(Ал:, Ау) = О, т. е. 

р^О 

г^(Ал:, Ау) = о(р'”), р ^ 0. (39.12) 

Представление остаточного члена формулы Тейлора в фор¬ 
ме (39.12) называется его записью в форме Пеано. 

Доказательство. Положим 


е;(Ал:, Ау) 


-Ь ѲАх, уо -Ь ѲАу) 


дх^ду 


тп - к 


Уо) 

Эх^Эу™ “ * 


(39.13) 


В силу непрерывности всех частных производных порядка т, 
имеем Ит еПАх, Ау) = 0. 

р^О 

Преобразуем остаток ^(Ах, Ау) (см. (39.2)), использовав 
выражение (39.13), следующим образом: 


_,(Ах,Ау)^^Х„ 


ѲАх, Уо + ѲАу) 


т\к-о 
3"*/(Хо, Уо) 


Эх*Эу” 


Ах*Ау‘ 


т - к = 


1 

= — У 


Ах*Ау™-* -1 ^ V С*е^(Ах, Ау)Ах*Ау 

= О 


т - к = 


-:щ(Ах-^+Ау 


Э У"*! 
'Эу і 


Я^О’Уо)+ Е еуАх, Ау)Ах*Ау 


т- к 


(39.14) 


С>г 

где е*(Ах, Ау) = ^е'^(Ах, Ау), поэтому 

Ііш^ еуАх, Ау) = 0. (39.15) 

Подставляя (39.14) в (39.1), получим формулу Тейлора (39.9) 
с остаточным членом в виде (39.10). 

Покажем, что остаточный член (39.10) можно записать в 
виде (39.11). Для этого положим 


Тогда 


е(Ах, Ау) = еДАх, Ау)(^у ^ 


(39.16) 


г^Ах, Ау)= ^ еДАх, Ау)Ах*Ау 


т - к = 


= Р'”Ё еДАх, Ау) 


‘(ігУ^Г 


= е(Ах, Ау)р™, 


и так как 

Ах 

< 1 и 



Р 


Р 


< 1, то из (39.15) следует, что 


Иш е(Ах, Ау) = 0. □ 

р^О 
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Используя понятие дифференциалов высших порядков, 
формуле Тейлора для функций двух переменных можно при¬ 
дать более компактную форму, внешне идентичную форму¬ 
ле Тейлора для функций одной переменной, записанной 
также с помош,ью дифференциалов. В самом деле, так как 
(см. п. 38.2) 

сг*/(л:, у) = -Ь Аі/^ у), й = о, 1, 2, ... , т, 

то, полагая для краткости Мц = (Хр, у^) и М = (Хр + Ах, у^ -Ь Ау), 
формулу (39.9) можно записать в виде 

т 1 

А2= ^ ^ММо) + ^^м). (39.17) 

Эта форма записи формулы Тейлора наиболее проста и по¬ 
этому удобна для запоминания. 

Сделаем несколько замечаний к доказательствам теоре¬ 
мы 1 и ее следствия. Прежде всего в условиях этой теоре¬ 
мы было потребовано, чтобы функция / имела непрерывные 
производные до порядка т включительно в некоторой 8-ок- 
рестности точки (Хр, у^). Можно было бы потребовать не¬ 
прерывность в указанной окрестности только производных 
порядка т, поскольку из их непрерывности вытекает и непре¬ 
рывность в этой окрестности всех младших производных дан¬ 
ной функции, т. е. производных порядков к = О, 1, , т - 1 

(см. п. 37.2). 

Подчеркнем, что непрерывность частных производных в 
8-окрестности точки (Хд, г/д) бьіла использована, во-первых, 
для того чтобы встречаюш;иеся частные производные не зави¬ 
сели от порядка дифференцирования (это было использовано 
как при доказательстве формулы Тейлора (39.1), так и в са¬ 
мой форме записи этой формулы), и, во-вторых, для того что¬ 
бы функцию (39.3) можно было т раз дифференцировать по 
правилу дифференцирования сложной функции. Обратим 
внимание на то, что при т = 1 смешанные производные отсут¬ 
ствуют; для возможности же один раз дифференцировать 
функцию (39.3) по правилу сложной функции, следовательно, 
и для справедливости теоремы 1 достаточно более слабого 
предположения о рассматриваемой функции /. Именно, вме¬ 
сто предположения о непрерывной дифференцируемости в вы- 
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шеуказанной 8-окрестности точки (x^, у^) функции / достаточ¬ 
но ее дифференцируемости в этой окрестности (см. определе¬ 
ния 2 и 4 в п. 37.2). 

Непрерывность частных производных порядка т (в точке 
(Хц, г/д)) использована также при доказательстве следствия 
теоремы 1: она нужна для того, чтобы функции е^(Ал:, Ау), оп¬ 
ределенные формулами (39.13), стремились к нулю при р ^ 0. 

Подчеркнем еще, что при сделанных предположениях в фор¬ 
муле (39.9) доказано, что г^(Ал:, Ау) = о(р™) при р ^ 0 не в 
смысле предела по любому фиксированному направлению, как 
может показаться на первый взгляд из приведенного доказа¬ 
тельства, а в более сильном смысле — в смысле предела в точке 
(Хд, Уо) (почему?). 

Формулу (39.1) можно несколько обобщить, если не стре¬ 
миться к тому, чтобы она была справедливой для всех точек 
(Хд -Ь Ахд, Уд “Ь Ау) 8-окрестности точки (Хд, уд), а рассматри¬ 
вать эту формулу лишь при фиксированных Ах и Ау. Именно, 
если функция / определена и имеет непрерывные частные 
производные порядка т на открытом множестве, содержа¬ 
щем отрезок с концами (Хд, уд) и (Хд + Ах, уд + Ау), то формула 
(39.1) также остается справедливой вместе с ее доказатель¬ 
ством. Из этого следует, что если функция / определена в 
выпуклой области С (см. п. 14.2) и имеет в О непрерывные 
частные производные порядка т, то для любых двух точек 
(Хд, уд)Е О и (Хд "Ь Ах, Уд Ч" Ау)е О справедлива формула Тейло¬ 
ра (39.1). 

Все сказанное переносится и на случай функции любого 
числа переменных. 

ТЕОРЕМА 1'. Если функция п переменных у = /(х^, ... , х„) 
определена и непрерывна вместе со всеми своими частными 
производными до порядка т, т^ 1, включительно в некото¬ 
рой Ъ-окрестности точки х(®> = (х^*’^ ... , х^">), то справедли¬ 
ва формула 

Ау = /(х*°> -Ь Ахі, ... , х)^о> -Ь Ах„) - /(х<“', ... , х<^о>) = 

- Іі! + г., _ ,(ДЧ, (39.18) 
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где 


0<Ѳ<1, Ах = (Ах^, ... , Ах^, (39.19) 

а также формула 

Ау = А + ... + Ах„ Ау^’ Ях(0)) + (39.20) 

где г^(Ах) можно записать как в виде 


'■«г(А^) 


Е е 

. + = т 




Ах^«, (39.21) 


Иш е„ „ (Ах) = 0, р = У Ах,^, так и в виде 

р^О '"г-- '"га д/і'еі ' 

г (Ах) = е(Ах)р'", Иш е(Ах) = 0, (39.22) 

р^О 

т. е. 

'"т(А^) = «(Р"")’ Р 0. 

Наконец, через дифференциалы формулу (39.20) можно запи¬ 
сать в виде 

т -I 

Ау= Е + г^Ах). (39.23) 

А - 1 


Раскроем теперь скобки в формулах (39.18) и (39.19), вос¬ 
пользовавшись алгебраической формулой 




к\ 


к-. + ..^ к„ = к ••• ^п- 


/?! кп к 

••• «га" 


Для того чтобы короче записать результат, введем новые обозна¬ 
чения. Положим к = (к-^^, ..., к^), \к\ = -Ь ... -Ь к^, к\ = к-^. ... к^. 


ДА) 


к-і кп -\ к„ ^ 

ОХі^ОХ2^ ... 


(х - х(°))* = (х^ - Х^^®^)*1 ... (х^ 



к = (к-^, ... , к^) называется мультииндексом. 

В этих обозначениях формула Тейлора (39.18) с остаточ¬ 
ным членом в виде (39.19) перепишется в виде 


т= Е 


/(А)(л:(0)) 
к\ 


(х - х^®*)* -Ь ^ 


/(*')(х(0) -ь Ѳ(х - 
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Здесь, как всегда, х = (х^, ... , х„), ... , х*^°*) и 

х(°> + Ѳ(х - х*®)) = (х^°^ + Ѳ(х^ - х^°^), ... , х<^°> + Ѳ(х„ - х^*^>)). 

В этом виде формула Тейлора для функций любого числа пе¬ 
ременных выглядит так же, как и для функций одной пере¬ 
менной. 

Иногда, особенно в случае функций многих переменных, 
для производных используют обозначение 

Деі 3*1 + + *„ 

В'‘ = - -, 

Эх*1 ... Эх*" 

где /г = (к^^, ... , к^) — мультииндекс. Если пользоваться этой 
символикой, то формула Тейлора принимает вид 

/(х)= 1т)*Я:^('»)(х - х^о))*-Ь 

\к\<т 

-Ь у 1і)*ях(0) -Ь Ѳ(х - х^'Жх - Х^О))*, 0<Ѳ<1. 

\к\^т 

Покажем единственность представления функции / в виде 
Ял: + Ах) = Р^(Ах)-Ь о(р“), р ^ О, (39.24) 

где 

т 

Р^Ах)= ^ а,Ах* (39.25) 

1*1 - о 

— многочлен степени не выше тот: п переменных Ах^, ... , Ах^. 
ЛЕММА. Если многочлен 

т 

Рт(^)= Ё 

\к\ = О 

X = (Хі, ... , х„), X* = х^і ... X*", к = (к^, , к^, 

тождественно равен нулю: 

Р^x) = О (39.26) 

в некоторой окрестности нуля, то все его коэффициенты 
равны нулю. 

Доказательство. Из (39.26) следует, что для любого 
к = {к -^,..., к^ имеет место равенство = 0. Но если 0 < |й| < т. 
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то Р^^(О) = к\ Из двух последних равенств следует, что 
для всех к таких, что О < |/г| < т, выполняются равенства 
а, = 0. □ 

ТЕОРЕМА 2. Если функция / задана в окрестности точки х, 
то ее представление в виде (39.24) единственно. 

Доказательство. Пусть число 8 > 0 выбрано таким обра¬ 
зом, что для всех Ах, |Ах| < 8, у функции / наряду с представле¬ 
нием (39.24) имеет место представление 

Дх + Ах) = ^ б^^Ах* -I- о(р'"), р ^ 0. (39.27) 

\к\ = о 

Тогда, положив 

с^ = Ь^- а^, |й| = о, 1, ... , т, (39.28) 

и вычтя из равенства (39.27) равенство (39.24), получим, 
что 

^ с^Ах* -Ь о(р™) = 0, р ^ 0. (39.29) 

\к\ = о 

Зафиксируем произвольно Ах, \Ах\ < 8; тогда если о < ^ < 1 , 
то |^Ах| < 8 и в (39.29) можно вместо Ах подставить іАх. Выпол¬ 
нив эту подстановку, будем иметь 

^ С^^1%х* -Ь о(р“) = о, 

|А| - о 


9і 



о при ^ ^ о 


(так как Ах фиксировано, то и р также фиксировано), т. е. при 
о < ^ < 1 имеем 


^ ^ с^Ах*-Ь о(і'”) = о, ^^ 0 . 

1-0 Щ -1 

в силу теоремы 2 п. 13.2, отсюда следует, что с^Ах* = 0, 

\к\ - I 

причем это верно для всех таких Ах, что |Ах| < 8, т. е. стояп];ий 
в левой части этого равенства многочлен относительно пере¬ 
менных Ах^, ... , Ах„ равен нулю в некоторой окрестности ну¬ 
ля. Согласно лемме, отсюда следует, что все = 0. Поэтому, в 
силу (39.28), для всех к таких, что 0 < |/е| < т, выполняется ра¬ 
венство = Ъі^. □ 
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39.2. Формула конечных приращений 
для функций многих переменных 

Частный случай формулы Тейлора (39.18), в котором т = \, 
обычно называется формулой конечных прирап];ений Лагран¬ 
жа для функций многих переменных. В силу сделанных в пре- 
дыдуіцем пункте замечаний к теореме 1 о предположениях, 
при которых справедливы формулы (39.1) и (39.18), из 
теоремы V получаем следуюш,ее утверждение. 

ТЕОРЕМА 3. Если функция х^) дифференцируема в 

каждой точке некоторой выпуклой области Ѳ і?", то для 
каждой пары точек (х^, ... , х„) и {х^ + Ах^, ... , х„ 4- Ах„) из С 
существует такое Ѳ, О < Ѳ < 1, что 

/(Хі -Ь Ах^, ... , х„ -Ь Ах„) - /(х^, ... , х„) = 

« Э/(хі -Ь ѲАхі, ... , х„-Ь ѲАх„) 

= Х, - 

I = 1 

или, короче, 

/(х + Ах)-/(х)= У Э/(х + ѲАх) (39.30) 

і-1 

где X = (х^, ... , х„), х + Ах = (х^ -Ь Ах^, ... , х^ + Ах„) и 

X -Ь ѲАх = (х^ -Ь ѲАх^, ... , х^ + ѲАх„). 

Формула (39.30), как указывалось, и называется формулой 
конечных приращений Лагранжа. 

Эта формула, так же, как и вообіце формула Тейлора, на¬ 
ходит многочисленные и разнообразные применения в раз¬ 
личных вопросах математического анализа. 

Обратим внимание на то, что теорема 3 не является частным 
случаем теоремы 1, поскольку в ней требуется не непрерывная 
дифференцируемость рассматриваемой функции в каждой точ¬ 
ке множества С, а лишь ее дифференцируемость. Однако дока¬ 
зательство теоремы 3 фактически содержится в доказательстве 
теоремы 1. Действительно, как это отмечалось в замечаниях 
к доказательству теоремы 1 и ее следствию (см. п. 39.1), при 
т = 1 приведенное выше доказательство теоремы 1 сохраняет 
силу и при предположениях теоремы 3, т. е. при предположе¬ 
нии лишь дифференцируемости (а не непрерывной дифферен¬ 
цируемости) функции /. 
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в качестве примера применения формулы (39.30) докажем 
следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 4. Если функция дифференцируема в каждой точ¬ 
ке выпуклой области С и имеет в Ѳ ограниченные частные 
производные, то она равномерно непрерывна в этой области. 


Доказательство. Если 


ЭХ; 




С, 


і = 1,2. 


п, хе О 


(с — постоянная), то для любых двух точек х' = (х[, ... , х') и 
х" = (х^, ... , х") из (39.30) следует, что 


|Ях")-/(хОІ< Е 

і = 1 


дт) 


Эх,. 


X; 


х.| < спр(х', х") 


(здесь ^ — некоторая точка отрезка с концами в точках х' и х"). 
Поэтому, если задано е > 0, достаточно взять 8 = —, чтобы для 

СП 

любых точек х'е С и х"е Ѳ таких, что р(х', х") < 8, выполнялось 
неравенство 

|/(х") - Кх'І < е, (39.31) 


а это и означает равномерную непрерывность функции / в об¬ 
ласти С. □ 


39.3. Оценка остаточного члена формулы Тейлора 
во всей области определения функции 

Остаточный член в формуле Тейлора, очевидно, зависит не 
только от приращений аргументов, но и от самой точки, в ок¬ 
рестности которой рассматривается разложение функции и 
которую мы в п. 39.1 считали фиксированной. Теперь нас бу¬ 
дут интересовать поведение и оценка остаточного члена в за¬ 
висимости от изменения указанной точки. Чтобы подчерк¬ 
нуть эту зависимость, мы в этом пункте будем остаточный 
член порядка т обозначать г^(х. Ах), где х = (х^, ... , х„) — 
точка, в окрестности которой раскладывается данная функ¬ 
ция по формуле Тейлора. Как и раньше. Ах = (Ах^, ... , Ах^). 

В формулах (39.21) и (39.22) будем вместо ^ (Ах) и 
е(Ах) соответственно писать ^ (х. Ах) и е(х. Ах). В даль¬ 
нейшем нам потребуется оценка остаточного члена формулы 
Тейлора в форме Пеано сразу для всей области существования 
разложения по указанной формуле. 
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Введем сначала понятие непрерывности 
частных производных в замыкании откры¬ 
того множества. Это требует специального 
определения, так как в граничной точке от¬ 
крытого множества С даже в случае, когда 
функция определена на замыкании С мно¬ 
жества О, понятие частной производной, во- 
обп];е говоря, не определено (см., например, 
точку М границы области С на рис. 29). 



Определение 1. Функция /, определенная на открытом мно¬ 
жестве О ^ Д", называется непрерывно продолжаемой на 


его замыкание С, если существует такая непрерывная на 
С функция Р, что Р = ^ на О. 

Функция Р называется непрерывным продолжением 
функции / (на О) и для простоты будет также обозначать¬ 
ся символом /. 

Очевидно, в силу единственности предела функции, если у 
функции, определенной на О, суп];ествует непрерывное про¬ 
должение на О, то оно единственно. 


Определение 2. Функция / называется непрерывно дифферен¬ 
цируемой (соответственно т раз непрерывно дифференци¬ 
руемой) на замыкании С области О (т. е. на замкнутой об¬ 
ласти), если функция / определена на С и все ее частные 
производные первого порядка (соответственно частные про¬ 
изводные до порядка т включительно) непрерывно продолжа¬ 
емы с С на О. 


УПРАЖНЕНИЯ. 1. Доказать, что если функция / определена на откры¬ 
том множестве О ^ й", имеет на нем непрерывно продолжаемую на его за¬ 


мыкание О производную ^ и в некоторой точке границы множества О су¬ 




Э/ 


ществует (односторонняя) частная производная то она совпадает с не- 

ОХ 2 


прерывным продолжением в эту точку частной производной 


Эхі’ 


Указание. Воспользоваться следствием 3 из теоремы 3 в п. 11.2. 


2. Доказать, что, для того чтобы непрерывная функция, определенная на ог¬ 
раниченном открытом множестве О <= Д", была непрерывно продолжаемой 
на его замыкание, необходимо и достаточно, чтобы она была равномерно не¬ 
прерывной на О. Показать, что в случае неограниченного открытого множе¬ 
ства условие равномерной непрерывности продолжаемой функции, являясь 
достаточным для непрерывного продолжения, не является необходимым. 


3. Построить пример непрерывной и ограниченной в области функции, 
которую нельзя непрерывно продолжить на замыкание этой области. 
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Вернемся теперь к формуле Тейлора. Пусть функция / не¬ 
прерывно дифференцируема т раз на замыкании С открытого 
ограниченного множества (?. Тогда, согласно результатам 
п. 39.1, в каждой точке хе С для некоторой ее окрестности 
имеет место разложение (39.20) функции / по формуле Тей¬ 
лора, причем стремление к нулю ^ (х. Ах) в формуле 

(39.21) и е(х. Ах) в формуле (39.22) при р ^ 0 равномерно на 
множестве О (см. определение в п. 37.2), т. е. для любого е > 0 
существует такое 8 = 8(е) > 0, что если 

р = |Ах| = ^|^|а^<8, (39.32) 

то |е^ ^ (х, Ах)| < е и |е(х, Ах)| < е для всех точек хе О. 

Это в данном случае непосредственно следует из метода по¬ 
лучения функций ^ (х. Ах) и е(х. Ах). Действительно, в 

силу ограниченности и замкнутости замыкания О открытого 

множества О, непрерывные продолжения на С частных произ¬ 
водных порядка т данной функции равномерно непрерывны 

на С, поэтому (см. формулу (39.13) для случая га = 2; в общем 
случае справедлива аналогичная формула), если выполнено 
условие (39.32), то 

к,.. ДЧІ < <0 (8, с], (39.33) 

гаг = гаг^ -Ь ... -Ь т^. 

Здесь правая часть (модуль непрерывности соответствующей 
производной) не зависит от точки множества О и стремится 
к нулю при 8^0. Поэтому из (39.33) следует равномерное 
стремление ^ к нулю на О при Ах ^ 0. 

Теперь можно оценить бесконечно малую е(Ах, Ау) в фор¬ 
муле (39.22). Для произвольного натурального га ее можно, 
аналогично случаю га = 2 (см. (39.16)), представить в виде 


е(х. Ах) = 
Отсюда имеем 



|е(х, Ах)|< ^ |е^ ^(х, Ах)|. (39.34) 

+ ... + = т ^ ^ 

в правой части неравенства (39.34) стоит некоторое фикси¬ 
рованное число слагаемых; обозначим его через N. В силу 
уже доказанного равномерного в С стремления к нулю функ- 
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ции ^ {х. Ах), для любого заданного е > О существует та¬ 
кое 8 = 8(е) > О, что если выполнено условие |Ал;| < 8, то 

ті + ... + т„ = т. 

Отсюда и из неравенства (39.34) следует, что |е(х, Ах)| < е. 

Отметим еще одну оценку в целом остаточного члена фор¬ 
мулы Тейлора, получающуюся из записи его в форме Лагран¬ 
жа (39.19). 

Если функция / определена на открытом множестве О и 
имеет на О ограниченные частные производные порядка т, 
т. е. существует такая постоянная М > О, что 




-1 т, -1 т 

ах-^ 1 ... дх " 


< с. 


+ 


+ т^^ = т, хеО, (39.35) 


то при выполнении условия |Ал:| < 8 для всех хе С справедливо 
неравенство 


\г^_^{х,Ах)\ < 


сп’^5’^ 

т\ 


Это сразу следует из формулы (39.19), если абсолютные вели¬ 
чины каждого слагаемого ее правой части оценить с помощью 
неравенства (39.35) и очевидного неравенства ІАх^І < 8. 


39.4. Равномерная сходимость 
по параметру семейства функций 

В предыдущем пункте мы встретились с понятием равномер¬ 
ной сходимости на данном множестве семейства функций, за¬ 
висящих от некоторого параметра, когда этот параметр стре¬ 
мится к определенным значениям. Такими функциями в на¬ 
шем случае являлись ^ (х. Ах) и е(х. Ах), где роль 

параметра играло Ах. В простейшем виде этот случай встре¬ 
чался еще раньше в п. 37.2. 

Сформулируем определение равномерной сходимости се¬ 
мейства функций в общем случае. 

Определение 3. Пустъ X ^ Д", У ^ Д™, — точка прикос¬ 

новения множества У, конечная или бесконечно удаленная 
Ч-оо^ -оо {последние две бесконечности имеет смысл рас¬ 
сматривать только при т = 1). Пустъ, далее, функция ф(х) 
определена для всех хе X, а /(х, у) для всех хеХ и уе У. 
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функцию Дх, у) называют равномерно стремящейся на 
множестве X к функции ф(х) при у и пишут 

Кх,у)^<^{х), у^у(^\ 

X 

если для любого е > О существует такая окрестность 11{у^^^) 
точки что для всех хеХ и всех уеУ П выполняет¬ 

ся неравенство 

|/(х, у) - ф(х)| < е. (39.36) 

Переменная у часто называется в этом случае парамет¬ 
ром, а функция /(х, у), г/е У, — «семейством функций от х» 
(в том смысле, что эта функция при различных фиксирован¬ 
ных значениях параметра г/е У задает функции переменной х). 

Подобно случаю равномерной сходимости последователь¬ 
ности функций (см. п. 32.1) условие равномерной сходимости 
функций по параметру можно сформулировать, используя по¬ 
нятие предела функции, следуюш,им образом. 

Функция /(х, у) равномерно стремится на множестве X 
к функции ф(х) при у г/<°* тогда и только тогда, когда 

Ит вир ІДх, у) - ф(х)| = 0. (39.37) 

у X В X 

Таким образом, условие Дх, у) ^ ф(х), у у*'^\ равносильно 

X 

стремлению к нулю при у у^^'> функции 

Р(у) вир ІДх, у) - ф(х)|. 

X е X 

Доказательство этого утверждения совсем не сложно и ана¬ 
логично случаю равномерной сходимости последовательности 
функций. Его проведение предоставляется читателю. 

Справедлив в рассматриваемом случае и аналог критерия 
Коши равномерной сходимости последовательностей. 
ТЕОРЕМА 5 (критерий Коши). Для того чтобы функция Дх, у) 
при у і/<®' равномерно стремилась на множестве X к неко¬ 
торой функции, необходимо и достаточно, чтобы для любо¬ 
го г > 0 нашлась такая окрестность (7(і/*®*) точки у^^\ что 
для любых у'е ?7(і/*°*) П У и у"е (7(г/*°*) П У и любого хеХ выпол¬ 
нялось неравенство 

ІДх, у") - Дх, у')\ < е. (39.38) 

Действительно, необходимость условия (39.38), как всегда 
в подобных ситуациях, легко следует из условия (39.36). Для 
доказательства же достаточности следует показать, что из ус- 
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ловия (39.38) вытекает, что для любого фиксированного хеХ 
существует Ііт /(х, у) и что стремление функции Дх, у) к 


1 ^( 0 ) 


этому пределу при у происходит равномерно. 

Все это также рекомендуется проделать читателю само¬ 
стоятельно. 


УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать: для того чтобы функция /(х, у), хеХ, і/еХ 
равномерно на множестве X стремилась при у у^^^ к функции ф(х), хе X, 
необходимо и достаточно, чтобы для любой последовательности г/^^^еУ, 
п = 1, 2, , стремящейся к і/*®*, последовательность Дх, г/*"*), п = 1, 2, ... , 

равномерно на множестве X сходилась к функции ф(х). 

Примеры. 1. Рассмотрим семейство функций Дх, у) = 
= е где 0<х< 1,0<і/< +оо. Очевидно, 


Ііт Дх, у) 


о, если X > о, 
1, если X = о 


(переменная у, если использовать указанную выше термино¬ 
логию, является здесь параметром). Обозначим предельную 
функцию через ф(х): 



о, если X > о, 
1, если X = 0. 


(39.39) 


Докажем, что стремление функции Дх, у) к ф(х) при у +оо 
происходит неравномерно. Для этого достаточно показать, что 
существует такое Ер > 0, что, какую бы окрестность ІІ(+оо) ни 
взять, найдутся такие хе [0, 1] и уе 1/( +о°), что будет выполне¬ 
но неравенство |е - ф(х)| > Ец. Возьмем Ер такое, что 0 < Ец < 1, 
и произвольную окрестность Щ-Ьоо). Тогда, какое бы уе Щ-Ьоо) 

ни взять, для него Ііт = 1, поэтому найдется такое 

х ^ о 

хе (0, 1], что 

\е-^у - ф(х)| = \е^^ѵ - 0| > Ец. 


Таким образом, в данном случае условия равномерной сходи¬ 
мости не выполняются. 

Однако при любом а, 0 < а < 1, семейство функций Дх, у) = 
= при у -Ьоо равномерно стремится к нулю на отрезке [а, 1]. 
Проверим в этом случае выполнение условий равномерной 
сходимости. Для любого Е > о существует число > 0 такое, 

что е < Е І^достаточно взять любое р > поэтому для 

всех у > всех хе [а, 1] будем иметь 


\е-=су - 0| = е-^У < е < Е. 
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Конечно, исследование равномерной сходимости рассмат¬ 
риваемого семейства функций можно выполнить и применив 
критерий (39.37). Действительно, использовав формулу (39.39), 
получим 

вир \е^^У - Ц)(х)\ > знр е *^=1, 

О < д: < 1 0<д: < 1 

поэтому условие (39.31) заведомо не выполняется. Если же 
О < а < 1, то 

Ит бнр - ф(л:)| = Ит знр = Ит = 0. 

г/^+°°а<хХ1 у^+°° 

Таким образом, 

^-ху ^ ф(л:), ^0, 0<а<1, у^+оо. 

[0, 1] [а, 1] 

2. В том случае, когда У является множеством натураль¬ 
ных чисел У = {1, 2, 3, ...}, а у***) = +оо, приведенное определе¬ 
ние равномерной сходимости по параметру превраіцается в 
определение равномерной сходимости последовательности 
функций /„(х) = /(х, п), /г = 1, 2, ..., на множестве X. 


3. Пусть функция /(х, у) непрерывна на прямоугольнике 
Я = {(х, у): -оо < а < X ^ Ь < -Ьоо^ -оо < с < у < (і < +оо} и пусть 
Уое [с, а]. 

Обозначим через со(8, /) модуль непрерывности функции / в 
прямоугольнике Я; тогда 

\^^(x, у) - Ял:, уо)| < со(|у - УоІ; /), (х, у)е Я- (39.40) 


Правая часть этого неравенства не зависит от л: и, в силу рав¬ 
номерной непрерывности функции / на прямоугольнике Я, 
Ит со(8, /) = 0. Поэтому из неравенства (39.40) следует, что 

5^0 

при у ^ у^ функция Ял:, у) равномерно на отрезке [а, Щ стре¬ 
мится к функции Ял:, уц). 


УПРАЖНЕНИЕ 5. Доказать, что если семейство функций Дх, у), жеХ с= 
^ К’^, уе Уе Я"' таково, что функции Дх, у) при любом фиксированном уе У 
непрерывны по х на множестве X и равномерно на этом множестве стре¬ 
мятся к ф(х) при у ^ у<®\ то ф(х) также непрерывна на множестве X. 


39.5. Замечания о рядах Тейлора 
для функций многих переменных 

Если функция Ял:) определена и бесконечно дифференцируема 
в некоторой 8-окрестности точки = (х*®*, ... , х*^®^)е Д”, то для 
этой функции формула Тейлора (39.20) будет, очевидно, спра- 
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ведливой при любом натуральном га = 1, 2, ... и ^ Ах ? < 82. Ес- 

і-1 

ЛИ при этом ряд 




э 




"Эх„ 


сходится к Ау = /(х) — /(х*°)) (см. и. 38.2), то получим формулу 


сх> 

Ау =/(л:) - ЯхО)) = ^ 


кі 




+ Ах 


Э Л{*=} 


"Эх„ 




где X = (х^, ... , х„) и X; - хР> = АХ;, і = 1, 2, ... , га. Отсюда, пере¬ 
нося Я^*°*) в правую часть, получим разложение функции в 
степенной ряд, называемый рядом Тейлора функции /: 

/(-) - .1. й((ч - ^Г>а|; + ... + Ч, - 4»')5І;)'‘Ѵ(хт). 

ИЛИ, что то же, 

Я-^)= Ё - хО))*, 

|А |-0 

где к = {к]^, ... , к^) — мультииндекс. 


УПРАЖНЕНИЕ 6. Разложить в ряд Тейлора функцию /(х, у) = ѵ. 


§40 

Экстремумы функций многих переменных 

40.1. Необходимые условия экстремума 

Изучаемые в настоящем и некоторых следующих параграфах 
вопросы носят аналитический характер, и их доказательства 
не усложняются при увеличении числа переменных. Поэтому 
мы проведем их рассмотрение сразу в общем га-мерном случае, 
указывая при необходимости их специфические особенности 
для случаев га = 2 и га = 3. 

Определение 1. Лусгаіь функция определена на множест¬ 
ве X Точка х^^’^е X называется точкой строгого макси¬ 

мума, соответственно строгого минимума, если существу¬ 
ет такая окрестность [7(х<°)) точки х<°\ что для всех 
хе Г/(х(®)) (ЛХ, X ^ х<®), выполняется неравенство ^{х) < 
соответственно неравенство ^{х) > 
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Итак, точка строгого максимума (соответственно строгого 
минимума) характеризуется тем, что А/ = /(х) - /(х*®*) < О (соот¬ 
ветственно А/ > 0) при всех хе П X, х ^ (рис. 30). 

Если же для точки существует такая окрестность 
Щх****), что при всех хе ?7(х<°*) П X выполняется условие /(х) < 
< /(х<°>) {соответственно Дх) > /(х^***), то х(°> называется 
просто точкой максимума (соответственно минимума). 
Определение 2. Точки (строгого) максимума и минимума функ¬ 
ции называются точками (строгого) экстремума. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция /(х), х = (х^, Хз, ... , х„) определе¬ 
на в некоторой окрестности точки х*°Н если она является 
точкой экстремума функции /(х) и если в ней существует ка¬ 
кая-то из производных ^ (у может принимать одно из значе¬ 
ний 1, 2, ... , п), то она равна нулю: = 0. 

ах^ 

СЛЕДСТВИЕ. Если функция Дх) дифференцируема в точке 
экстремума х*^’^ то ее дифференциал равен нулю в этой 
точке: с?Дх<°)) = 0. 

Доказательство (теоремы и следствия). Пусть для опре¬ 
деленности у = 1. Если х(°* = (х^*’^ ... , х*^*’^) является точкой 
экстремума для функции Дх) = Дх^, ... , х„), то х*®* является 

точкой экстремума для функции Дх^, х^*’^ ... , х*^®*) одной пе¬ 
ременной х^ (рис. 31), причем так как точка х*°) была внут¬ 
ренней для области определения функции Дх^, ... , х„), то 
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точка является внутренней для области определения 

функции ... , х^^). Поэтому если в этой точке су- 


ш,ествует производная 

()х 


то по теореме Ферма (см. п. 11.1) 


она равна нулю, т. е. 




аНхі, ... 


(ІХ^ 



= 0 . 


= ,.( 0 ) 


Аналогично обстоит дело в случае любой переменной х- 

и = 2, ... , га). 

Если функция Дх) дифференцируема в точке экстремума х^®*. 


то в этой точке существуют все производные і = 1, 2, 

ОХі 

согласно доказанному, все они равны нулю, поэтому и 

сгДх(0))= ^ ^I^^(іx^ = 0.а 


, га, и. 


Примеры. 1. Найдем точки экстремума функции г = х^ + 
+ у^'. Точки экстремума, в силу доказанного, находятся среди 
тех, для которых (іг = 0. Так как (іг = 2х йх + 2у сіу, то условие 
(І 2 = о выполняется в единственной точке (0, 0). В этой точке 
2 = о, во всех же других точках г = х^ + у^ > 0. Поэтому точка 
(0, 0) является точкой строгого минимума для функции г = х^ + 
+ у^ (рис. 32). 


2. Исследуем точки экстремума функции 2 = х^ — у^. Посту¬ 
пая аналогично предыдущему случаю, находим, что условие 
(І 2 = о снова выполняется в точке (0, 0) и в этой точке 2 = 0. 
Однако здесь при у = 0 и любых х 5^ 0 имеем 2 > 0, а при х = 0 и 
любом у ^ о имеем 2 < 0. Поэтому точка (0, 0) не является точ¬ 
кой экстремума, и, значит, функция 2 = х^ — вообще не име¬ 
ет экстремальных точек (рис. 33). 





40.2. Достаточные условия строгого экстремума 


Напомним несколько определений из курса алгебры. 
Определение3. Квадратичная форма А(х) = ... , = 

П 

= ^ а^^x^x^, ац = Ну, і, і = 1, 2, ... , п, называется положи- 

і,І = 1 

тельно {соответственно отрицательно) определенной, если 
А{х) ^ о {соотвепьспьвенно .А.{х) ^ 0) для любой точки х^К^, 
X ^ 0. 

Квадратичная форма, являющаяся положительно или 
отрицательно определенной, называется также просто оп¬ 
ределенной (или знакоопределенной) квадратичной формой. 

Определение 4. Квадратичная форма, принимающая как поло¬ 
жительные, так и отрицательные значения, называется 
неопределенной. 

ЛЕММА 1. Пусть 8 — единичная сфера в В’^: 


8 = {х: хі + ... х^ = 1}, 

и пусть А{х) — определенная квадратичная форма', тогда 

іп:? ІА(д:)| = р > 0. 

х е 5 

Доказательство. Функция А{х) является многочленом 
второй степени по переменным х-^, ... , х^, поэтому А(х), следо¬ 
вательно, и ІА(х)| непрерывны во всем пространстве Д". Отсю¬ 
да вытекает, что функция ІА(х)| непрерывна на компакте 5. 
Согласно теореме Вейерпітрасса, функция ІА(;с)| достигает на 5 
своей нижней грани, т. е. суіцествует такая точка л;0)б5, что 


р іні |А(х)| = |А(л:0)|. 

X е 5 

По определению знакоопределенной квадратичной формы 
|А(х)| > о для всех точек х&8, следовательно, в частности, р = 
= |А(л;<0))| > 0. □ 

Определение 5. Пусть функция / дифференцируема в точке 
л;0)бД". Если с^ДхО)) = 0, то называется стационарной 
точкой функции /. 

Очевидно, что точка в которой функция / дифференци¬ 
руема, является стационарной в том и только в том случае, если 


дx^ 


і=1,2. 


п. 


(40.1) 
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Согласно следствию из теоремы 1, точка экстремума, в ко¬ 
торой функция / дифференцируема, является стационарной; 
обратное, конечно, вообще говоря, неверно: не всякая стаци¬ 
онарная точка, в которой функция дифференцируема, являет¬ 
ся точкой экстремума (см. пример 2 в конце п. 40.1). 
ТЕОРЕМА 2 (достаточные условия строгого экстремума). 
Пустъ функция / определена и имеет непрерывные производ¬ 
ные второго порядка в некоторой окрестности точки 
Пустъ является стационарной точкой функции /; тогда 
если квадратичная форма 





дх, дх, 

дХідХ: ^ ' 


(40.2) 


т. е. второй дифференциал функции / в точке х^^\ положи- 
телъно определенна {отрицателъно определенна), то яв¬ 
ляется точкой строгого минимума {соответственно стро¬ 
гого максимума)', если же квадратичная форма (40.2) неопре¬ 
деленна, то в точке нет экстремума. 


Доказательство. Пусть 11{х*'^\ бд) — бд-окрестность ста¬ 
ционарной для функции У точки в которой функция / име¬ 
ет непрерывные вторые производные. Пусть точка 


-\- дх = (х^®* -Ь дх-^, ... , -Ь с?х„) 

принадлежит этой окрестности. 

По формуле Тейлора (см. (39.23)), учитывая условия ста¬ 
ционарности (40.1), получим 


А/ = Ях^**) -Ь дх) - і{х(^^) = ^ У ^ Кх^ о _ 1 _ е((іх)р2, 

2 1 ахфх^ I 

где дх = (<іх^, ... , (іх^), = дхі -Ь ... -Ь дх^, и 


или 


Ііт е {дх) = 0, 

р^О 


д. Р^Г Д Э2/(х(0)) 

Эх;Эх,. р р 

1,7 = 1 і 7 ^ ^ 


-ь 2е {дх) = 



^^+2е(г/х)], р^О. 


(40.3) 


(40.4) 


Точка ... , лежит на единичной сфере 5 (т. е. на сфе- 
V р Р ^ 

ре с центром в начале координат и радиусом, равным 1), так 
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Пусть квадратичная форма (40.2) знакоопределенна. Тогда, 
согласно лемме, іп:С ІА| = ц>0. Выберем 8, 0 < 8 < бр, так, чтобы 

2|е(с?х)| < р при р < 8. Тогда при р < 8, т. е. при + (іхв 8) 

и 5^ о, все выражение в квадратных скобках в правой части 
формулы (40.4) будет иметь тот же знак, что и первое слагаемое 

4 “-^ . 


8І^П А/ = 8І§П А\ 


(ІХ-, 


ЛХг 

Р 


Поэтому если квадратичная форма (40.2) является положи¬ 
тельно определенной, то А/ > 0, а если отрицательно опреде- 

О 

ленной, то А/ < о при + (іхе II (л;<°), 8). Значит, в первом 
случае является точкой строгого минимума, а во втором — 
точкой строгого максимума. 

Пусть теперь квадратичная форма (40.2) является неопре¬ 
деленной; это означает, что суіцествуют две такие точки Лх' = 
= {(Іх\, ... , (Іх'!) и (Іх"= {(Іх'{, ... , Лх'^), чтоЛ {(Іх\, ... , (Іх'І) > о, 
&А{(1х'{, ... , йх'^) < 0. Мы не можем на основании этого сразу 
сказать, что прираіцение функции А/ меняет знак в любой ок¬ 
рестности точки х*®*, так как точки + сіх' = (х^®^ -Ь с?Хр ... 
... х1^'> + Іх'І) и х<°* + сіх" = (х^*’^ + сіх'{, ... , х^*^* + с^х") могут, во¬ 
обще говоря, даже и не принадлежать области определения 
функции /. Однако нужный нам результат будет следовать из 
того, что квадратичная форма А(с?х) сохраняет один и тот же 
знак или равенство нулю на каждой прямой, проходящей че¬ 
рез точку х<°\ из которой удалена сама эта точка, а значение 

А^^^, йх ^ о, вообще не зависит от выбора точки на этой прямой. 

Рассмотрим точку сіх' = (сіх'і, ... , с?х'), и пусть р' = ^ 

Проведем полупрямую, начинающуюся в точке х^®* и проходя¬ 
щую через точку х^®* + Іх'. Для лю¬ 
бой точки X = (х^, ... , х„) этой по¬ 
лупрямой положим (ІX^ = X; — х^^ 

і = 1, 2, ... , га, и р = ^ '^^сіх?. Тогда 
(рис. 34) 

= С08 Ц;, і=1,2, ...,га, (40.5) 
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где С 08 суть направляющие косинусы рассматриваемой по¬ 
лупрямой. Поэтому точка 




, С 08 а„), 


(40.6) 


лежащая, очевидно, на единичной сфере* 5 с центром х*®*, бу¬ 
дет одной и той же для всех точек х этой полупрямой, т. е. 
точка (40.6) не зависит от расстояния р между х и и 



Следовательно, и значение квадратичной формы (40.2) в 
точке (40.6), т. е. ... , не зависит от р. Отсюда для 

V р р 

любой точки (40.6) имеем 



, с^х;) > 0. 


^ > 0. Выберем Рд > 0 так, чтобы 
при р < Ро имело место неравенство 2|е(с?х)| < \х', что возможно в 
силу (40.3). Тогда для любой точки х*®^ -Ь (іх, лежащей на полу¬ 
прямой (40.5) и такой, что 0 ^ і ^ Ро’ ® формуле 

(40.4) выражение в квадратных скобках будет иметь знак пер¬ 
вого члена, и поэтому А/ > 0. Итак, в любой окрестности точки 
х*°) имеются точки, для которых А/ > 0. 

Аналогично, исходя из отрицательного значения квадра¬ 
тичной формы (40.2) в точке (ёх"), доказывается, что в любой 

окрестности точки х<®^ существуют точки, для которых А/ < 0. 
А это и означает, что в рассматриваемом случае х*°) не являет¬ 
ся точкой экстремума. □ 

При практическом применении этой теоремы возникает 
вопрос: как установить, будет ли квадратичная форма (40.2) 
положительно или отрицательно определенной. Для этой це¬ 
ли может служить, например, так называемый критерий 
Сильвестр а** положительной определенности квадратич- 


* Напомним, что для направляющих косинусов справедливо равенст¬ 
во С08^ Ні -Ь ... -Ь С08^ а„ = 1 . 

**Д. Д. Сильвестр (1814—1897) — английский математик. 
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ной формы, доказываемый в курсах алгебры. Он состоит в сле- 
дуюп];ем. 

Для того чтобы квадратичная форма 

А(х)=А(Хі, , хД= ^ а^^ХіХ^, (40.7) 

і,і - 1 

у которой Ну = а-, і, ] = 1, 2, ... , п, была положительно опре¬ 
деленной, необходимо и достаточно, чтобы 


Оц > о, 


Нц а^2 


®21 ^^22 


> 0 , 


Нц 

“і2“іЗ 


“і1 

“і2-' 

..а 

“21 

“22^23 

> 0, ... , 

“21 

“22 •• 

..а 

“31 

“32“33 


“гаі 

“п2-' 

..а 


Чп 

^2п 


> 0 . 


Замечая, что квадратичная форма А{х) отрицательно 
определена тогда и только тогда, когда квадратичная форма 

П 

-А(х) = ^ (-а^^)x^x^ положительно определена, получаем, 

і,І - 1 

пользуясь известными свойствами определителя, следующий 
критерий отрицательной определенности. 

Для того чтобы квадратичная форма (40.7) была отри¬ 
цательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 


а,, <0, 


Нц а^2 


®21 '^22 


> 0 , 


“11 

“і2“іЗ 



“іі 

“і2-' 

..а 

“21 

“22“23 

<0,., 

.., (-1)" 

“21 

“22-' 

..а 

“31 

“32“33 



“л1 

“п2-' 

..а 


> 0 . 


Сформулируем теперь теорему 2 для случая двух перемен¬ 
ных, выразив условия, накладываемые на квадратичную фор¬ 
му (40.2), в явном виде через вторые частные производные. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть функция Дх, у) определена и имеет не¬ 
прерывные частные производные второго порядка в некото¬ 
рой окрестности точки (Хц, Уо), которая является стаци¬ 
онарной для Дх, у), т. е. в ней 

4 = 4 = 0. (40.8) 

Тогда если в точке (Хр, у^) выполняется неравенство 


4х4г/ ~^ху> о. 


(40.9) 
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то она является точкой строгого экстремума, а именно', стро¬ 
гого максимума, если в ней < О*, и строгого минимума, если 
^XX ^ Е(^ли же в точке {x^, і/ц) выполняется неравенство 

ГххГуу-Пу<0, (40.10) 

то экстремума в ней нет. 

Наконец, когда в точке (Хд, у^ выполняется равенство 

ГххГуу-Пу = 0, (40.11) 

то может случиться, что экстремум в ней есть, и может 
случиться, что экстремума нет. 

Действительно, если ^ 0 в точке (x^, г/д), то квадратич¬ 
ную форму (40.2) в нашем случае можно записать в виде 

Аідх, ду) = + 24^ дх ду + Іуу ду^ = 

= ^Шхх + Г.у дуГ + (4/,, - Пу) ду^]. (40.12) 

Все частные производные здесь и ниже взяты в точке (Хд, г/д). 
Мы непосредственно видим, что при выполнении условия 

(40.9) выражение в квадратных скобках в формуле (40.12) по¬ 
ложительно при дх^ -Ь ду^ > о, т. е. А{дх, ду) является опреде¬ 
ленной квадратичной формой, а именно положительно-опре¬ 
деленной при > о и отрицательно-определенной при < 0. 
Это, конечно, следует и из приведенного выше критерия Силь¬ 
вестра. В первом случае, согласно теореме 2, точка (Хд, г/д) яв¬ 
ляется точкой строгого минимума, а во втором — точкой стро¬ 
гого максимума. Если же выполнено условие (40.10) и 0, 
то при ду = о, дх ^ о, из (40.12) имеем зі^н А(с?х, 0) = 8І§п 

а при дх = !^у, ду = получим 8ІёпЛ(/^у, - 4 ^) = -8І§п 4^, 
откуда следует, что квадратичная форма А(с?х, ду) при выпол¬ 
нении условия (40.10) является неопределенной. 

Итак, полностью разобран случай 4^, ^ 0 и 4ж4г/ ~ ^ху^ 
Случай 4х ^ о, 4 у ^ о и І'^^уу “ УІг/ ^ о исследуется аналогично. 

Если же 4 ^ = ^уу = о, но по-прежнему Г^^уу - / 2 ^ ^ 0, то, оче¬ 
видно, 4у ^ 0> следовательно, в этом случае выполняется условие 

(40.10) и А(дх, ду) = 24^ дх ду. Отсюда сразу видно, что квадра- 


* Очевидно, из условия (40.9) следует, что 4л: ^ 9 ® точке (Хц, у^). 


307 



тичная форма А(с1х, сіу) при сделанных предположениях явля¬ 
ется неопределенной, так как зі^п А(с?х, сіу) = -8І§пЛ(с?х, - сіу). 
Поэтому достаточно взять сначала <іх и сіу одного знака, а затем 
разных знаков, чтобы получить значения квадратичной формы 
разных знаков. По теореме 2 точка (Хд, уд) не является в этом 
случае точкой экстремума. 

Наконец, случай = /жу = О несовместим с предполо¬ 

жением - /ху ^ О- Таким образом, разобраны все возмож¬ 
ные случаи при выполнении неравенства ^x^^у - ^ 0. 

Для завершения доказательства теоремы достаточно пока¬ 
зать на примерах, что, когда имеет место соотношение 
(40.11), экстремум может быть, а может и не быть. 

У функции 2 = х'^ + 2ху 4- точка (0, 0) является стаци¬ 
онарной, и в ней 2 ^^ = 2 ^у = 2 уу = 2, и, значит, выполняется ус¬ 
ловие (40.11). Замечая, что 2 = (х + у)^, видим, что всюду 2 > 0, 
причем 2 = о на прямой х -Ь у = 0; поэтому точка (0, 0) является 
точкой экстремума, правда, нестрогого. 

Для функции 2 = ху^ точка (0, 0) также является стаци¬ 
онарной, и в ней 2 ^^ = 2 уу = 2 ^у = о, поэтому условие (40.11) 
также выполняется. Однако в силу того, что в формулу, за- 
даюш;ую эту функцию, переменные х и у входят в нечетных 
степенях, функция меняет знак в любой окрестности нуля, 
значит, (0, 0) не является точкой экстремума. □ 

40.3. Замечания об экстремумах на множествах 

Пусть функция / дифференцируема на открытом ограничен¬ 
ном множестве О и непрерывна на его замыкании Ѳ. Пусть тре¬ 
буется найти наибольшее и наименьшее значения функции / 

на множестве О (они суш,ествуют по теореме 3 п. 19.5). Для 
этого можно, например, найти все стационарные точки функ¬ 
ции / в С, вычислить в них значения функции и выбрать, если, 
конечно, это возможно (а теоретически возможно это, напри¬ 
мер, когда число стационарных точек конечно), точки, в кото¬ 
рых функция принимает наибольшее и наименьшее значения 
из всех значений в стационарных точках. После этого следует 
сравнить эти значения со значениями, которые функция при¬ 
нимает на границе открытого множества Ѳ, например найдя, 
если это удается сделать, наибольшее и наименьшее значения 
функции У на границе области (?. Сравнив наибольшее и на¬ 
именьшее значения в стационарных точках с наибольшим и 
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наименьшим значениями на границе множества О, мы можем, 
очевидно, найти искомый максимум и минимум / на О. 

В том случае, когда О — плоская область и ее граница яв¬ 
ляется кривой, заданной некоторым представлением х = х(і), 
у = у(і), а < і < (3, вопрос о нахождении экстремальных значе¬ 
ний функции Дх, у) на границе С сводится к исследованию на 
экстремум функции одного переменного /іх(і), у{і)), что дела¬ 
ется уже известными методами. 

Методы, которые можно применять в многомерном случае 
для отыскания экстремальных точек на границе области, бу¬ 
дут рассмотрены в § 43. 


§41 

Неявные функции. Отображения 


41.1. Неявные функции, 
определяемые одним уравнением 


Выясним условия, при которых одно уравнение с нескольки¬ 
ми переменными определяет однозначную функцию, т. е. оп¬ 
ределяет одну из этих переменных как функцию остальных. 
Начнем рассмотрение с изучения уравнения, содержаіцего два 
неизвестных, Р{х, у) = 0. 

Если функция двух переменных Р{х, у) задана на некото¬ 
ром подмножестве Л плоскости К^у,А ^ суш,ествует та¬ 

кая функция одной переменной у = /(х), определенная на мно¬ 
жестве В с К^, содержаіцемся в проекции множества А на ось 
Ох, что для всех хе В имеет место (х, Дх))еА и справедливо 
равенство Р(х, Дх)) = 0, то / называется неявной функцией, 
определяемой уравнением Р(х, у) = 0. 

Например, если задано уравнение х^ -Ь = 1, то функции 

Д(х) = Ѵі “ = — л/і “ -1 < X < 1, являются неявными 

функциями, задаваемыми этим уравнением. Кроме них су- 
іцествует бесчисленное множество других неявных функций, 
задаваемых этим уравнением. Например, для любого Хое[-1, 1] 


функция 



Д(х), если X 5^ Хр, 
/ 2 (х), если X = Хц, 


также представляет собой неявную функцию, определяемую 
тем же уравнением. 
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Если потребовать, чтобы неявная функция удовлетворяла 
некоторым дополнительным условиям, то может случиться, 
что такая функция будет единственной. Так, если потребо¬ 
вать, чтобы значения неявной функции, определяемой урав¬ 
нением -Ь 1 /^ = 1 на отрезке [-1, 1], были неотрицательны, то 
имеется только одна такая неявная функция, а именно 

^]{х) = л/і “ 

Другой пример: если координаты точки (Хц, у^), у^^ О, удов¬ 
летворяют этому же уравнению -Ь г/^ = 1, и уц) — 

какая-либо е-окрестность точки (Хд, у^), не пересекающаяся с 
осью Ох (рис. 35), то снова существует единственная неявная 
функция /, определенная уравнением х^ -Ь = 1 на ортого¬ 
нальной проекции окрестности II на ось Ох и такая, что ее гра¬ 
фик содержится в окрестности II. 

Сформулируем в виде леммы одно общее утверждение, 
представляющее собой условие, при котором существует един¬ 
ственная неявная функция, определяемая заданным уравне¬ 
нием. 

ЛЕММА. Пустъ функция Е(х, у) непрерывна на некоторой 
прямоугольной окрестности 

У о) = У)-\х- ^оі <^Лу- У о) < Ц}* 

точки (Хд, Уд) и при каждом фиксированном хе (Хд - Хд -Ь 
строго монотонна по у на интервале (у “ т)» Уо Л)* Тогда, если 

ДЛГд, Уд) = О, 

то существуют окрестности 11{х^ = (Хд — 8, Хд -Ь 8) точки Хд и 
ІІ(Уо) = (у - е. Уд -Ь е) точки уд такие, что для каждого хе Щхд) 
имеется, и притом единственное, решение уе Щу^) уравнения 
Р{х, у) = 0. Это решение, являющееся функцией от х и обозна¬ 
чаемое у = /(х), непрерывно в точке Хд и /(Хд) = уд. 

Таким образом, лемма, в частности, утверждает, что при 
сделанных предположениях неявная функция у = /(х), опреде¬ 
ляемая уравнением -^(х, у) = 0, существует и обладает тем свой¬ 
ством, что при условии хе ЩХд), уе ?7(уд) равенства Е(х, у) = 0 и 
у = /(х) равносильны. 


* В соответствии с принятыми в курсе обозначениями окрестность 
точки (хц. Уд) правильнее было бы обозначать через Щ(хд, уд)), а не через 
Щхд, Уд). Для простоты обозначений мы будем опускать вторые скобки. 
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Доказательство. По условиям леммы функция Р{х, у) 
при каждом фиксированном хе (Хд - Хд + строго монотонна 
по переменной у на интервале (уд - р, уд + р), в частности, на 
нем строго монотонна функция Р{х^, у). Пусть для определен¬ 
ности она строго возрастает. Выберем произвольное е > О, под¬ 
чиненное лишь условию О < е < Г]. Поскольку функция Р{х^, у) 
переменной у строго возрастает на отрезке [уд - е, уд + е] и по 
условию і^(Хд, Уд) = О, то 

-^(^ 0 ’ Уо “ е) < о, ^’(хд. Уд + е) > 0. 

Но функция двух переменных Р(х, у) по предположению 
непрерывна на открытом множестве ?7(Хд, уд) и (Хд, уд - е)е 
€ [/(Хд, Уд), (Хд, Уд "Ь 6)6 Щхд, Уд), поэтому суш;ествует такое 8, 
о < 8 < ^, что в 8-окрестности точки (Хд, уд — е) выполняется 
неравенство Р(х, у) < О, а в 8-окрестности точки (Хд, уд + е) — 
неравенство Р{х, у) > О (см. лемму 1 в п. 15.3). В частности, 
при всех ХЕ (Хд — 8, Хд + 8) будут справедливыми неравенства 

^'(х. Уд - е) < О, ^’(х. Уд-ь е) > 0. (41.1) 

Положим 

Н Р'Р Н р "Р 

П(Хд) = (Хд - 8, Хд -Ь 8), ЩУд) = (Уд “ 6, Уд + Е). 

Поскольку при фиксированном хе 1/(Хд) функция Р(х, у) пере¬ 
менной у непрерывна на отрезке [уд - е, уд + е], из условия 
(41.1), согласно теореме Коши о промежуточных значениях не¬ 
прерывной функции (см. теорему 2 в п. 6.2), следует, что су- 
ш;ествует такое у*Е ?7(уд) (рис. 36), что Р(х, у*) = 0. В силу стро¬ 
гой монотонности функции Р(х, у) на отрезке [уд - е, уд + е] по 
переменной у, указанное у* единственно. 
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Таким образом, получено однозначное соответствие (одно¬ 
значная функция) X у*, хе 11{х^), у*е которое будем 

обозначать через /: у* = ^{х). 

По определению этого соответствия, для любого хе І/іх^) и 
у* = Дх) имеем Р(х, у*) = О, у*е Ѵ(Уо), причем точка у*, об¬ 
ладающая этим свойством, единственна. Тем самым нами 
доказаны существование и единственность искомой функ¬ 
ции /. Далее, по условию леммы, Р(х^, у^) = О и так как 
х^е 11{Хо), у^е 11{у^), то, в силу единственности функции /, име¬ 
ем Уо = Кч). 

Наконец, заметим, что е > О было фиксировано произволь¬ 
ным образом при условии, что е < р, и что для него было найде¬ 
но такое 8 > О, что из \х - ХцІ < 8 (т. е. из условия хе ІІ(хо)) выте¬ 
кало включение /(х)е 17{Уо), т. е. неравенство ІДл:) - Дл^д)! 

Это и означает непрерывность функции / в точке Хд. □ 

Удобные для приложения достаточные условия однознач¬ 
ной разрешимости уравнения Р(х, у) = О в некоторой окрест¬ 
ности точки (Хд, Уд), для которой -^(Хд, Уд) = О, даются следую¬ 
щей теоремой. 

ТЕОРЕМА 1. Пустъ функция Р(х, у) непрерывна на некото¬ 
рой окрестности точки (Хд, уд) и имеет в этой окрестности 
частную производную Ру{х, у), которая непрерывна в точ¬ 
ке (Хд, Уд). Тогда, если 

УО) = О, Ру (Хд, Уд) 5^ О, 

то найдутся такие окрестности Щхд) и 11{у^) соответ¬ 
ственно точек Хд и уд, что для каждого хе 11{х^ существует, 
и притом единственное, решение у = Дх)е П(уд) уравнения 
Р{х, у) = О*. Это решение непрерывно всюду в ?7(Хд) иу^ = Дхд). 

Если дополнительно предположить, что функция Р имеет 
в некоторой окрестности точки (Хд, уд) частную производную 
УДх, у), непрерывную в точке (Хд, уд), то функция Дх) также 
имеет в точке Хд производную и для нее справедлива формула 




Рхі^О’ У о) 
Руі^О’ УоУ 


* В этом случае говорят также, что уравнение Р(х, у) = О однозначно раз¬ 
решимо в окрестности Щхд, уд) = {(х, у) : хе Щхд), уе Щуд)} точки (хд, уд). 
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Доказательство. В силу непрерывности функции Р{х, у) 
в некоторой окрестности точки (Хр, уц) и непрерывности част¬ 
ной производной Ру{х, у) в точке (Хр, Уо), суптествует прямо¬ 
угольная окрестность У о) У"^ * 1^ ^оі \у-Уо\ <'П} 

точки (Хд, Уо)’ ^ которой сама функция ^'(х, у) непрерывна, а 
значения частной производной Ру(х, у) имеют тот же знак, что 
и ее значение в точке (Хд, Уд). Поэтому при каждом фиксиро¬ 
ванном хе (Хд - Хд -Ь функция ф(у) '=^ ^'(х, у) дифференци¬ 
руема на интервале (уд - р, уд -Ь р), а ее производная ф'(у) = 
= Ру(х, у) сохраняет постоянный знак. Следовательно, функ¬ 
ция ф(у) строго монотонна на указанном интервале. 

Таким образом все условия леммы для функции Р{х, у) в 
построенной прямоугольной окрестности ІІ(х^, уд) выполнены. 
Следовательно, существуют окрестности ?7(Хд) = (хд - 8, Хд -Ь 8), 
?7(уо) = (уд - е. Уд + е) и единственная функция у = /(х), опреде¬ 
ленная на П(Хд), такие, что при каждом хе 17{х) имеют место 
включение ^{х)е П(уд) и равенство Р{х, /(х)) = О, причем функ¬ 
ция / непрерывна в точке Хд. 

Поскольку для каждой точки (х, у), для которой хе П(Хд), 
уе и{Уо), существует ее прямоугольная окрестность 11{х, у), со¬ 
держащаяся в прямоугольной окрестности 

^о(^о’ Уо) = {(^> у): к - ^оі <^’\у- Уо\ < 

(рис. 37), то для П(х, у) также выполняются все условия лем¬ 
мы. Следовательно, в силу единственности решения /(х) урав¬ 
нения ^'(х, у) = О в окрестности Пд(Хд, уд), согласно той же 
лемме, функция у = /(х) непрерывна в каждой точке хе ?7(Хд). 
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Докажем теперь последнее утверждение теоремы. В силу 
непрерывности частных производных точке {х^, у^, 

функция Р дифференцируема в этой точке: 

Р{х^ + Ах, уо + ^у) - Р{х^, уо) = 

= Уо)^У + + Ч^У^ (41.2) 

где 

ІІП 1 е, = Ипі е, = О, р = л/Ах^ + Ау^. 
р ^ о р ^ о 

Возьмем в формуле (41.2) 

Хц + Ахе [/(Хц), Ау = Дхц + Ах) - Я^о)' 

Тогда, в силу условия Р{х, Я^)) = получим 

Р{х^ + Ах, уц + Ау) = ^'(Хо + Ах, Я^Гц + Ах)) = О, 

и так как ^'(Хо, уц) = О, то из (41.2) имеем 

^*(^о> Уо)^^ + ^г/(^0’ Уо)^У + ^1^-^ + Ч^У = 0. 

Отсюда 

Ау ^ _ Рх(^0’ У о) д. 

Ах і^^^(Хо, Уо) + Ёа’ 

Пусть теперь Ах ^ 0; тогда из непрерывности функции / 
следует, что Ау ^ О, а значит, при Ах ^ О имеем р = 

= ѴАх^ + Ау2 ^ 0. В силу этого в формуле (41.3) Ипі е, = 

Дх —> о 

= Ипі Ез = 0. Поэтому при Ах ^ О предел правой части ра- 
Дх ^ О 

венства (41.3) суіцествует и равен —52—2. (напомним, что 

РуіХо, У о) 

Ру{х^, Уд) 0), следовательно, при Ах ^ О существует и предел 
левой части, т. е. существует производная 

Замечание. Если функции Р^ и Р^ непрерывны в ок¬ 
рестности Пд(Хд, Уд) ТОЧКИ (Хд, Уд), ТО производния непрерыв¬ 
на на интервале 1/(Хд). Действительно, применив формулу 
(41.4) к произвольной точке хе 1/(Хд), получим 


Т{х) 


Рх(х, /(Х)) 
Ру(х, т) ’ 


откуда по теореме о композиции непрерывных функций выте¬ 
кает непрерывность функции Г(х) на 1/(Хд). 
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Аналогичным образом вводится понятие неявной функ¬ 
ции, определяемой уравнением 

Р(хі, у) = 0, (41.5) 

а также формулируется и доказывается теорема, аналогичная 
теореме 1. Чтобы получить ее формулировку, достаточно в 
формулировке теоремы 1 под х понимать точку п-мерного про¬ 
странства, X = (х^, ... , д:„)е Д", в частности х***' = ... , х^°'). 

ТЕОРЕМА Л'. Пустъ функция Р(х, у) = Д(х^, ... , х„, у) непре¬ 
рывна в некоторой окрестности точки (х(°\ г/***)) и имеет 
в этой окрестности частную производную Ру, непрерывную 
в точке (х<°\ у*®*). 


Если Р(х^^\ = О, а Ру{х^^\ 5^ О, то найдутся такие 

окрестности II^ и IIу соответственно точек х<°) и у(^\ что 
для каждого хе ІІ(х) существует, и притом единственное, 
решение у = /(х) = /(х^, ... , х^)е IIу уравнения Р{х, у) = О*, при¬ 
чем это решение у = /(х) непрерывно на II^ и у(^^ = Дх^®)). 

Если, кроме того, в некоторой окрестности точки (х<°), у^^'>) 
существуют все частные производные Р^ , непрерывные в 
точке (х***), у^^^), то в точке х(®> существуют и частные про¬ 
изводные Д , і = 1, 2, ... , п, причем если частные производ¬ 


ные Р^ , і = 1, 2, ... , п, и Р непрерывны в окрестности точ- 

І ^ 

ки (х<®), у*®)), то частные произ¬ 


водные существуют и непре¬ 
рывны в некоторой окрестности 
точки х*®*. 

При этом формулы для част¬ 
ных производных неявной функ¬ 
ции у = /(х), определяемой урав¬ 
нением (41.5), имеют вид 


ЭХ; 


№ 

ЭХ; 


і = 1, 2, 


п. 



Эу 


Рис. 38 


* На рис. 38 изображен случай, когда л = 2 и окрестность 11^ прямо¬ 
угольная. 
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УПРАЖНЕНИЯ. 1. Сформулировать условия, при которых функция /(х), 
определяемая уравнением Е(х, г/) = О (теорема 1), имеет в точке (Хц, г/ц) 
непрерывные производные до п-то порядка включительно. Найти форму¬ 
лы для /"(л^о) и Г\хо). 

2. С помощью теоремы 1 и ответа на предыдущие упражнения найти до¬ 
статочные условия существования функции х = ф(г/), обратной к у = /(х) 
и имеющей в точке у^ непрерывные производные до п-го порядка вклю¬ 
чительно. Доказать, что 

^ = _ Г(х) ^ 3[ГХх)]^ - Г(х)Г{х) 

йг/2 ау^ [Дх)]5 


41.2. Произведения множеств 


Прежде чем рассмотреть вопрос о разрешимости систем урав¬ 
нений, введем некоторые новые понятия. 

Пусть Д" — га-мерное евклидово пространство, точки кото¬ 
рого будем обозначать х = (х^, ... , х^, Д™ — т-мерное евкли¬ 
дово пространство, точки которого будем обозначать у = 
= (у^, ... , 1 /^), а “ — (га -Ь гаг)-мерное евклидово простран¬ 
ство точек (х, у) = (Хі, ... , уі, ... , у^). 

Определение 1. Лусгагь А Д" и В ^ Д™. Множество точек 
(х, у) пространства Д"у+'" таких, что хе А и уеВ, называ¬ 
ется произведением* множеств А и В и обозначается АХ В 
(см. п. 1.2*). Таким образом. 



А X В = {(х, у) : хе А, уеБ}. 

Примеры. 1. Если А = Д", В = 

= Д“, то 

АХ В = X К^ = К" + 

2. Пусть га = 2 и А — круг; гаг = 1 и 
В — отрезок. Тогда А Х В — прямой 
круговой цилиндр (рис. 39). 

3. Пусть х<°> = (х*®*, ... , х^^^)е К" и 
А = Р(х<о); 8і, ... , 8„) = {х : |х; - хР>| < 8^; 


* Применяется также термин декартово произведение. 
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і = 1, 2, ... , п) — прямоугольная окрестность точки пусть 

у(0) = (г/(0)^ , і/^о>)еД“иВ = Р(у('»;гіі, ... ,^1^ = {у : < 

<Цр І = 1, 2, ... , т} — прямоугольная окрестность точки 
Тогда 

А X В = {(х, у) : |х; - х!®^) <8;, і= 1, 2, ... , /г; 

ІУ; - < Лу. І= 1. 2, ... , т) = 

= Р((х(0), уСО)); 8і, ... , 8„, Лі, ... , Л^ (41.6) 

является прямоугольной окрестностью точки (х*®*, 

Очевидно и обратное: поскольку всякая прямоугольная ок¬ 
рестность точки (х<°>, у(®)) записывается формулой, стоящей в 
середине равенства (41.6), она всегда может быть представлена 
как произведение прямоугольных окрестностей точек х<°> и у^^\ 

УПРАЖНЕНИЕ 3. Доказать, что если множества А ^ Д” и В ^ В™ явля¬ 
ются открытыми множествами соответственно в пространствах В" и В“, 
то и их произведение А х В — открытое множество в пространстве В"^^ 


41.3. Неявные функции, 
определяемые системой уравнений 

Рассмотрим условия, при которых система уравнений 

ДДх, у) = О, і=1,2, ...,т, хеД", уЕЙ™, (41.7) 

или, подробнее, 

-Р']^(Х]^, ... , х^, У]^, ... , у^) — О, 

^2(^1, ... ,Х„, Уі, ... ,У^ = 0, 

(41.8) 

••• ’ Ді’ ••• ’ Ут) ~ 6 

однозначно разрешима относительно у^, ... , у^ в некоторой ок¬ 
рестности точки (х*'’^ У*°*), в которой функция ДДх^'**, у<°*) = О, 
і = 1, 2, , т. 

Определение 2. Пустъ задана система функций и^ = ..., 

і = 1, 2, ... , т, имеющих в некоторой точке все частные 
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производные первого порядка. Тогда матрица, составленная 
из частных производных этих функций в точке 






Э^2 


дыу 

Энг 

Эмг 


Э^2 






Э^2 



или, короче, 

(I;) ..и. 

называется матрицей Якоби* данной системы функций. 

Если т = га, то определитель матрицы Якоби называется опре¬ 
делителем Якоби, или якобианом, системы функций ... , га„ 

по переменным ... , и обозначается**: 

Мы увидим в дальнейшем, что якобиан системы функций 
естественным образом возникает в различных вопросах те¬ 
ории функции многих переменных. 

Прежде чем перейти к изложению основной теоремы, 
кратко поясним на простом примере (не оговаривая все дета¬ 
ли) идею ее доказательства и покажем, каким образом в ее ус¬ 
ловиях возникает якобиан рассматриваемой системы. Пусть в 
какой-то окрестности точки (хд, Уд, 2 д) заданы непрерывно 
дифференцируемые функции Е и Ф, причем ^(Хд, уд, 2 д) = О, 
Ф(л:д, Уд, 2 д) = 0. Допустим, что необходимо решить систему 
уравнений: Р(х, у, г) = 0, Ф(л:, у, 2 ) = 0 в некоторой окрест¬ 
ности указанной точки, найдя из нее переменные у = ф(л:) и 
2 = \|/(л:), как такие непрерывные функции ф и переменной х, 
что ф(л:д) = Уд, \|/(л:д) = 2 д. Разрошив для этого, например, пер¬ 
вое уравнение относительно 2 , получим 2 = /(х, у). Подставив 
это выражение во второе уравнение и разрешив его относи¬ 
тельно у, будем иметь у = ф(х). Полагая 'І/Сх) = /[х, ф(х)], полу¬ 
чим искомое решение: у = ф(х), 2 = \|/(х). 


* К. Якоби (1804—1851) — немецкий математик. 
‘‘Применяется также обозначение —— —— • 
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Возникает, конечно, вопрос о том, при выполнении каких 
условий возможно проделать указанные операции, или, точ¬ 
нее, когда суп];ествуют и однозначно определены все упомяну¬ 
тые выше функции. (Естественно, при этом надо выяснить, 
где, т. е. для каких значений переменных х и у, определены 
эти функции. Этот вопрос мы сейчас не будем подробно анали¬ 
зировать, чтобы не отвлекаться от основной идеи. Он будет 
рассмотрен при доказательстве теоремы 2 этого пункта.) 

Для того чтобы одно из данных уравнений, например первое, 
было разрешимым в некоторой окрестности точки (Хц, ур, 
относительно переменной г, достаточно, чтобы (см. теорему V 

в п. 41.1) ^0’ 5^ 0. Если 2 = /(х, у) — соответствуюш;ее 

02 

решение, то, для того чтобы уравнение, получаюш;ееся в ре¬ 
зультате подстановки этого решения во второе уравнение, 
Ф[х, у, /(х, у)] = о было разрешимым относительно перемен¬ 
ной у, достаточно, чтобы полная частная производная по у ле¬ 
вой части получившегося равенства не обраш;алась в нуль в 
точке (Хд, Уд), т. е. чтобы в этой точке 

§Ф , ^ л 

Ъу дг ду 

Но, согласно п. 41.1, 

№ 

^ 

ду 

дг 


следовательно, подставляя это выражение в предыдуш;ее нера¬ 
венство, получим, что условие разрешимости можно записать 
в следуюш,ем виде: 


Э(^, Ф) 

д(у, г) 


^ЭФ 
ду дг 


Э^ЭФ . 
дгду 


в точке (Хд, Уд, 2:д). 


Из этого условия очевидно вытекает, что в точке (Хд, уд, 2 д) ли¬ 


бо ^ 5^ 0, либо ^ 5^ о, т. е. одно из заданных уравнений разре- 
дг дг 

шимо относительно 2 . 

Таким образом, для заданной системы уравнений неравен¬ 


ство нулю в точке (Хд, уд, 2 д) якобиана У’ обеспечивает су- 

ш,ествование в некоторой окрестности точки (Хд, уд, 2 д) реше¬ 
ния вида у = ф(х), 2 = \|/(х). 
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Рассмотрим теперь общий случай, т. е. решение системы 
уравнений (41.8). 

Сформулируем условия, достаточные для того, чтобы эту сис¬ 
тему можно было разрешить относительно переменных у^, ... , у^, 
в результате чего получается система функций 

У\ ~ ••• » ^гі)’ 


Ут = 




задающая отображение у = /(х) некоторой окрестности точки 
хе К" в т-мерном пространстве Д™. 

ТЕОРЕМА 2. Если функции Е^{x-^^, ... , х^, у^, ... , у^), і = 
= 1, 2, ... , т, непрерывно дифференцируемы в некоторой ок¬ 
рестности точки ... , х^^\ У^^\ ••• » Ут^) ^ 


РДх(О), і/«») = О, і=1,2. 


, т. 


Э(^і, ... , 

Э(г/і, , Ут) 


(*(»), ^( 0 )) 


^ О, 


то существуют такие окрестности 17^ и 17у точек = 
= ... , х)^)) и у)^) = (у^^), ... , соответственно в про¬ 

странствах Д” и Д™, что система уравнений (41.8) одно¬ 
значно разрешима в окрестности X II^ точки (х<°), у)^)) 
относительно переменных у^, ... , у^. Иначе говоря, для 
любого хе 11^ существует, и притом единственное, уе IIу 
такое, что {см. обозначение (41.7)) Е^{x, у) = О, і = 1, 2, ... , т. 
Если 


У = Кх) = 


Уі У і(^1» ••• ; ^т)’ 

. хе 11^, 

Ут ~ У••• ’ ^т)’ 


— указанное решение, то все функции і = 1, 2, ... , т, не¬ 
прерывно дифференцируемы на II^ и у<°) = У(х(°*). 

Таким образом, если выполняются предположения теоре¬ 
мы, то условие 

Д;(х, у) = О, і = 1, 2, ... , т, {х, у)е 11^ X ІІу 
эквивалентно условию 

у = ^{х), хе уе Ѵу. 
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Доказательство. Прежде всего заметим, что утвержде¬ 
ние: решение у = /(х) системы уравнений (41.7) удовлетворяет 
условию очевидно, непосредственно следует из ут¬ 

верждения о единственности решения у = /( х)е 1/^ при хе 11^ и 

условий = 0, і = 1, 2, , т, IIу^^'>е Ѵу. 

Для доказательства теоремы применим метод математиче¬ 
ской индукции. Для случая одного уравнения, т. е. когда т = 1, 
теорема была установлена нами в п. 41.1. Пусть теперь она вер¬ 
на для т - 1 уравнений {т > 1). Докажем, что тогда она имеет 
место и для т уравнений. 

Покажем сначала, что каждое из уравнений (41.8), напри¬ 
мер Р^(х^, ... , х^, у^, ... , у^) = о, можно разрешить в окрестнос¬ 
ти точки (х(®\ г/(®*) по крайней мере относительно одного пере¬ 
менного. Действительно, по условию теоремы, в точке (х*®\ у*®') 


Э(^і, ... , Р^ 
Э(!/і, , Ут) 



ЪР, 

Эуі 

^Ут 



Эуі 

^Ут 


^0, 


поэтому в этой точке хотя бы один элемент последней строчки 
определителя Якоби отличен от нуля. Пусть для определен¬ 
ности это последний элемент: 


у(°>) ^ р 

^Ут 

Отсюда, в силу теоремы 1' п. 41.1, следует, что уравнение 
Рщіх, у) = о может быть разрешено относительно в некото¬ 
рой окрестности точки (Хц, ур). Сформулируем это более точно. 
Обозначим через 17 окрестность точки (хО), у*®)), в которой 
функции Р^, і = 1, 2, ... , т, непрерывно дифференцируемы, и 
йеі 

ПОЛОЖИМ у = (у^, ... , у„ 5 _і). Тогда найдутся прямоугольная 
окрестность П™ + " і точки 

(х(0), ^(0)) = (д;{0)^ ^ у(0)^ ___ ^ у{0)_ (41.9) 

и окрестность 1/^ точки у^^^ такие, что 1/'" + и су- 

ш,ествует единственная определенная на 11^ + п-і функция 

Ут = Ф(^і’ ••• ••• (41.10) 
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удовлетворяющая следующим условиям: если 

(х, = (Хі, ... , уі, ... , е П'п + п-і^ 

то 

ф(х, #) = ф(Хі, ... , х^, Уі, ... , у^_і) е С/1, (41.11) 

... , х^, г/і, ... , ф(х, ^)) = 0. (41.12) 

Кроме того, согласно той же теореме 1', функция ф(х, ^) не¬ 
прерывно дифференцируема на С/™ + " і и 

ф(х('», #(0)) = (41.13) 

При этом если (х, С/'" + " і и у^е С/і, то система (41.8) экви¬ 

валентна системе 

у) = 0, у = 1, 2, ... , т - 1, (41.14) 

Ут = Ф(^> у)- 

Подставим в первые т — 1 уравнения системы (41.14) выраже¬ 
ние (41.10). Тогда, введя обозначение 

• • • > Уі’ ••• ^ ут - ~ 

— (х^^, ... , Хд, у^, ... ^ у ф(:^1, •.. , х„, у^, ... , 

і = 1, 2, ... , т - 1, (41.15) 

получим следующую систему т — \ уравнений с т -Ь га — 1 не¬ 
известными: 

Фі(Хі, ... , х„, уі, ... , у^_^) = о, 

. (41.16) 

Ф^_і(Хі, ... ,Х„, Уі, ... ,у^_і) = 0. 

При этом для (х, §)е С/™ + " і, у^е С/і система уравнений 

ФДх, #) = 0, у = 1, 2, ... , т - 1, 

г/т = Ф(і^>#) (41.17) 

эквивалентна системе (41.14). 

Покажем, что система (41.16) удовлетворяет условиям, отли¬ 
чающимся от тех, которым удовлетворяет система (41.8), только 
тем, что т — 1 заменено на т. Действительно, функции Ф^, 
к = 1, 2, , т - 1, непрерывно дифференцируемы в окрестнос¬ 

ти 1/'” + " 1 как композиции непрерывно дифференцируемых 
функций. Из условий Р^(x^^\ у^®)) = о, і = 1, 2, ... , т и (41.15), 

(41.13) следует, что ФДх(°>, у4°)) = 0, к = 1, 2, ... , т - 1. 
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Докажем, что в точке (см. (41.9)) 

^(Фі> ••• » ^т- О ^ 0 

Э(Уі, ••• , Ут- і) 

Для этого предварительно заметим, что из (41.15) следует, что 


= ^ + і,й = 1,2, ...,т-1, (41.18) 

^Ук ^Ук ^Ут^Ук 


а из (41.12) — что 


^ + ^|Ф=0, й = 1, 2, ... , т-1. 

^Ук ^Ут ^Ук 


(41.19) 


Э(і^ Р ) 

Теперь в определителе тг — ’ —— к й-му столбцу прибавим 

а(Уі> ••• . Ут) 

последний столбец, умноженный на к = , т — 1, от че- 

^Ѵк 

го, как известно, значение определителя не изменится. Поэто¬ 
му, использовав (41.18) и (41.19) и разложив получивпіийся 
определитель по элементам последней строки, получим 





■^Рш) 

Э(Уі, -• 

■ ’ Ут) 

( 


Э-^і ^ ^ ^ ^ ^ Эф ^Р\ 

Эуі Эі/і ■" Эг/„,_1 Эу„ Эг/„, 


^_^^Эф ^Рщ I ^Рщ Эф ^Рт 

^Уі ^Ут ^Уі ^Ут-1 ^Ут ^У т - 1 ^У т (^.СО) ^^( 0 )) 


ЭФі 

Эуі 

ЭФі 
^Ут - 1 

ЭІ^І 

^Ут 

- 1 

- 1 

^Рт-\ 

Зуі 

^Ут - 1 

^Ут 

дРт 

0 

0 

^Ут 

_ дР^х(0\ уО)) Э(Фі, ... 

^т-і) 

^Ут 

Э(уі, ... 

Ут - і) 
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и так как левая часть равенства отлична от нуля, то отлична 
от нуля и правая, откуда 


а(Фі, 

Э(г/і. 


Ф^-і) 

Ут-\) 




^0. 


В силу выполнения для функций Ф^, і = \, 2, , т — 1, усло¬ 

вий, аналогичных условиям для функций Рі, і = 1, 2, ... , т, и 
согласно предположению индукции система уравнений (41.16) 
однозначно разрешима относительно переменных г/^, ... , г/^_ ^ в 

некоторой окрестности точки (л;Ф), Точнее, пусть + — 

прямоугольная окрестность точки полученная при раз¬ 

решении уравнения Р^ = 0 относительно переменной у^. Разло¬ 
жим ее в произведение прямоугольных окрестностей 1/' и 1/^ то¬ 
чек ... , и ... , і/^*_ соответственно в 

пространствах Д" и ~ 1/™ + « - 1 = 1/' X 17'^. Тогда суіцеству- 

ет окрестность 11^ 1/'^ точки окрестность 17^ ^ 17'^ точки 

и единственная система функций 


Уі = /і(л:) = ... , х„). 


. (41.20) 

определенных на множестве 17^ и удовлетворяюш;их следую- 
ш,им условиям: если хе 17^, то 

(/•і(х), ... ,/-^_і(х))е1/^ (41.21) 

и на 17^ функции (41.20) непрерывно дифференцируемы и 
удовлетворяют системе уравнений (41.16): 

ФДхі, ... , х„, /і(х), ... , /„^_і(х)) = 0, і = 1, 2, ... , т - 1. (41.22) 

Важно заметить, что в силу единственности решения (41.20) 
системы (41.16) при хе 17^, ^е 17 у и у^е 17^, система уравнений 

Ук = 4(^)> Тг = \,2, ... ,т- 1, у^ = ф(х, #) (41.23) 

эквивалентна системе (41.17). 

Подставив выражения (41.20) в (41.10), получим функцию 
от X, определенную на 17^; обозначим ее через 

Ут = Ф(^і> ••• /і(х), ... ,/,„_і(х)) = 

= /■,„(Хі, ... , х„) = /^х). (41.24) 
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Покажем, что система функций 

Уа = 4(^1’••• ’-^п)’ к = 1,2, ... ,т (41.25) 

(см. (41.20) и (41.24)), и является искомой системой функций, 
удовлетворяющей требованиям, сформулированным в теореме. 
В самом деле, пусть II^ = II - X 11^; тогда если хе 11^, то, в силу 
(41.21) и (41.11), т = (/і(х), ... , /^х))€ Ѵу. Из (41.15), (41.22), 
(41.24) и (41.12) следует, что Рі{х, /(х)) = 0, і = 1, 2, ... , т, для 
всех хе 11^. В силу теоремы V и предположения индукции, 
функции (41.10) и (41.20), поэтому и функция (41.24) непре¬ 
рывно дифференцируемы. 

Таким образом, доказано, что отображение Дх), задавае¬ 
мое функциями (41.25), является непрерывно дифференци¬ 
руемым решением системы уравнений (41.8) на множестве 11^, 
причем если хе 11^, то у = Дх)е ІІу. Отметим еще, что если 
хе 11^, то система (41.25) эквивалентна системе (41.23). 

Остается доказать единственность решения системы урав¬ 
нений (41.8). Для доказательства изобразим проделанные в 
процессе доказательства переходы от одних систем уравнений 
к другим, им эквивалентным, т. е. имеющим точно те же ре¬ 
шения, системам в виде схемы следующим образом: 

Р^(x,у) = 0, і = 1,2, ... ,т. 

В 

Р-(х,у) = а, і=1,2, ... ,т-1, 

Ут = Ф(^> Й- 

Ц ФДх, Й = ф(^> Й)> /= 1, 2, ... , т-1, 

Ф^іx,^) = ^, у = 1, 2, ... , т - 1, 

Ут = Ф(-^> Й- 

В 

У) = !]{х), і = 1,2, ... , т- 

Ут = Ф(^> Й- 

В 

= Ф(^’ 

Уі = /і(х), і = 1,2,...,т. 
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Двойные стрелки обозначают эквивалентность рассматри¬ 
ваемых систем уравнений, которая имеет место, во всяком слу¬ 
чае, для хе 17^, уе 17у. Из этой эквивалентности и следует един¬ 
ственность решения (41.25) системы (41.8) в рассматриваемых 
окрестностях, откуда, как было отмечено выше, в силу усло¬ 
вия у<°>) = О, і = 1, 2, ... , т, вытекает, что Дх^^^) = у^'^\ □ 

Доказанная теорема о неявных функциях является одной 
из основных теорем математического анализа и имеет много 
разнообразных приложений в различных его разделах. С неко¬ 
торыми из них мы познакомимся в последуюш;их частях наше¬ 
го курса. Она является «чистой теоремой суш;ествования»: ни 
из ее формулировки, ни из приведенного ее доказательства не 
следует, вообш,е говоря, никакого конкретного метода для ре¬ 
шения системы (41.8). Например, если все к = 1, 2, ... , т, 
в указанной системе уравнений являются элементарными функ¬ 
циями, то, следуя схеме доказательства теоремы, вообш,е гово¬ 
ря, не удастся «найти в явном виде» все те функции, суш;ест- 
вование которых использовалось при проведении указанного 
доказательства, и получить решение системы так же в виде эле¬ 
ментарных функций. И в действительности в этом случае реше¬ 
ние системы уравнений (41.8), которое суш;ествует в силу ука¬ 
занной теоремы, не является, вообш,е говоря, набором элемен¬ 
тарных функций (даже если эта система состоит из одного 
уравнения). 

Конечно, если функции элементарные и, следовательно, 
задаются некоторыми формулами, то решение системы (41.8) 
может быть найдено с любой степенью точности, т. е. принци¬ 
пиально с любой степенью точности можно составить таблицы 
значений этих решений. Фактическая же точность, с которой 
вычисляются решения, определяется, конечно, конкретной 
целью, для которой решается рассматриваемая система. Сама 
теорема 2 в этом случае дает объективную уверенность, что, 
проводя правильно соответствуюш;ие вычисления, мы действи¬ 
тельно вычисляем искомое решение системы. Мы не будем ос¬ 
танавливаться на численных методах решения систем уравне¬ 
ний; лишь некоторые вопросы численного решения уравнений 
рассмотрены в «Дополнении» в конце третьего тома. 

Суш;ественным является также то обстоятельство, что тео¬ 
рема 2, как и вообш;е теоремы подобного типа, дает качествен¬ 
ные методы в данном случае для изучения свойств решений 
системы уравнений. 
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Интересно отметить, что частные производные решения 
системы (41.8) при выполнении условий теоремы 2 легко 
выражаются в явном виде через частные производные 
функций к = 1, 2, , т. Действительно, чтобы найти част¬ 

ную производную надо продифференцировать равенства 

дХі 

(41. 8) по X;, считая их тождествами по ... , х^, т. е. подста¬ 
вив в них их решения уу = Уу(х^, ... , х^), у = 1, ... , т. Тогда по¬ 


лучим 


^ -ь у = о 


к = 1, 2, ... , т. 


Эта система уравнений, линейных относительно 


ЭХ;’ 


В силу 


того, что в рассматриваемой точке ее определитель не равен 
нулю: 


9(!/і. . Ут) 


имеет, и притом единственное, решение, которое может быть 
найдено, например, по правилу Крамера*. 

В случае если нужно найти все производные і = 1, 2, ... , п, 

ОХ; 

У = 1, 2, ..., т, целесообразно вычислить дифференциалы обе¬ 
их частей указанных выше тождеств (41.8). Использовав ин¬ 
вариантность формы первого дифференциала относительно 
выбора переменных, получим 


дРи дР,. 

у ^ (ІХ. + У ^ сіу. = 0, к = 1,2, ... ,т. 


Эта система линейных относительно ... , (Іу^ уравнений, в 


силу того же условия 


Э(і^і, ... , Р^ 


о, имеет, и притом единст- 


Э(г/1, ••• , Ут) 

венное, решение. Если его найти, то коэффициент при <іx^ в 
выражении для сіу^ и будет частной производной 


Оба эти метода применимы и для вычисления производ¬ 
ных высших порядков функций у(х^, ... , х„), являюш;ихся ре¬ 
шениями системы уравнений (41.8) (например, в предположе¬ 
нии, что все функции к = 1, 2, ... , т, имеют соответствую- 


* Г. Крамер (1704—1752) — швейцарский математик. 
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щих порядков непрерывные производные). Применяя метод 
дифференциалов, следует, конечно, помнить, что дифферен¬ 
циалы порядка выше первого в случае, когда они выражаются 
через дифференциалы функций, имеют более сложный вид, 
чем когда они выражаются только через дифференциалы не¬ 
зависимых переменных (см. п. 38.2). 

Производные высших порядков функций ... , х^) 

можно получить последовательным дифференцированием и 


„ ЭЦ; 

из выражении для первых производных найденных по 

аХі 

формулам Крамера из указанной ранее системы уравнений 


^ + у ^ = О 


к = 1, 2, , т. 


в виде отношения двух определителей. Это отношение можно 
дифференцировать столько раз, сколько раз дифференциру¬ 
емы функции к = 1, ... , т. При этом если все производные 
функций Рі^, к = 1, ... , т, до порядка г включительно непре¬ 
рывны, то будут непрерывными и все частные производные 
функций г/Дх^, ... , х„), у = 1, ... , т, до того же порядка г. 

Множество (называемое также часто классом) всех г раз не¬ 
прерывно дифференцируемых в области О функций обознача¬ 
ется через С''(Сг). Таким образом, если дополнительно к усло¬ 
виям теоремы 2 Рі^еС’'(ІІ), к = 1, 2, ... , т, где V — некоторая 
окрестность точки (х^®^ решения = уі^х-^, ... , х„) 

системы уравнений (41.7) также принадлежат классу 
на некоторой окрестности 17^'^ Ѵ точки х^®'. 


41.4. Векторные отображения 

При изучении дифференцируемых отображений (их определе¬ 
ние будет дано ниже, в п. 41.6) пространство Д", в котором ле¬ 
жит отображаемое множество, и пространство Д™, в которое 
происходит отображение, удобнее рассматривать как вектор¬ 
ные евклидовы пространства (см. п. 35.4). Для простоты 
п-мерный вектор с координатами (х^, ..., х^) будем обозначать 
тем же символом х, которым мы обозначали точку га-мерного 
точечного пространства с теми же координатами. Это, конеч¬ 
но, не приведет к недоразумениям, так как и точка га-мерного 
пространства и п-мерный вектор представляют собой упорядо¬ 
ченный набор п действительных чисел. 
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Пусть X Д" и У: X ^ Д"*, где теперь отображение / ставит 
в соответствие каждому вектору хеХ некоторый вектор у = 
= /(х)е Д"®. Такие отображения будем называть векторными. 

Если ... , — координатные векторы в пространстве Д" 

(см. и. 35.4), е^, ... , — координатные векторы в пространст¬ 
ве Д"», л: = ... , х„) = ^ x^е^, у = {у^, ... , у^ = ^ у^е. и 

і = 1 7 = 1 

у = і{х), то каждая координата у^, ] = 1, 2, ... , т, вектора у 
также является функцией от вектора хеХ и, следовательно, 
функцией от его координат х^, ... , х^: 


Уі = = І=1,2,...,т. (41.30) 

Как и в случае точечного пространства (см. (п. 36.2)), 
функции (41.30) называют координатными функциями ото¬ 
бражения / и пишут / = (/і, ... , /,„). 

Интерпретация га-мерных точек (х^, ... , х„) как векторов не 
препятствует, конечно, рассмотрению таких свойств отображе¬ 
ний, как их непрерывность и равномерная непрерывность. По¬ 
этому все сказанное о непрерывных отображениях точечных 
множеств в п. 36.7 и 36.8 остается в силе при естественной ин¬ 
терпретации и для векторных отображений. Напомним еш,е, 
что для расстояния р(х, у) между векторами хну справедлива 
формула (см. формулу (35.53)) р(х, у) = |х - у|. 

В качестве примера отметим, что длина |х| вектора хеД" 
является непрерывной функцией в Д". Это следует из неравен¬ 
ства (35.52): поскольку для любых ХцЕ Д" и хе Д" справедливо 


неравенство 

то 


||х| - |Хц|| < |х - Хд|, 

Ііт 1x1= Ііт |х| = |хп|. 


41.5. Линейные отображения 

Рассмотрим специальный класс векторых отображений про¬ 
странства Д" в Д™, называемых линейными. 

Определение 3. Отображение /: Д" ^ Д™ называется линей¬ 
ным {или, более полно, линейным однородным), если для лю¬ 
бых двух векторов х'еД", х"еД" и любых двух чисел ХеД, 
Х"е Д выполняется равенство 

ПХ'х' + Х"х") = Х'Пх') + Х'Уіх"). 
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Из этого определения по индукции следует, что при линей¬ 
ном отображении / любая конечная линейная комбинация 
векторов і?" отображается в такую же линейную комбина¬ 
цию образов у = 1, 2, ... , к, этих векторов 

/•(Д = Д Х/(х(Л). 

Обычно линейные однородные отображения называются 
линейными операторами. О линейном операторе /: і?" ^ Д™ 
говорят, что он действует из і?" в 

Из определения линейного оператора непосредственно сле¬ 
дует, что композиция § ° У линейных операторов /: Д" ^ Д™ и 
Д"® ^ Д® также является линейным оператором § ° р. Д" ^ Д®. 

Пусть /: Д" ^ Д™ — линейный оператор. Образ каждого 
координатного вектора е^е Д", у = 1, 2, ... , п, при отображении 
/ является вектором пространства Д™ и поэтому раскладыва¬ 
ется по координатным векторам е^е Д™, і = 1, 2, ... , т. Обозна¬ 
чим коэффициенты этого разложения через а..: 

ч 

т 

Яеу)= I: а^^г^. 

} = 1 

Пусть у = /(х), X = Х-ві и 
./ = 1 

т 

у= Е (41-31) 

і = 1 

Тогда, в силу линейности отображения /, получим 

( п \ п пт 

у х^е.]= У х.Пе;)= У х^ У = 

/=1 7=1 7=1 і =1 

т / п \ 

= (41-32) 

Сравнив коэффициенты разложения вектора у по координат¬ 
ным векторам е^, ..., е„^ в (41.31) и (41.32), получим 

Уі = «іЛ + -•- + “іЛ (41.33) 


Ут = «тЛ + "• +«тЛ- 

Наоборот, легко проверить, что всякое отображение /: Д" ^ К’^, 
координатные функции которого имеют вид (41.33), является 
линейным оператором. 
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Матрица 


/ Оц ••• «іп л 


V ^т1 ••• ^тп ) 


(41.34) 


называется матрицей линейного оператора /. 

Очевидно, что если (41.34) является матрицей линейного 

оператора /, то для любого х= имеет место (см. (41.32)) 

і -1 

разложение 

Ях) = ^ ^ а,.х. к. (41.35) 

і - 1 = 1 ' 


Пример. Пусть Л; — оператор проектирования на і-ю коор¬ 
динатную ось, т. е. 

= ^Ут) = Уі (41.36) 

(і — фиксированное число среди чисел 1, 2, ... , т). Тогда 
является линейным оператором с квадратной матрицей по¬ 
рядка т, состояіцей из одних лишь нулей, кроме і-го элемента 
главной диагонали, равного единице: 



... 0 

0 

0 

... 0 

: о 

... 0 

0 

0 

... 0 

0 

... 0 

1 

0 

... 0 

0 

... 0 

0 

0 

... 0 

: о 

... 0 

0 

0 . 

.. 0 


С помоіцью операторов проектирования Л;, і = 1, 2, ..., п, 
легко устанавливается связь между произвольным векторным 
отображением р. X ^ Д™, X Д" и его координатными функ¬ 
циями р (см. (41.30)): 

Р = ЩЧ, (41.37) 

т. е. каждая координатная функция р, і = 1, 2, т, является 
композицией отображения / с оператором проектирования Л;. 

Если т = 1, то линейный оператор р. ^ В отображает 
пространство Д" во множество всех действительных чисел и 
называется обычно линейным функционалом. 

В силу (41.33), всякий линейный функционал имеет вид 

I/= -Ь ...-Ь а„л:„, (41.38) 


где а^, ... , а„ — некоторые действительные числа. 
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Обозначив через а вектор с координатами (а^, ... , а^), по¬ 
лучим, что всякий линейный функционал /: Д" ^ К имеет вид 
/(х) = (а, х), где через (а, х) обозначено скалярное произведе¬ 
ние векторов а и X. Очевидно и обратное: каждое отображение 
вида X (а, х) является линейным функционалом /: К'^ К. 

Напомним определения некоторых операций с матрицами 
(известных из алгебры). Если А = (а^^) и В = (Ь^^) — пря¬ 
моугольные матрицы с одинаковым числом строк и столбцов 
і = 1, 2, ... , т, і = 1, 2, ... , п, то их сумма С = А + В определя¬ 
ется как матрица, элемент Сц которой является суммой соот¬ 
ветствующих элементов матриц Л и В, т. е. 

= + Ѵ і = 1>2, ...,ш, і=1,2, ... ,п. 

Произведением С = ЯЛ матрицы А на число Я называется 
матрица, все элементы Су которой получаются из соответст¬ 
вующих элементов матрицы А умножением их на Я: 

с^^ Яцу, і = 1, 2, ... , т, у = 1, 2, ... , га. 

Если число столбцов матрицы А = (Цу) равно числу строк мат¬ 
рицы В = і = 1, 2, ... ,т,і= 1, 2, ... ,п,к = 1,2, ... , 8, то про¬ 
изведение С = АВ матриц Л и В определяется как матрица, со¬ 
стоящая из элементов которые определяются по формулам: 

СіА = Е ау&.А, і = 1, 2, ... , гаг, к = 1,2, ... , 8. 

і -1 

Отметим два нужных нам для дальнейшего свойства ли¬ 
нейных оператора. 

1°. Если ^ и § — линейные операторы, /: В" ^ В"^, §: В" ^ 
^ В™, а Я га ц — произвольные числа, то Я/ -Ь также ли¬ 
нейный оператор, действующий из В" в В'”, причем если А и 
В суть матрицы линейных операторов / га то ЯЛ -Ь рВ яв¬ 
ляется матрицей оператора Я/ -Ь рё'. 

Доказательство этого утверждения производится путем его 
непосредственной проверки: если 

Уі= г = 1,2,..., гаг 

— координатные функции отображения /, а 

= Е і = 1, 2, ... , гаг 

у -1 

— координатные функции отображения д, то для координат¬ 
ных функций отображения Я/ -Ь р^ будем иметь (при сложе- 
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НИИ и умножении на числа векторов их координаты складыва¬ 
ются и умножаются на те же числа) 

+ = + Ъ^.x■= ^ (ка^^ + \іЪ^|)x., 

і і -1 і 

т. е., во-первых, координатные функции отображения V + іі§ 
являются линейными функциями, а во-вторых, элементами с^^ 
матрицы С отображения Я,/ -Ь цё’ являются числа с^^ = 
т. е. элементы матрицы С = ХА + нВ, где А = (а.-), В = (&. ). □ 

2°. Если ^ и § — линейные операторы, р. К'^ і?'”, §: В™ ^ 

^ В®, то их композиция д ° ^ {или, короче, §/) также являет¬ 
ся линейным оператором В” ^ В®, а ее матрица равна про¬ 
изведению матриц отображений § и р 

Снова выполним непосредственную проверку утвержде¬ 
ния. Если 

Уі = і = 1. 2, ... , т, 

і-1 

— координатные функции отображения /, а 

т 

2*= Е я=1,2, ...,8, 

і = 1 

— координатные функции отображения то 


т 

2*= Е ЪкіУі 

і = 1 


Е Кі .Е 
1 = 1 / = 1 



т. е., во-первых, координатные функции композиции § ° / суть 
линейные функции, а во-вторых, элементы ее матрицы С 
получаются из элементов матриц а^ и операторов / и по 
правилу 

т 

Сігі= Е (41.39) 

і = 1 


Как было сказано, такая матрица С = (с^) и называется произ¬ 
ведением матриц и (Нц). □ 

Заметим, что каждый линейный оператор /: В" ^ В™ являет¬ 
ся непрерывным отображением пространства В", ибо все его ко¬ 
ординатные функции (41.33), будучи линейными, непрерывны. 

Длина вектора хе В”, как это отмечалось в п. 41.4, являет¬ 
ся непрерывной в пространстве В" функцией. Поэтому если /: 
Кп ^ кт — линейный оператор, то функция |/(х)|, как ком¬ 
позиция двух непрерывных функций, будет также непрерыв¬ 
ной в В". 


333 



Поскольку единичный шар = {хеі?": |х| < 1} является 
компактом, для всякого линейного оператора /: і?" ^ Д™ су¬ 
жение непрерывной функции |/|: Д" ^ Д на шар т. е. функ¬ 
ция І/І: Ѳ" ^ Д, ограничено: 

вир \^'(х)\ < -Ьоо. (41.40) 

|х| < 1 

Определение 4. Для линейного оператора (в частности, при 
т = \ — для линейного функционала) /: Д" ^ Д"® число 
вир |Ях)| называется его нормой* и обозначается через ||/||: 

\х\ < 1 

ІІ/ІІ =' вир |/(х)|. (41.41) 

\х\ < 1 

в силу неравенства (41.40), норма любого линейного операто¬ 
ра конечна. 

Оценим длину образа вектора хе К" через норму операто¬ 
ра / и длину X самого вектора. Для любого х ^ 0, хе Д", вектор 

X 

х\ 

линейность оператора /, свойство (35.50) длины вектора и оп¬ 
ределение (41.41), получим 

|/(х)| = |/рх| ^ ^ ківир^я^)! = кі ІІ/ІІ, 

\Г(х)\ < ІІ/ІІ |х|. (41.42) 

Из этого неравенства следует, что при |х| < 1 справедливо 
неравенство |/(х)| < ||/||. Вспомним, что непрерывная на компак¬ 
те функция достигает на нем своего наибольшего значения (см. 
следствие теоремы 3 в и. 36.7). Поэтому функция |/| : ^ К, 

будучи непрерывной на компакте достигает на нем своего 
наибольшего значения: 

ІІ/ІІ = вир |/(х)| = шах |/(х)|, 

\х\ <1 кі < 1 

а поскольку при |х| < 1 имеет место неравенство |/(х)| < ||/||, то 
указанный максимум достигается при |х| = 1, т. е. на единич¬ 
ной сфере 5" ^ ^ = (х : |х| = 1}. Таким образом, 

ІІ/ІІ = шах |/(х)|. (41.43) 

\х\ = 1 

* Общее определение нормы будет дано в п. 58.2. 


^ ^ имеет длину 1 : |^| = 


= І|х| = 1. Поэтому, использовав 
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Отметим еще одно полезное выражение для нормы линей¬ 
ного оператора 

\\г\\= вир Ш, (41.44) 

хе К", х^О 1*1 


Докажем его. Используя снова свойство длины (35.50) век¬ 
тора, линейность отображения / и формулу (41.41), получим 


вир 

,х^О 


\Кх)\ = 


вир 

X е к”, Х5^0 


Н«"> 


= вир 

X е К”, х?^0 



вир |/(^)| - ||/||. 
151 = 1 


Нетрудно оценить норму ІІ/Ц линейного оператора / через эле¬ 
менты его матрицы (41.34). Замечая, что квадрат длины век¬ 
тора равен сумме квадратов его координат, применяя форму¬ 
лу (41.35) и неравенство Коши—Шварца (35.2), будем иметь 


|/(х)|2 = 

т 

Е 



2 т / п \2 

= Е [ Е %^і] 


і = 1 

V;- 1 

і = 1 V; = 1 ^ 

V/ 

п 

Е 


^ І */] 

/ т п \ 

= (е е«.^->|'- 

і = IV 

У-1 



Ѵі = іу=і / 

Отсюда для каждого х ^ 0 

, ХЕ Д" 



\Кх)\ 




і = 1; = 1 


Поэтому, в силу (41,44), 


= зир ^ ^ ^ аЯ. 

хеК«,х;^0 1*1 ■' 


(41.45) 


Тем самым «алгебраическим путем» доказано неравенст¬ 
во, из которого еще раз следует неравенство (41.40). 


41.6. Дифференцируемые отображения 

Напомним определение символа «о малое» для отображений 
(см. п. 36.3) в специальном, нужном нам случае. 

Пусть X с Д” и лГрЕ Д". 

Отображение а: X ^ Д'” называется бесконечно малым 
(или, что то же самое, «о малым») при х ^ Хц по сравнению с 

функцией \х - ХрІ" (|х - ХдІ — длина вектора х - Хц): 

а(х) = о((х - Хц)"), X ^ Хр, 
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если существует такое отображение е: X ^ Д™, что для всех 
точек х€іХ, принадлежащих некоторой фиксированной ок¬ 
рестности точки Хд, определены отображения а(х) и е(х) (в 
частности, для х = Хд), имеет место равенство 

а(х) = е(х) |х - ХдІ” 
и 

Ііт е(х) = О, 

X ^ 

где О — нулевой элемент пространства Д™. 

Отображение а(х) определено в точке ХднХ, поэтому ото¬ 
бражение е(х) также определено в этой точке, следовательно, 
согласно определению предела, и непрерывно в ней: е(Хд) = 0. 

Элементы га-мерных пространств будем рассматривать 
здесь как векторы. Для векторных выражений с символом 
«о малое» сохраняются обычные правила действий с ними, 
например о(х) -Ь о(х) = о(х) при х ^ Хд и т. п. 

Перейдем теперь к определению дифференцируемых вектор¬ 
ных отображений. Предварительно напомним, что функция п 
переменных X ^ К, X Д"*, определенная в окрестности точ¬ 
ки X = (х^, ... , х^)еХ, называется дифференцируемой в этой точ¬ 


ке, если существуют такие постоянные а^, ... , (^они являются 
частными производными функции / в этой точке: а^ = что 

/(Хі -Ь /г^, ... , х„ -Ь /іД - /(Хі, ... , х„) = 

= +... + оіН), /і ^ о, (41.46) 

где к = (й^, ... , /г„). 

Линейное отображение (линейный функционал) (Л^, ... , к^^ 
^ а^к^ -Ь ... -Ь а„/г^ в формуле (41.46) называется дифферен¬ 
циалом функции / в точке х. Обозначив его через П/ = ПДх), 
получим 

ВГ(х)(к) = а^к^ +... +а^к^. (41.47) 

Таким образом, определение дифференцируемости (41.46) 
можно представить в виде 

Дх + к) = Дх) -Ь ПДх)(/і) -Ь о{к), к ^ 0. 

Аналогично определяется и дифференцируемость отобра¬ 
жения в общем случае. 


* Через Я, как всегда, обозначается множество всех действительных 
чисел. 
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Определение 5. Отображение /; X К'", X Д", определен¬ 
ное в некоторой окрестности точки хеХ, называется диф¬ 
ференцируемым в этой точке, если существует такое ли¬ 
нейное отображение {линейный оператор) I = 1(х): Д" ^ Д"®, 
что 

^{х + Н) = Кх) + 1{х){Н) + о{} 1 ), /1^0, ЛбД". (41.48) 

Линейный оператор 1{х) называется дифференциалом ото¬ 
бражения / в точке X и обозначается через 4)/(х), или, более 
подробно, {0^){х). Используя это обозначение, определение 
дифференцируемости (41.48) можно переписать в виде 

Кх + }і) = Кх) + ВКх){й) + о{к), /г^О. (41.49) 

Матрица дифференциала ВКх) (см. (41.34)) называется про¬ 
изводной отображения / в точке х и обозначается че¬ 
рез Гіх). 

Отметим, что из формулы (41.49) сразу следует, что ото¬ 
бражение, дифференцируемое в точке х, непрерывно в ней: 


Ііт /(х -\- к) = ^{х). 


ТЕОРЕМА 3. Если отображение р. X ^ К'", X ^ Д", диффе¬ 
ренцируемо в точке х€іХ, то его дифференциал в этой точке 
определяется однозначно. 

С АЕАСІЪѴІЕ. Дифференциал линейного отображения совпа¬ 
дает с самим отображением. 

Доказательство теоремы. Пусть наряду с равенством 
(41.48) (в котором для простоты записи вместо 1{х) будем 
писать только I) выполняется также равенство 

Дх + к) = Кх) + р{к) + о{к), к^О, (41.50) 


где 1^. Д" ^ Д™, р — линейный оператор. Вычитая одно из 
этих равенств из другого, получим 

1{к) - ірДі) = о{к) при /г ^ о. 


т. е. суіцествует такое отображение е(/г) на некоторой окрестнос¬ 
ти V нуля пространства Д" в пространство Д"®, т. е.Е:Ѵ^ Д"®, что 
Ііт е{к) = о и для всех ке V имеет место равенство 


\1{к) - Р(к)\ = |е(/г)| \к\. 


(41.51) 
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Возьмем теперь произвольное кеК'^; тогда для всех доста¬ 
точно малых чисел і будем иметь ікеѴ. Поэтому в (41.51) для 
таких і можно взять к = ік: 

\1{ік) - 1^{ік)\ = \г{1к)\ \ік\. 

Поскольку \ік\ = 1^1 \к\ и отображения I и 1-^ линейны, будем иметь 
Щк) - = і\1{к) - 1^{к)^, 

поэтому 

\і(к)-1^{к)\ = \гіік)\\к\. (41.52) 


Но Ііт ік = О, следовательно, в силу свойства функции е, име- 

І-І.0 

ем также Ііпі г{ік) = 0. Переходя к пределу при ^ ^ 0 в (41.52), 
получим \і{к) — 1]{к)\ = о, т. е. для любого кеК'^ получим 


1(к) = І^ік). 

Это и означает, что I = І^.П 

Доказательство следствия. Пусть /: Д" ^ — ли¬ 

нейный оператор. Тогда в силу его линейности для любых 
хеК^ и кеК'^ 

/(х + к) = /(х) -Ь /(к), 

т. е. равенство (41.48) выполняется при / = / и о(к) = 0. В силу 
единственности дифференциала В/(х) = /. □ 

ТЕОРЕМА 4 (линейность дифференциала относительно ото¬ 
бражений). Если отображения р. X К'^ и §: X ^ Д"*, X ^ К'^ 
дифференцируемы в точке хе X, то при любых числах ки р 
линейная комбинация Я./ -Ь также дифференцируема в 
точке X и 

В(к/ + Р5')(^) = ЯПДх) -Ь рВ§(х). 

Доказательство. В силу дифференцируемости отображе¬ 
ний / и в точке X, имеем (см. (41.49)) 

/(х + к) = Дх) -Ь В/(х)(к) + о(к), к ^ о, 

§(х + к) = §{х) + 0§(х)(к) + о(к), к^ 0; 

отсюда 

ЯДх + к) + рё{х + к) = 

= [ЯДх) -Ь рё’(л:)] + [ЯПДх) -Ь рЕ§{хУ\{к) + о(к), /г ^ 0. 

Так как ЯПДх) -1- рВё{х) является линейным отображени¬ 
ем (см. п. 41.5), то, в силу определения 5, оно является диффе¬ 
ренциалом отображения Я/ + р§'. □ 
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ТЕОРЕМА 5. Пустъ X с у с К’^, р. X ^ У, §: У ^ К\ 
причем отображение / дифференцируемо в точке хеХ, а § — 
в точке Рх). Тогда композиция § ° / дифференцируема в точ¬ 
ке х и ее дифференциал в этой точке равен композиции диф¬ 
ференциалов отображений / и §: 

о /)(;,) = в§{рх)) о Вт. (41.53) 

СЛЕДСТВИЕ. Если выполнены условия теоремы, то произ¬ 
водная композиции отображений равна произведению произ¬ 
водных'. 

{§ о /)' (л:) = ё\Рх))Р{х). (41.54) 

Как видно из приведенных формул, благодаря удачному 
выбору определений и символики в формулировках теорем 
имеет место полная аналогия с одномерным случаем. 

Доказательство. В силу дифференцируемости отображе¬ 
ния У, имеем 

іё ° /) (х + Л) = §{Рх + к)) = 

= §{Рх) + ВРх){к)о{к)), /г ^ 0. (41.55) 

Таким образом, аргумент функции § в точке у = /(х) получил 
прираіцение 

к = ВКхШ + о{к). (41.56) 

Поэтому из (41.55) в силу дифференцируемости функции § 
имеем 

іё ° /)(х + к) = §(у + к) = §(у) + Вё(у)(к) + о(к), к^О. (41.57) 
Поскольку (см. неравенство (41.42)) 

\ВКхт\ < ||ПЯх)|| \к\, (41.58) 

где норма ||ПУ(х)|| линейного оператора П/(х) является неотри¬ 
цательным числом, то для функции к = к(к), определенной ра¬ 
венством (41.56), получим 

Ит к = 0. (41.59) 

к ^0 

Более того, справедлива оценка 

\к\ < ||ПЯх)|| \к\ + |о(/г)|, Л - о, 

а так как при достаточно малых к имеет место неравенство 
\о{к)\ < \к\, то для таких к справедлива и оценка 

\к\ < (||ПЯх)|| + 1)\к\. (41.60) 
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Далее, из определения о{к) (см. (41.47) явствует, что сущест¬ 
вует такая функция г{к), что 


Ит г{к) = О (41.61) 


и о{к) = г{к)\к\. Поэтому, в силу (41.60), для указанных доста¬ 
точно малых к выполняется неравенство 


\о(к)\ = \е(к)\ \к\ < е(к)(\\ВГ(х)\\ + 1)|/г|. (41.62) 


А поскольку из (41.59) и (41.61) вытекает, что Ит е(к) = 0 и, 
следовательно, 


е(/г)(||ПЯх)|| -Ь 1)|Л| = о(к) при Н—*0, 
из (41.62) имеем 

о(к) = о(Н) при к ^ 0. 

Это означает, что формулу (41.57) можно переписать в виде 

(§0 ^)(х + к) = ёіу) + в§{у)(к) + 0 {к), к^О, (41.63) 

где к задается по формуле (41.56). 

Рассмотрим теперь среднее слагаемое в правой части ра¬ 
венства (41.63). В силу линейности отображения В§{у), имеем 


Вёшщ = Вёшшхт) + о{к)) = 

= ВёШтіх)т + ОёІУ)о{к), Й-О. (41.64) 

Вследствие неравенства (41.42) будем иметь \Вё{,у)о{к)\ < 
< ||П^(і/)|| \о{к)\, поэтому 

Вёіу)о(к) = о(к), к^О; 

следовательно, из (41.64) получим 


Вё(у)(к) = ВёІуШіхШ) + о(к) = 
= (Вёіу) ° ВГ(хШк) + о(к), к^О. 


Подставляя полученное для Вё(у) выражение в (41.63) и при¬ 
нимая во внимание, что у = /(х), будем окончательно иметь 

(ё о Щх + к) = ёШх)) + {ВёіКх)) ° втт + 0 {к), л - 0. 


Композиция линейных операторов является линейным 
оператором, поэтому, в силу единственности дифференциала, 
оператор П^(/(х)) о В^{х) является дифференциалом компози¬ 
ции / о §■, т. е. формула (41.53) доказана. 

Формула (41.54) сразу следует из нее, поскольку при ком¬ 
позиции линейных операторов их матрицы перемножаются. □ 
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ТЕОРЕМА 6. Отображение / = X Д™, X ^ Д", 

дифференцируемо в точке хеХ в том и только в том случае, 
когда все его координатные функции /с. X ^ К, і = 1, 2, ... , т, 
дифференцируемы в этой точке. В этом случае элементы 
матрицы дифференциала В/(х) являются соответствующи¬ 
ми частными производными координатных функций: 




Э/;(Х) 
Эх, ’ 


і = 1, 2, ... , т, і = 1, 2, ... , п. 


Иначе говоря, производная /'(х) является матрицей Якоби 
системы функции (см. определение 2 п. 41.3) 


/'(х) 


'' Э/^(х) Э/і(х) 

Эх 2 Эх„ 


Эхі ■■■ Эх„ 


(41.65) 


и называется также матрицей Якоби отображения / в точке х. 
Доказательство. 1. Координатные функции = Л; о / 
(см. (41.37)) являются композицией двух дифференцируемых 
отображений: отображения /, которое дифференцируемо в 
точке X по условию, и проекции Л; (см. (41.36)), которая, как 
всякий линейный оператор Д™ ^ Д, дифференцируема на 
всем пространстве Д"®. Следовательно, согласно теореме 5, 
функции /р і = 1, 2, ..., т, дифференцируемы в точке х. 

2. Пусть все координатные функции /^ = Л; ° / отображения диф¬ 
ференцируемы в точке X. В силу (41.46), это означает, что су- 
іцествуют такие постоянные а^, 1 = 1, 2, ... ,т,] = 1, 2, ... , п, что 


/Дх-Ь/г) =/Дх) + а^/г^-Ь ...-Ь -Ь 0 ;(Л), к^О, (41.66) 


і = 1, 2, ... , т. 

Отсюда, как известно (см. (37.2)), следует, что коэффици¬ 
енты а^^ при прираш,ениях к^ аргументов х^ являются соответ- 
ствуюіцими частными производными функций /г. 




Э/;(Х) 
Эх, ’ 


і = 1, 2, ... , т, і = 1, 2, 


п. (41.67) 
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Обозначим через 1\ і?™ ^ Д™ линейный оператор с матри¬ 
цей {аф. Так как (о^(/і), , о(/г)) = о„(/г))*, то равенства (41.66) 

можно записать в виде 

/(х + Н) = /(х) + 1(Н) + о(Н), к ^ 0. 

Это и означает дифференцируемость отображения /, причем 
из (41.67) следует справедливость формулы (41.65). □ 

Замечание 1. В силу формул (41.54) и (41.65), следст¬ 
вие из теоремы 5 означает, что матрица Якоби композиции 
отображений / и ^ равна произведению матриц Якоби этих 
отображений. 

Это, впрочем, непосредственно следует и из формулы диф¬ 
ференцирования сложной функции: если 2 ^^ = ёігІУі, ... , у^), 
к = 1,2, ... , 8, а г/; = /;(Хр ... , х^, і = 1,2, ... , т, то (см. (37.26)) 


92* 


дх, 


і = і 


к = 1,2, ... ,8, і= 1, 2, 


п. 


что, согласно правилу умножения матриц (см. п. 41.6), и означает, 
что матрица является произведением матриц и 

І ' іх і і ' 



1-792* Л 

79г/л 

1 дx^ ) 

' І9у,і 



Определение 6. В случае т = п определитель сіеі ^ ^ мат¬ 

рицы Якоби (41.65) называется определителем Якоби или 
якобианом отображения р. X ^ Д", X ^ Д" в точке хеХ и 
обозначается (см. п. 41.3) 


Э(/і, ••• , /„) 


или 


ВІП, , Гп) 


Э(хі, ... , х„) . 1)(хі, ... , х„)' 

Замечание 2. Из алгебры известно, что при умноже¬ 
нии квадратных матриц их определители перемножаются; по- 


* Запись (о^(/г), ... , о„(/г)) = о(Н) означает, что вектор, координаты ко¬ 
торого являются бесконечно малыми более высокого порядка, чем Н, сам 
является бесконечно малой более высокого порядка, чем Н при к ^ 0. 
Совпадение в данном случае обозначений вектора и его координат связа¬ 
но с тем, что мы, чтобы не усложнять символики, выбрали для н-мерного 
вектора обозначение х, в котором не отражена его размерность. Она дела¬ 
ется ясной, когда вектор записан с помощью координат: х = (x^, ... , х„). 
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этому при выполнении условий теоремы 5 в случае т = п = 8 
якобиан композиции отображений / и § равен произведению 
якобианов отображений / п §: 


Э(гі, ■■■ , г„) ^ Э(гі, ... , г„) ... , у„) 

Э(Жі, ... , ж„) Э(г/і, ... , г/„) Э(Хі, ... , х„)' 

Действительно, 


(41.68) 





_ 9(2^, .. 

. , 2„) Э(і/і, .. 

• > Уп) 

V ^Уі 


Э(Уі, .. 

. , г/„) Э(Хі, .. 

■ ’ ^п) 


Замечание 3. Пусть X ^ Д" и Ы: X ^ X — тождест¬ 
венное отображение множества X на себя. В координатной 
форме оно записывается в виде условия равенства координат 
точек образа и прообраза при этом отображении, т. е. коорди¬ 
натные функции имеют вид 


Іі{х) = Хі, і = 1,2, ... ,п, (х^. 


, x^еX. 


Если — внутренняя точка множества X, то эти функции 
можно дифференцировать в этой точке, и поскольку = О 


при і ^ у и —‘ = 1, матрица Якоби тождественного отображе- 

оХі 

ния является единичной матрицей 


Е = 


О ... 1 і 


Пусть теперь 17 Д", ПсД"и/:?7^П — взаимно-одно¬ 

значное (инъективное) отображение, а /(!/) ^17 — обрат¬ 
ное ему. Тогда для любой точки хе 17 имеем (/(х)) = х, т. е. 
композиция ° / является тождественным отображением. 

Пусть отображение / дифференцируемо в точке Хре 17 (сле¬ 
довательно, Хц — внутренняя точка множества 17, ибо только 
для таких точек определено понятие дифференцируемости), а 
обратное отображение дифференцируемо в точке Я^о)- По¬ 
скольку ° / — тождественное отображение, то в силу фор¬ 
мулы (41.54) имеем 


(/1)7' = (/1 о п = (И)' = Е. (41.69) 
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Перейдя от этого равенства матриц к их якобианам, получим 


аеИ/^)'йе1;Г = 1, (41.70) 

так как сіе! Е = 1. 

Если отображение / задано координатными функциями 
(41.30), то формулу (41.70) можно переписать в виде 


Э(хі, ■■■ , х„) Э(уі, ... , ^ ^ 

3(г/і, ••• , Уп) ... , ж„) 


(41.71) 


Из этой формулы следует, что при сделанных предположени¬ 
ях как якобиан отображения / в точке х, так и якобиан обрат¬ 
ного отображения в точке /(х) не обраіцаются в нуль и 


Э(хі, ■■■ , х„) ^ 1 

Э(г/і, ••• , Уп) ... , 

Э(Хі, ... , х„) 


(41.72) 


Эта формула является очевидным обобіцением формулы для 

производной обратной функции одного переменного: — = —. 

йу ^ 

йх 


41.7. Отображения с неравным нулю якобианом. 

Принцип сохранения области 

Прежде всего рассмотрим вопрос о суіцествовании отображе¬ 
ния, обратного данному. Как мы знаем, в случае га = 1 для не¬ 
прерывно дифференцируемой на некотором отрезке функции 
условие необраш,ения в нуль ее производной (которое влечет 
за собой ее строгую монотонность) является достаточным для 
существования обратной ей однозначной непрерывно диффе¬ 
ренцируемой функции. В случае же произвольного га дело су¬ 
щественно осложняется: соответствующие точечные условия, 
налагаемые на дифференциальные свойства отображения, по¬ 
зволяют утверждать липіь, что локально, т. е. в окрестности 
точки, существует обратное отображение. 

Для простоты формулировок утверждений введем удобную 
для этих целей терминологию. 

Определение 7. Отображение р. X ^ Д™, ХсД", дифференци¬ 
руемое в каждой точке л;еХ, называется дифференцируе¬ 
мым отображением множества X. 
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Очевидно, если отображение дифференцируемо на множе¬ 
стве X, то, какова бы ни была точка хеХ, согласно определе¬ 
нию 8, отображение / определено в некоторой ее окрестности, 
т. е. X — открытое множество. 

Согласно теореме 6, отображение / = (Уі, дифферен¬ 

цируемо на множестве X тогда и только тогда, когда на этом 
множестве дифференцируемы все его координатные функции 
У^, ... , У„. Если все координатные функции непрерывно диф¬ 
ференцируемы на X, т. е. все их первые частные производные 
непрерывны на X, то отображение У называется непрерывно 
дифференцируемым отображением множества X. 

Ясно, что из дифференцируемости непрерывно дифферен¬ 
цируемых функций (см. теорему 3 в п. 37.2) следует диф¬ 
ференцируемость непрерывно дифференцируемых отображе¬ 
ний. 

Напомним, что взаимно-однозначное непрерывное отобра¬ 
жение, у которого обратное отображение также непрерывно, 
называется гомеоморфизмом (определение 5 в п. 36.7). 

Определение 8. Гомеоморфное отображение У множества С 
на множества В, где О и В — открытые множества про¬ 
странства Д", называется диффеоморфным отображением 
или диффеоморфизмом, если как оно само, так и обратное 
ему отображение У“^: В ^ О непрерывно дифференцируемы. 

Определение 9. Отображение называется локально гомеоморф- 
ным {локально диффеоморфным) в некоторой точке, если у 
этой точки и у ее образа существуют окрестности гоме- 
оморфно {диффеоморфно) отображающиеся друг на друга при 
данном отображении. 

ТЕОРЕМА 7. Если у непрерывно дифференцируемого ото¬ 
бражения его якобиан в некоторой точке не равен нулю, то 
в этой точке отображение локально диффеоморфно. 

СЛЕДСТВ И Е 1. і7егарерывко дифференцируемое отображение 
с якобианом, не равным нулю, отображает открытое мно¬ 
жество на открытое. 

СЛЕДСТВИЕ 2 (принцип сохранения области). Образ области при 
непрерывно дифференцируемом отображении с якобианом, 
не равным нулю, является областью. 
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Доказательство. Пусть О — открытое множество в про¬ 
странстве К^, у = /(х) — непрерывно дифференцируемое ото¬ 
бражение множества С в пространство Д", х = (х^, ^ 2 , ... , х„), 
У = (Уі> Ѵ 2 ’ ••• ’ Уп)’ пусть — координатные функции этого 
отображения, і = 1, 2, ... , п: 


и 


Уі ^2’ ••• ’ 

_ ., ■. _ ] У 2 ~ /2(^1’ ^2’ ••• ’ 
У /(^) Л 

Уп ~ ^2’ ••• ’ 

Э(Д, /г- ••• > Д) 


Э(Хі, Х2, ... , х„) 


^0, 


(41.73) 


(41.74) 


Введем обозначения 

Р^(x,у) = ^'^іx^,x 2 ,...,x^-у^, і = 1,2,...,п, (41.75) 
у«» = /(х«»). (41.76) 

Функции Р^ определены на множестве О X Д" и 
д(Р„Р2,...,Р,) Э(Д,Д, 

Т—^^ ^при этом выполняются СЛС- 

Д(Хі, Х2, ... , Х„) а(Хі, Х2, ... , Х„) 

дуюптие условия: 

(41.76) 


^(РРг’ ’ Рп) 
Э(Хі, Х 2 , ... , х„) 


Э(/і, / 2 . 


(41.75) Э(Хі, Х2, 
!,(»>) (41.76) ^ ^ 



хо. 

:,(0) 


(41.77) 


Рассмотрим систему уравнений 

Рі(х,у) = 0, і = 1,2,...,п. (41.78) 

В силу формул (41.75), эта система равносильна системе 
/Дхі, Хз, ... , х„) - г/; = о, і = 1, 2, ... , п. 


и, следовательно, уравнению 

У = Пх). (41.79) 
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Из теоремы о неявных функциях (см. п. 41.3) следует, что 
систему уравнений (41.78) или, что то же самое, уравнение 
(41.79) можно разрешить относительно х = (х^, ^ 2 , ... , х^) в 
некоторой окрестности точки х^^*) (отметим, что в системе 
(41.79) роли переменных х и г/ по сравнению с системой (41.8) 
поменялись местами: там система разрешалась относительно 
у, а здесь — относительно х). Это означает, что суш,ествуют та¬ 
кие окрестности 1/ и И соответственно точек х^®* и 

х(0)б1/, у(0)ЕИ, (41.80) 

и для каждой точки уе V уравнение (41.79) имеет в окрестнос¬ 
ти 17 единственное решение, которое обозначим х = ё(у). Это 
решение непрерывно дифференцируемо. 

Таким образом, для любой точки уе V суш;ествует, и при 
этом единственная, точка хе 17, а именно, х = §{у) такая, что 

ту)) = У, (41.81) 

и, следовательно, /(!/) V. 

Рассмотрим отображение / только на открытом множестве 17, 
иначе говоря, рассмотрим сужение отображения / на мно¬ 
жество 17. Обозначим через прообраз множества V при этом 
отображении: 

ио=Гѵ\Ѵ). (41.82) 

В силу формул (41.80) и (41.82), 

Ги{ио) = Ѵ, х(0)б1/о. 

Поскольку / — непрерывно дифференцируемое на 17 отобра¬ 
жение, оно и непрерывно на 17. Поэтому, согласно теореме 10 
из п. 36.10, множество будучи прообразом открытого мно¬ 
жества 17 при отображении /, является также открытым и, 
следовательно, окрестностью точки х*°\ 

Из того, что при отображении для каждой точки уе V су- 
ш;ествует единственная точка х = §{у)& 17, отображаюіцаяся в 
точку у, следует, что отображение являюш,ееся сужением 

отображения на множество 17^, взаимно-однозначно ото¬ 
бражает множество 17^ на множество V и поэтому = §■ на П. 
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Итак, отображение обратное отображению однознач¬ 
но и дифференцируемо на множестве V. Это и означает, что 
отображение / локально диффеоморфно в точке л;*®'. □ 

Первое следствие из теоремы вытекает из того, что при 
неравенстве нулю якобиана во всех точках открытого множе¬ 
ства каждая точка образа этого множества, согласно доказан¬ 
ной теореме, имеет окрестность, на которую отображается 
некоторая окрестность прообраза этой точки. Таким образом, 
в этом случае каждая точка образа имеет окрестность, при- 
надлежаіцую образу отображаемого открытого множества. 
Это и означает, что этот образ также является открытым мно¬ 
жеством. 

Поскольку область есть линейно связное открытое множе¬ 
ство и непрерывный образ линейно связного множества также 
является линейно связным множеством (теорема 8 в п. 36.9), 
второе следствие вытекает из первого. 

Замечания. 1. Условие того, что якобиан не равен ну¬ 
лю в рассматриваемой точке открытого множества, суіцествен- 
но для справедливости утверждения доказанной теоремы. Дей¬ 
ствительно, например, уже для случая га = 1 функция Дх) = 
отображает открытое множество (—1, 1) в неоткрытое [О, 1) 
(здесь якобианом является производная и /'(0) = 0). 

2. Было доказано, что однозначное обратное отображение 
для отображения с неравным нулю якобианом суіцествует 
только локально, т. е. в окрестности каждой точки. В целом 
отображение с неравным нулю якобианом не имеет, вообіце 
говоря, однозначного обратного отображения. 

Покажем это на примере отображения іѵ = геС, іѵеС, 
единичного круга с выколотым центром: 0 < | 2 | < 1, которое 
отображает это множество на себя. Такое отображение не вза¬ 
имно-однозначно, так как обратное отображение г = 4й) дву¬ 
значно: для любого ш, о < |ш| < 1, суш,ествует два значения кор¬ 
ня 2 = л/ш, о < І 2 І < 1. Покажем, что якобиан этого отображения 
не равен нулю. Пусть г = х + іу, іѵ = и + іѵ; тогда и + іѵ = (х + іу)^, 
поэтому и = х^ — у^, V = 2ху. Отсюда 


д(и, ѵ) 
д(х, у) 


2х -2у 
2у 2х_ 


= Цх^ + У ^)^0 


при 2 5^ 0. 
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41.8. Неявные функции, определяемые уравнением, 
в котором нарушаются условия единственности. 

Особые точки плоских кривых 

Мы уже знаем, что если координаты некоторой точки = 
= ... , удовлетворяют уравнению 

Дхі, ... ,х„) = 0 (41.83) 

дР 

и в этой точке производная не равна нулю, то при соответ- 

аХі 

ствующих условиях, налагаемых на непрерывность самой 
функции Р и указанной производной, уравнение (41.83) раз¬ 
решимо в некоторой окрестности точки х*®' относительно х^ и 
решение является непрерывно дифференцируемой функцией 
остальных координат. 

Естественно, возникает вопрос: что будет в случае, когда в 
точке х^**) частные производные по всем аргументам обращаются 
в нуль — определяет в этом случае уравнение (41.83) какие-либо 
функции или нет? Остановимся на этом вопросе. Ввиду его 
сложности ограничимся рассмотрением двумерного случая. 
Итак, будем рассматривать уравнение 

Е(х, у) = О, (41.84) 

где функция Р определена и непрерывно дифференцируема в 
некоторой окрестности точки (Хд, Уд) такой, что 

Пхо, Уо) = О (41.85) 

Рх(Хо’Уо) = Ру(Хо,Уо) = ^- (41.86) 

Покажем, что и при выполнении этих условий уравнение (41.84) 
иногда может быть разрешено в окрестности точки (Хд, і/д) отно¬ 
сительно одной из переменных, так что получится непрерывно 
дифференцируемая функция; однако это можно сделать, вообще 
говоря, не единственным образом. Таким образом, условие 

Е2(Хд, Уд) + Е2(Хд, Уд) ^ О, (41.87) 

которое в нашем случае (см. (41.76)) не выполняется и которое 
позволяет применить теорему 1 о неявных функциях к одно¬ 
му из переменных, естественно назвать условием однозначной 
разрешимости уравнения (41.84). 

Определение 10. Точка (хд, уд), координаты которой удовлет¬ 
воряют условиям (41.85) и (41.86), называется особой точкой 
уравнения (41.84). 
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Особая точка называется изолированной, если сущест¬ 
вует ее окрестность, в которой она является единствен¬ 
ной особой точкой. 

Геометрически это означает, что если уравнение (41.84) явля¬ 
ется неявным представлением какой-либо кривой, то в окрест¬ 
ности особых точек уравнения кривая, вообще говоря, не являет¬ 
ся графиком некоторой гладкой однозначной функции (как это 
имеет место при выполнении условия (41.87)); здесь возможны 
разные особенности, которые мы сейчас и рассмотрим. 

Введем для краткости записи обозначения 

Уо) = РхуіЧ^ Уо) = Рху^ ^уу(^0’ Уо) = 
ТЕОРЕМА 8 . Пусть функция Р(х, у) определена и дважды 
непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности изо¬ 
лированной особой точки {x^, Уо) уравнения (41.84:) и пусть 


Тогда если 


ро ро 

XX ху 


ху 


ПхПу-<>^^ (41.88) 

то (Хд, Уд) является изолированным решением уравнения 
(41.84), т. е. существует окрестность точки (Хд, уд), ника¬ 
кая точка которой, кроме (Хд, г/д), не удовлетворяет уравне¬ 
нию (41.84); если же 

ПхР^уу-ПІ<^^ (41.89) 

то уравнение (41.84) разрешимо в некоторой окрестности 
точки (Хд, г/д), но не однозначно: имеются две различные 
непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие 
уравнению (41.77). Точка (Хд, г/д) называется в этом случае 
двойной точкой. 

Например, если 

(41.90) 

то существуют две дифференцируемые функции /^(х) и / 2 (х), 
определенные в некоторой окрестности точки Хд и такие, что 
в этой окрестности ^(х, /^(х)) = 0 , ^'(х, / 2 (^ 3 ^)) = 0 , причем 
/і(Хд) = ^ Уо' ^ производные функций /^(х) и ^ 2 ^^) в точке Хд 

являются различными корнями уравнения 


+ + = (41.91) 


и, следовательно, непрерывны. 


* Корни этого уравнения вещественны и различны в силу условий 
(41.88) и (41.90). 
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Доказательство. Пусть выполнено условие (41.88). 
Вместе с (41.86) оно достаточно для наличия строгого экстре¬ 
мума функции Р{х, у) в точке (Хц, у^) (см. теорему 3 в п. 40.2). 
Поэтому суш,ествует окрестность II точки (Хц, г/д) такая, что 
при (х, і/)е II и (х, у) ^ (Хд, Уд) либо всегда Р(х, у) > Р{х^, уд), ли¬ 
бо всегда ^'(х, у) < Дхд, уд), и так как ^'(Хд, уд) = 0, то ^'(х, у) ^ 0 
для всех (х, у)е II, (х, у) ^ (Хд, уд), т. е. (Хд, уд) является изоли¬ 
рованным решением уравнения (41.84). 

Пусть теперь выполнено условие (41.89). Разложим функ¬ 
цию Р(х, у) по формуле Тейлора в окрестности точки (Хд, уд) до 
слагаемых второго порядка; тогда, приняв во внимание усло¬ 
вия (41.85) и (41.86), получим 

Пх, у) = - Хд)2 + 2Р0у(Х - Хд)(у - Уд) + 

+ Р%(у-УоГ] + о(г\ (41.92) 

где г = ^(х - Хд)2 -Ь (у - Уд)^. Положим X - Хд = г С08 ф, у - Уд = 
= г 8ІП ф. Очевидно, (г, ф) — полярные координаты точки 
(х, у), причем в качестве начала полярной системы координат 
взята точка (Хд, уд). В этих координатах 

Р(х, у) = ^(Р°^со8^ ф -Ь 2Р^уСОЗ ф 8ІП ф -Ь Р°^8 Ін 2 ф) -Ь о(г^) = 

= ^Р(ф) + 0(г2), (41.93) 

где 

Р(ф) = Р^^сов^ ф + 2Р0уСО8 ф 8ІП ф + Р^уВІп^ ф. (41.94) 
Предположим теперь, что выполнено также и условие (41.90). 
Если ф = ± 5, то Р(ф) = Р^у и 

Р(х, у) = ^Р% + о(г2), г ^ 0. 

Следовательно, в некоторой окрестности точки (Хд, уд) при г ^0 
и ф = ± ^ имеем Р(х, у) 5^ 0*. Поэтому при отыскании реше¬ 
ний уравнения Р(х, у) = 0 в достаточно малой окрестности 

* В дальнейшем будем предполагать, что окрестность точки (Хц, уд) 
выбрана таким образом, что это условие выполняется. 
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точки (Хр, г/д) можно предположить, что ф ^ + 1), т = О, 

±1, ±2, ... . Тогда 

Р(Ф) = С082 ф(ро^ + Ф + ф). (41.95) 

Пусть к^іік 2 — корни уравнения (41.91) и пусть ф^ = агс1§ к-^ 
и ф 2 = агсі^ к 2 - Тогда 

Фі ^ ±л/2, Ф2 5 ^±л/2, (41.96) 

и из (41.95) следует, что 

Р(ф) = соз2 ф(1;§ ф - 1ё Фі)(1ё ф - Фг)- (41.97) 

Из формулы (41.97) видно, что Р(ф) при ф 5^ !)> 

т = О, ±1, ±2, ... , обраш,ается в нуль только для ф = ф^ + тп и 
ф = Ф 2 + тп, т = О, ±1, ±2, , причем при переходе аргумента 

через эти значения она меняет знак. Нам будет удобно интерпре¬ 
тировать Р(ф) как функцию точки окружности С с центром в 
точке (Хд, г/д) и радиуса, равного 1 (такой радиус выбирается для 
простоты, чтобы длины дуг совпадали с углами ф). 

Пусть е > 0. Обозначим через открытый угол, оп¬ 

ределяемый неравенством ф^ — е < ф < ф^ + е, т. е. 

Пі = {(г, ф): фі - е < ф < фі -ь е}, 
соответственно положим 

^2 = {(о ф): Ф2 - е < ф < Ф2 + е}; 

при этом выберем е > 0 столь малым, чтобы ?7^ и II 2 не пересе¬ 
кались и не содержали в себе полуоси ординат, а значит, и во- 
обш,е вертикальных полупрямых (последнее всегда можно вы¬ 
полнить вследствие условий (41.96)). 

Пусть ІІІ и и 2 — углы, центрально-симметричные с 1/^ и 
II 2 относительно точки (Хд, г/д): 

ІІ'І = {(г, ф): ф;^ -ь л - е < ф < фі -ь л -ь е}, 

11*2 = {(^> Ф): Ф 2 + л - е < ф < фз + л -ь е}. 

В силу выбора числа е множества 1/^, II 2 , и попарно 
не пересекаются (рис. 40). 

Рассмотрим теперь Р(ф) как функцию точки указанной 
выше окружности С. Точку окружности С, которой соответст¬ 
вует полярный угол ф, будем для простоты также обозначать 
через ф. Удалим из указанной окружности интервалы с цент- 
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рами в точках ф^, фз, ф^ + л и фз + л длины 2е*; в силу выбора 
е > О, эти интервалы не имеют общих точек. Оставшееся мно¬ 
жество, которое обозначим через В, является ограниченным и 
замкнутым, а следовательно, компактом. На В функция Р(ф) 
непрерывна и не обращается в нуль, поэтому 

іп^ |Р(ф)| = р > 0. (41.98) 

ф е в 

Обозначим через замкнутый круг с центром в точке (Хд, г/д) 
и радиусом р: = {(г, ф): 0 < г < р}, а через обозначим множе¬ 

ство, которое получается вычитанием (в теоретико-множествен¬ 
ном смысле, см. п. 1.1) множеств 1/^, ІІ 2 , и из круга К^. 
Функция Р(ф) не зависит от г, поэтому на множестве ір, в силу 
(41.98), имеем 

ІПІ |Р(ф)| = р>0. 

(г,ф)е Ьр 

Теперь, замечая, что из (41.93) следует 


у) = ^ [Р(ф) + а(г, ф)]. 


(41.99) 


где Ііш а(г, ф) = о, выберем р > 0 так, чтобы при г < р выпол- 
о 

нялось неравенство 

|а(г, ф)| < р. (41.100) 


* Интегралом длины 2е на окружности с центром в точке, полярный 
угол которой равен фд, называется множество ее точек, полярные углы ф 
которых удовлетворяют неравенству ф 0 -е<ф<фд-Ье. 
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Тогда из (41.99) следует, что для всех точек (г, ф)еЬр выраже¬ 
ние, стоящее в правой части формулы (41.99), имеет тот же 
знак, что и Р(ф). 

Множество ір состоит из четырех замкнутых секторов (см. 
рис. 40), на каждом из которых, за вычетом их центра, функ¬ 
ция Р(ф), а значит, в силу выбора р, и функция Р{х, у) прини¬ 
мают значения одного и того же знака, а на соседних 
секторах — разных знаков. Отметим, что функция Р{х, у) в 
силу своей непрерывности не меняет знак и при переходе 
через прямую х = х^, соответствующую исключенным из 
рассмотрения значениям ф = ± л/2, так как была выбрана 
такая окрестность точки (лгр, уд), что в этой окрестности на 
прямой X = х^ функция Р{х, у) не обращается в нуль. 

Рассмотрим теперь угол Пусть для определен¬ 

ности о < Фі ^к/2. Пересечение замыкания 1/^ угла с верти¬ 
кальной прямой X = X*, Хд < х* < Хд + р соз (фі -Ь е), представля¬ 
ет собой отрезок, на верхнем и нижнем концах которого функ¬ 
ция Р{х*, у) принимает значения разного знака. Функция 
Р(х*, у), рассматриваемая как функция одного переменного 
у при фиксированном х*, будучи непрерывной на указанном 
отрезке, обращается в некоторой его точке у* в нуль, т. е. для 
каждого X*, где Хд < х* < Хд -Ь р соз (ф^ + е), существует по 
крайней мере одна точка у* такая, что 

Р{х\ у*) = о, (X*, /)€ Пі(е) П К^. (41.101) 

Определим у = /^(х) как функцию, ставящую в соответст¬ 
вие числу X* число у*\ 

/^(х*) = у*, Хд < X* < Хд -Ь р соз (фі -Ь е). 

Покажем, что при достаточно малых е и р функция опреде¬ 
лена однозначно, т. е. существуют такие е > 0 и р > 0, что при 
заданном х* условия (41.101) однозначно определяют у*. Допус¬ 
тим противное. Возьмем последовательности ^ 0 и р,^ ^ 0 при 
Тогда существуют две последовательности точек с одина¬ 
ковыми абсциссами х^ и разными ординатами у' и у" такие, что 

С/і(е„) П Кр^, Р(х^, у;) = о, 

іх^,у:)еи,(е,)ПКр1, Р(х^,у:) = 0. 

Тогда, в силу теоремы Ролля, на отрезке [у', у"] прямой х = х„ 
найдется точка у„ такая, что 

Р^(х„,у„) = 0, (41.102) 
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при этом, очевидно, {х^, у^^)е І7і(е„) П ; по условию (см. 
(41.86)) мы имели еп];е 

Ру(Хо,Уо) = 0. (41.103) 

По формуле конечных приращений, примененной к функ¬ 
ции Ру(х, у), 

Уп) - У о) = Рухі^п^ - ^о) + Рууі^п^ ^п)(Уп - Уо)> 

откуда, в силу (41.102) и (41.103), 

Рхуі^п^ Л„) + = о- 

Пусть (х„, у„) = (г„, \ 1 /„). Очевидно, |\і/„ - фі| < е„; поэтому 
из условия ^ о следует, что \|/„ ^ при п и так как 

■^п •''0 

Ііт = (41.105) 

и оо Х„ - Жц ^ 

Переходя к пределу в равенстве (41.104) при п ^ оо, в силу 
(41.105), имеем 

ро 

рО+рОь^р т,р ь= -ІДУ. 

^ху^^уу'^І т. е. , 

уу 

подставляя это значение корня в уравнение (41.91), получим 

ро ро _ ро^ = о 

XX уу ху 

что противоречит условию (41.89). 

Итак, функция у = /^(х) действительно однозначно опреде¬ 
ляется при достаточно малых е и р. В дальнейшем будем пред¬ 
полагать, что е и р выбраны именно таким образом. 

Доопределим функцию в точке Хц, положив у^ = /^іх^). 
Очевидно, по самому определению функции /^(х) имеем 

Р{х, /і(х)) = 0, Хц < X < Хр + р С 08 (фі -Ь е). 

Покажем, что в точке Хр у функции /'^(х) существует правосто¬ 
ронняя производная и что она равна к^. Пусть произвольно 
фиксировано е > 0. Из изложенного выше следует существова¬ 
ние такого р = р(е) > о, что соответствующая часть графика 
функции /і(х) целиком лежит в ?7^(е) П К^: 

(х, /і(х))е ?7^(е) П Кр, Хо < X < Хд + р со8 (ф^ + е). (41.106) 

Возьмем 8 = р С08 (ф^ -Ь е), и пусть х таково, что 0 < х - Хд < 8, 
у = /і(х) и (х, у) = (г, ф). В силу (41.106), имеем |ф - ф^| < е. Это 
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означает, что Ит ф = и поэтому Ііт ф = !;§ ф^. По¬ 


скольку ф = 


У -Уо 


X - X, 


^0 

из доказанного следует, что 


о 


Ит 


и(х) - иі^о) 


= Ит 

X - 


У-Уо 


= -Ьё Фі, 


т. е. у функции /’і(х) суш,ествует производная справа в точке х^, 
равная ф^ = 

Подобным же образом из рассмотрения поведения функ¬ 
ции Р{х, у) в угле 1/1 доказывается, что при некотором 8' > О 
на отрезке [Хр - 8', Хд] суш;ествует функция /^(х) такая, что 
при Хд - 8' < X < Хд: 


Р(Х, /і(х)) = О, (Х, /■і(х))Е 1/1 и /і(Хд) = Уд, /■і(Хд) = 

(под производной, естественно, в данном случае понимается 
левосторонняя производная). 

Если число р взять столь малым, чтобы в круговой окрест¬ 
ности радиуса р точки (Хд, уд) не содержалось других особых то¬ 
чек уравнения (41.84), кроме (Хд, уд), то функция /^(х) будет 
дифференцируемой и во всех точках х 5^ Хд. Это сразу следует из 
доказанной выше теоремы о неявных функциях (см. теорему 1 
в п. 41.1). В результате мы и получили функцию /^(х), опреде¬ 
ленную в некоторой окрестности точки Хд и обладаюіцую всеми 
требуемыми свойствами. 

Аналогично доказывается суіцествование функции / 2 (х), 
также являюш,ейся решением уравнения (41.84) и удовлетво- 
ряюш;ей условиям теоремы, причем график этой функции 
проходит в углах І /2 и и через точку (Хд, уд). 

Если = О, а ^ О, то все рассмотрения проводятся 
аналогичным образом; следует только поменять местами роль 
осей Ох и Оу, так что в результате получим решения уравне¬ 
ния (41.77) в виде функций от переменной у: /'^(у) и / 2 (у)' 

Если, наконец, = Р^у = О и, значит, Р^у ^ О, то прош;е все¬ 
го выполнить замену переменных: х = ^-Ьгі,у = ^- р (повернуть 
оси координат на угол л/4). Тогда (как легко убедиться непосред¬ 
ственно дифференцированием) Р^^ = = 2Р^у ^ О, Е^^ = О, 

т. е. в новой координатной системе получим уже изученный слу¬ 
чай. В частности, уравнение (41.31) для угловых коэффициентов 
касательных в особой точке в координатной системе р имеет 
вид — 1 = О, и, значит, 2 = Иначе говоря, биссектрисы 
координатных углов, являюш;иеся координатными осями в ста- 
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рой системе координат х, у, суть касательные к графикам двух 
функций, которые определяются уравнением (41.84) в некоторой 
окрестности рассматриваемой особой точки. □ 

Если уравнение Р{х, г/) = О является неявным представлени¬ 
ем какой-либо кривой, то в особой точке (Хц, Уо) этого уравне¬ 
ния кривая может (хотя и не обязана) иметь какие-либо особен¬ 
ности, т. е. в окрестности особой точки этого уравнения кривая, 
вообш,е говоря, не является графиком некоторой гладкой одно¬ 
значной функции. 

Следует напомнить также, что множество точек, коорди¬ 
наты которых удовлетворяют уравнению (41.84), вообіце гово¬ 
ря, не является всегда кривой в смысле данного ранее опреде¬ 
ления кривой (см. п. 16.2*), задаваемой параметрически. 

Примеры. 1. Пусть дано уравнение у^{х^ + + 1) = 0. 

Здесь Е(х, у) = у^(х^ + У^ + 1), поэтому = 2ху^, Ру = 2х^у -Ь 
+ 4уЗ + 2у. Условия наличия особой точки (41.85) и (41.86) да¬ 
ют в этом случае 

Хо = о. Уд = 0. 

Таким образом, особой точкой является (0, 0). Однако в 
этой точке кривая, определяемая уравнением, не имеет осо¬ 
бенности, так как оно (множитель х^ -Ь у^ -Ь 1 нигде не обраш,а- 
ется в нуль) равносильно уравнению у = 0 и рассматриваемая 
кривая является графиком явной функции у = Дх) = 0. Отме¬ 
тим, что, как легко убедиться, в этом случае в точке (0, 0) 

Р..Руу-Пу = 0. (41.107) 

2. Для уравнения 

(х2 + у2)(х2-Ь у2 - 1) = о (41.108) 

условия (41.86) превращаются в следующую систему уравнений: 

2х^ + 2ху2 - X = о, 

2 уЗ + 2х2у - у = 0. 

Сложив и вычтя эти уравнения, получим систему 

(х -Ь у)(2х2 -Ь 2у2 - 1) = о, 

(х - у)(2х2 -Ь 2у2 - 1) = 0. 

Отсюда либо X = у = о, либо 2х^ -Ь 2у^ -1 = 0, однако точка (х, у), 
координаты которой удовлетворяют последнему соотнопіению, 

не является корнем уравнения (41.108) |^для нее х^ + у^ = і, и, 
значит, ни один из сомножителей левой части (41.108) не обра¬ 
щается в нуль 

Таким образом, единственной особой точкой является (0, 0). 
Легко проверить, что здесь выполняется условие (41.88), и. 
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значит, точка (О, 0) является изолированным корнем урав¬ 
нения (41.108). Геометрически, как это сразу видно: уравне¬ 
ние (41.108) задает единичную окружность и ее центр (0, 0) 
(это множество, очевидно, не является носителем никакой 
кривой, заданной параметрически в смысле п. 16.2*). 

3. Для уравнения 

- ѣаху = о (41.109) 

условия (41.86) наличия особой точки приводят к системе 
уравнений 

х^ - ау = о, 
у^ - ах = о, 

откуда либо X = у = о и эта точка удовлетворяет уравнению 

(41.109) , либо X = а, у = а, по координаты этой точки не являют¬ 
ся решением уравнения (41.109). Снова здесь (0, 0) — единствен¬ 
ная особая точка. Нетрудно убедиться, что при этом выполняют¬ 
ся условия (41.89), и, значит, (0, 0) является двойной точкой. 

Геометрически для кривой, неявным представлением ко¬ 
торой является уравнение (41.109) (она называется «декартов 
лист», и мы с ней уже встречались в п. 14.5); точка (0, 0) явля¬ 
ется точкой самопересечения (см. рис. 73 в первом томе). 

4. Для уравнения 

г/2-хЗ = 0 (41.110) 

(0, 0) является особой точкой; в ней выполняется уже условие 
(41.107), и тем самым в этом случае не выполняются условия 
теоремы 6. Геометрически кривая, выражаемая уравнением 

(41.110) и называемая полукубической параболой у = 
имеет в точке (0, 0) касательную и расположена в окрестности 
этой точки по одну сторону от нормали. 

Точки такого типа называются точками возврата (рис. 41). 

5. Для уравнения 

г/2-х4 = 0 (41.111) 

(0, 0) также является особой точкой, и снова здесь выполняет¬ 
ся условие (41.107). Уравнение (41.111), очевидно, распадает¬ 
ся на два уравнения: у = х^ ну = -х^, которые задают две пара¬ 
болы, имеюш;ие в точке (0, 0) обш,ую касательную. 

Особые точки, в некоторой окрестности которых уравне¬ 
ние (41.84) задает две непрерывно дифференцируемые кри¬ 
вые, имеюш;ие в точке (Хд, і/д) обп];ую касательную, называют¬ 
ся точками самоприкосновения (рис. 42) этих двух кривых. 

Может случиться, что при выполнении условия (41.107) 
особая точка окажется изолированным решением уравнения 
(41.84), или его двойной точкой. 
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в заключение дадим некоторые пояснения к уравнению 
(41.91). Если (Хд, Уо) — особая точка уравнения (41.84), то пос¬ 
ле параллельного переноса начала координат в точку (Хд, і/д) 
уравнение (41.84) примет вид 

+ 2Е0уХі/ + Р^уу^ + о(х2 + г/2) = о (41.112) 

(здесь через х и г/ обозначены координаты точки в новой систе¬ 
ме координат, а индексом О наверху обозначены значения ча¬ 
стных производных в точке (О, 0) этой системы), откуда с точ¬ 
ностью до бесконечно малых более высокого порядка наше 
уравнение можно записать следуюіцим образом: 

Е0,х2 + 2Р%ху + ЕО^г /2 = о. (41.113) 

В случае выполнения условия (41.89) левая часть уравнения 
(41.113) распадается на два действительных множителя, каждый 
из которых, приравненный нулю, и дает касательные к двум вет¬ 
вям кривой в точке (0, 0) (см. (41.91)). В случае же выполнения 
условия (41.88) левая часть уравнения (41.113) распадается на 
два комплексных множителя: «касательные мнимы». Это естест¬ 
венно, так как здесь говорить о касательной не имеет смысла, ибо 
в этом случае особая точка является изолированной. 

Это замечание особенно удобно использовать для определе¬ 
ния характера особой точки в случае алгебраической кривой, 
т. е. кривой, заданной уравнением 

Р{х,у) = {), (41.114) 

где Р(х, у) — многочлен от двух переменных хиу. Если (0, 0) — 
особая точка этого уравнения, то из условий (41.85) и (41.86) 
следует, что этот многочлен не содержит ни свободного члена, 
ни членов первого порядка, т. е. уравнение (41.114) имеет вид 

ах2 -Ь 2Ьху -Ь сг/2 -ь ^(x, у) = 0, 

где Ѳ(х, у) — многочлен, все члены которого по крайней мере 
третьего порядка. Характер поведения решений этого уравне- 
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ния вблизи нуля определяется его главной частью, т. е. урав¬ 
нением 

ах'^ + 2Ьху + су^‘ = О, 

которое является уравнением (41.113) для данного случая, 
ибо, как легко видеть, здесь а = Ъ = Р^^ и с = Р^у. 

Если же точка (О, 0) удовлетворяет уравнению (41.114), но 
не является особой, то (41.114) имеет вид 

Ах + Ву + К(х, у) = 0, > о, 

где 11{х, у) — многочлен, все члены которого имеют порядок 
не ниже второго. Из теоремы о неявных функциях (см. 
теорему 1 в п. 41.1) следует, что уравнение Ах -Ь Ву = 0 явля¬ 
ется в этом случае уравнением касательной в точке (0, 0) 
к графику единственного в некоторой окрестности этой точки 
решения уравнения (41.114). 


41.9. Замена переменных 


Часто в различных вопросах математического анализа и в его 
приложениях при изучении той или иной формулы, содержа- 
іцей какие-либо функции и их производные (обыкновенные или 
частные), оказывается целесообразным перейти к другим неза¬ 
висимым переменным, а иногда и к другим функциям, которые 
связаны с функциями, входяш;ими в рассматриваемую форму¬ 
лу, определенными соотношениями. Все эти преобразования де¬ 
лаются на основании правил дифференцирования сложных и не¬ 
явных функций. Рассмотрим несколько примеров. 

Пусть и = и(х, у). Преобразуем выражения и 

02у 32 у 

—5 + К полярным координатам гиф. Первое из этих выра- 
дх'^ ду^ 

жений является квадратом длины градиента Ѵи функции и, 
т. е. равно |Ѵир, а второе имеет специальное обозначение Ан: 


д„ ^ 

Эх2 Эг/2 


(41.115) 

(41.116) 


Символ А, указываюш;ий на применение к функции и опе¬ 
рации (41.116), называется оператором Лапласа*. 

Из формул, связывающих декартовы координаты с поляр¬ 
ными, 

X = г С 08 ф, г/= г зіп ф (41.117) 


* П. Лаплас (1749—1827) — французский механик и математик. 
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находим 

|^=С08ф, ^=-Г8ІПф, |^=8ІПф, ^ = ГС08ф. (41.118) 

Применим к функции и{х, у) формулы дифференцирования 
сложной функции 


ди 

дг 


ди дх ди ду 
дх дг ду дг 


ди 

дх 


С08 ф + 


ди 


8ІП ф, 


ди _ Эи Эх _|_ ди ду 
Эф Эх Эф ду Эф 


-^Г 8ІП ф + С08 ф. 

Эх ду 


Разрешим эти равенства относительно ^ и ^ 

Эх ду 


ди 

дх 


ди 

дг 


С08 ф 


ди 8Іпф 
Эф г ’ 


ди 

ду 


^ЗІП ф + 
дг Эф г 


И подставим получившиеся выражения в (41.115) 


(41.119) 


|Ѵц|2 = Г^С08 ф - 

V Эг Эф г 


+ Г^8іпф + ^^^^V = 

V Эг Эф г у 


ди Л^ , 1 1'ди Ѵ 
Эг ) г^Ѵ Эф ) 


Теперь перейдем к вычислению выражения (41.116). Про¬ 
дифференцируем формулы (41.117) сначала по х, затем по у 


[ 1 = С08 ф^ - г 8ІП ф^, [О = С08 ф^ - г 8ІП ф^, 

I Эх Эх I ду 'ду 

1 о = 8 ІП ФІ^ -Ь г С08 ф^, 1 1 = 8 ІП ф^ 1- г С08 ф^. 

[ Эх Эх [ ^ду ду 

Разрешим получившиеся системы относительно ^^^ и ^ 

Эх Эх ду ду 

^ = С08ф, ^ = 8іпф, ^ = Эф^с^_ (41.120) 

Эх ду дх г ду г 

Продифференцируем теперь формулы (41.119) по х и у; тогда, 
использовав (41.120), получим 


д^и _ „ _ Эи 8іпф Ѵг , _ Эи 8Іпф ^ф _ 

Эх2 ЭгІЭг ^ Эф г ІЭх ЭфІЭг ^ Эф г )дх 


= 1^008^ ф 
Эг^ 


2со8ф8Іпф д^и _|_8Іп2фЭ2и _|_ 8Іп2фЭи _|_ 2со8ф8ІпфЭи. 
г ЭгЭф г^ Эф^ г Эг г^ Эф’ 


^ = ^Г^8ІП ф + ^ + ^Г^8ІП ф + ^ = 

ду^ ЭгѴЭг Эф г )ду ЭфѴЭг Эф г )ду 


= ^8ІП^ ф + 
дг^ 


2со8ф8Іпф Э^и со8^ф Э^и со8^ф Эи 

г ЭгЭф г^ Эф2 г Эг 


2со8ф8Іпф ди 
г^ Эф 
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Подставив получившиеся выражения в (41.116), будем иметь 

д ^ 1 д^и ІЭи 

Эг^ гдг 

В случае, когда в преобразуемое выражение входит не одна, 
а несколько производных данного порядка, удобно применять 
метод вычисления не производных, а дифференциалов. Напри¬ 
мер, считая независимыми переменными х и у, найдем выра¬ 
жения для дифференциалов < 1 г и с^ф. Из формул (41.117) имеем 

<ІХ = С 08 ф (ІГ - г 8 ІП ф С?ф, (іу = 8 ІП ф (ІГ "Ь Г С 08 ф С^ф, 
отсюда 


(Іг = соз <іх + зіп (р <іу , <іх + <іу (41.121) 

(отметим, что из этих формул также сразу получаются форму¬ 
лы (41.120)). 

Для функции и = и{х, у) имеем 


(іи = ^ (іг + ^ (і(р = 
дг (Зф 


Эф г 


-1іі^](ІХ 


^зіпф + ^^^^'1йу. 
Эг ^ Эф г ' 


(41.122) 


В выражении для дифференциала (іи коэффициенты у (іх и 
(іу являются производными ^ и поэтому из (41.122) сразу 

ОХ оу 

получаются обе формулы (41.119). Найдем далее вторые диф¬ 
ференциалы (і^г и (і^ф из (41.121) 

(І^Г = - 8 ІП (р (І(р (іх + С 08 ф С^ф С^у = 

_ ЗІП^фгіх^ - 2 с 08 ф 8 ІПфгіхгіу + С 08 ^фЙ!/^ 

> 

Г 


й 2 ф = _ГсО^ СІх+^-Ш(іу](і^ + 


\ Г 


( 1 х-^(іу](іг = 

V ) 


^ 2с08ф8ІПфЙх2 - 2(С082ф - ЗІП^фЗгіхЙу - 2 с 08 ф 8 ІПфЙу 2 


Теперь из (41.122) для (і^и получим 


^ + 2:^ сіг (іф + ^ (і(р^ + ^ ^2^+ ^ (І2^ = 

Эг^ ЭгЭф Эф^ ог Эф 

= (0 -і- зіп^фЭ^і/ , віп^фЭі/ 

V Эг^ г ЭгЭф Эф^ г дг 

+ 2с08ф8ІПф ^^^^2 + 2(...) (іх (іу + (...) (Іу^. 

оф } 
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Э2„ 32„ 32„ 

Отсюда и получаются выражения для и как соот- 

()х‘^ ахау ду^ 

ветственно коэффициенты при (іх^, 2(іх (іу и (іу^. 

Аналогичные методы применимы, конечно, и в случае, когда 
производится какая-либо другая замена переменных х = х{и, ѵ), 
у = у(и, н), когда имеются производные высших порядков, а так¬ 
же когда речь идет о функциях большего числа переменных. 

УПРАЖНЕНИЕ 6. Преобразовать выражение |Ѵир, где и = и{х, у), к ор¬ 
тогональным координатам Г|, т. е. таким координатам, что 

Ъх дх , ду Эу _ ^ 

ЩЦ 

Задача 9. В « мерном пространстве преобразовать выражение |Ѵар, 
где и = и(х^, , х^), к ортогональным координатам ... , т. е. таким 

координатам, что при к выполняется равенство 


Е 

у = 1 


Эху дx^ 


= 0 , 


і, к = 1, 2, ... , п. 


§42 

Зависимость функций 

42.1. Понятие зависимости функций. 

Необходимое условие зависимости функций 

Определение 1. Пусть на открытом множестве С К" зада¬ 
ны непрерывно дифференцируемые функции 

у^ = (р^(x), і = 1,2,...,т, X = (х^, , х^еС. (42.1) 

Если существуют открытое множество В в простран¬ 
стве и непрерывно дифференцируемая на В функ- 

^ 1 ’ - 1 

ция Ф(г/і, ... , Ут — ]) такие, что в любой точке хеО выполня¬ 
ются условия (фі(л:), ... , _ ^(х))еЛ и Ф(ф^(х), ... , ^(л;)) = 

= Фт(^)> то функция ф„^ называется зависимой на множестве Ѳ 
от функций ф^, ... , 

Определение 2. Если среди функций системы (42.1) есть 
функция, зависимая от остальных на множестве О, то эта 
система называется зависимой на множестве Ѳ. 

Если ни одна функция системы (42.1) не зависит от ос¬ 
тальных на множестве О, то эта система называется не¬ 
зависимой на О. 
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Иногда для краткости вместо выражения «зависимая (не¬ 
зависимая) система функций» будем просто говорить «зависи¬ 
мые (соответственно независимые) функции». 

В вопросе зависимости системы функций (42.1) фундамен¬ 
тальную роль играет матрица Якоби этой системы 


дх. 


і= 1, 2, ... , т; і = 1, 2, 


п. 


(42.2) 


где і — номер строки, у — номер столбца. 

ТЕОРЕМА 1 (необходимое условие зависимости функций). 

Пусть т ^ пи система функций (42.1) зависима на откры¬ 
том множестве О. Тогда в любой точке этого множества 
ранг матрицы Якоби (42.2)* этой системы меньше т. 

Доказательство. По условию, система функций (42.1) 
зависима на О, т. е. по крайней мере одна из этих функций за¬ 
висит от остальных. Пусть для определенности зависит от 

Фі> ••• .Фт-к 

Ф^х) = Ф(фі(х), ... , Ф„, _ і(л;)), ХЕ О, 


где Ф — непрерывно дифференцируемая функция от {т - 1) 
аргументов у-^, , у^_і. Отсюда 


^Ут 

дх^ 


^дФ дуі 
ідуідх^ 


ДЛЯ всех у = 1, 2, 


п. 


Эта формула показывает, что т-я строка матрицы Якоби 
(42.2) в каждой точке хе О является линейной комбинацией 
остальных строк этой матрицы, и, значит, ранг матрицы Яко¬ 
би (42.2) меньше т в каждой точке хе С. □ 


СЛЕ ДСТВИ Е 1. Пусть т = пи система функций (42.1) зависи- 

Э(!/і, ••• , Уп) 


ма на открытом множестве С. Тогда ее якобиан 
равен нулю во всех точках множества О. 


ЭСхі, ... , л:„) 


СЛЕДСТВИЕ 2 (достаточные условия независимости функций). Пусть 
т ^ п и пусть ранг матрицы Якоби (42.2) хоть в одной точ¬ 
ке открытого множества О равен т. Тогда система (42.1) 
независима на множестве О. 


* Напомним, что рангом матрицы называется максимальное число ее 
линейно независимых строк. Это число совпадает с максимальным по¬ 
рядком минора этой матрицы, не равного нулю. 
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Следствие 1 получается сразу из доказанной теоремы при 
т = п. 

Следствие 2 легко доказывается от противного. 

Поскольку строки матрицы Якоби (42.2) являются коор¬ 
динатами градиентов функций (42.1), теорему 1 можно пере¬ 
фразировать следующим образом. 

Если система функций (42.1) зависима в области О, то 
градиенты V , ... , V этих функций линейно зависимы в 

т1 

каждой точке О. 


42.2. Достаточные условия зависимости функций 


В этом пункте сохраним обозначения предыдущего пункта и 
будем, как и раньше, предполагать, что функции (42.1) непре¬ 
рывно дифференцируемы на открытом множестве Ѳ Д". 
ТЕОРЕМА 2 (достаточные условия зависимости функций). 
Пустъ ранг матрицы Якоби (42.2) системы функций (42.1) в 
каждой точке открытого множества О не превышает чис- 
ла г, г < т ^ п, а в некоторой точке равен г, иначе го¬ 
воря, существуют такие переменные , х^ и функции 

Уі^ = •••’У і^ = 




Х: ) 

•'г 


^0. 

ж(0) 


(42.3) 


Тогда все г функций, входящих в условие (42.3), независимы 
на множестве О и существует окрестность точки та¬ 
кая, что любая из оставшихся т — г функций зависит на 
этой окрестности от указанных г функций. 


Доказательство. Пусть 
(42.3) имеет вид 

Э(Уі. ••• 

Э(л:^, ... 


ДЛЯ простоты записи условие 


Уг) 

Хг) 


^0 

ж(0) 


(42.4) 


(этого всегда можно добиться, перенумеровав в случае необхо¬ 
димости функции и аргументы системы (42.1) в нужном по¬ 
рядке). Согласно следствию 2 из теоремы 1 п. 42.1, функции 
... , у,, независимы в С. 

Покажем теперь, что каждая из остальных зависит от них 
в некоторой окрестности точки = (х^®^ ... , х^®*). Пусть 
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= (рДх***)), і = 1, 2, ... , т. Рассмотрим систему первых г 
функций системы (42.1): 

Уі “ ••• > 


Уг=^Мѵ ••• ’ ^п)- 


(42.5) 


Прежде всего выберем такое гі^, чтобы всякая точка х = 
= (х^, ... , х„), принадлежап];ая Рд-кубической окрестности 
точки т. е. всякая точка х, для которой \х^ — < Ло- 

і = 1, 2, ... , п, принадлежала множеству С: хе С. Это всегда 
возможно в силу его открытости. 

Далее, в силу условия (42.4) и теоремы о неявных функци¬ 
ях (см. и. 41.3), система (42.5) разрепіима относительно пере¬ 
менных ... , х^ в некоторой окрестности точки (х*®\ у*®*): 




> Уг’ + 1’ 




••• 


Уг’ 


+ 


1 ’ ••• ’ ^п)' 


(42.6) 


При этом функции ... , определены и непрерывно 
дифференцируемы в некоторой окрестности точки 


Более подробно (если в качестве окрестностей брать куби¬ 
ческие окрестности) это означает следуюш,ее: можно выбрать 
такие числа 8 > О и р > О, причем для удобства взять их мень¬ 
шими 1 ) 0 : 8 ^ Ло> Л < Т| 0 , что если через 1 / обозначить кубиче¬ 


скую окрестность точки ... , х*®_^ ^, ... , х*^°>), задавае¬ 

мую неравенствами 


\Уі~У^^^<^^ і = 1 , 2 , ... , г, |х^ - х|°>| < 8 , і = г+1. 


п. 


то: 

1) на окрестности II функции к = 1, 2, , г, определены 

и непрерывно дифференцируемы; 

2 ) для всех точек (у^, ... , у^, х^_^_ ... , х^)е 17 справедливы 

неравенства 

\^к^Уі’ • • • ’ Уг^ + 1 ’ • • • ’ ^ 1>2 ,...,г, 

3) на окрестности II выполняются равенства 

Фі(/і> • • • > /г’ +1’ • • • ’ ^п) Уі’ ^ 1»2, ...,Г, 

где под 4, к = 1, ... , г, понимаются правые части равенств (42.6). 
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Рассмотрим композицию функций (42.6) и ... , х^), 

т. е. функцию 

Уг+ 1 ~ Фг +1’ ••• ’ ^г’ ^г+ 1’ ••• ’ ^п)’ (42.7) 

где 4 = 4(уі, ... , у^, 1 , ... , х„), к = 1, ... , г. Эта сложная 

функция заведомо определена и непрерывно дифференциру¬ 
ема на указанной выше кубической окрестности Ѵ точки 


(У[^\ 


(0) т.{0) 


УГ’, X 


г + 1’ 




Покажем, что на самом деле функция (42.7) в этой окрест¬ 
ности 17 не зависит от переменных 1 , ... , т. е. не меняется 
при их изменении, и тем самым является фактически лишь 
функцией переменных у^, ... , у Для этого достаточно показать, 
что для функции (42.7) на окрестности 17 выполняется равенство 


^ = 0, і = г+1,...,п (42.8) 

(см. п. 37.4 или формулу конечных приращений Лагранжа 
в п. 39.2, из которой сразу следует достаточность условия 
(42.8) для независимости функции от переменных х^^ ... , х^ 

в выпуклой области, а следовательно, и в кубической окрест¬ 
ности). 

Для доказательства равенства (42.8) зафиксируем одно из 
значений у (у = г -Ь 1, ... , /г) и координаты с индексами к, 
принимающими значения г + 1, ... ,у — 1,у + 1, ... , п, обозна¬ 
чив их через х'^, причем выберем х^ так, чтобы |х^ - х^^^\ < 8, 
к = г+ 1, , і - 1, і + 1, ... , п. 

Рассмотрим отображение 


Уі = Уі^ 

. (42.9) 


У г = У Г’ 


1 = Фг+ і(/і. -. к, х% 1 ,..., х;_ 1 , X., х;+ 1 ,..., хі), 
где 4 = 4(і/і, ... , у^, х;+ 1 , ... , х*_ 1 , X., Х- + 1 , ... , X*), (г+ 1)-мер- 
ной кубической окрестности 17^і'> точки (у^^\ ... , у^^^, за¬ 

даваемой равенствами 


й = 1,2, ... ,г, |х.-х|®)|< 


Символически, чтобы подчеркнуть, какие именно пе¬ 
ременные меняются, изобразим отображение (42.9) в виде 
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(Уі, ... ,у^, Х^) (г/і, ... , у^, 1 ). Это отображение непрерывно 

дифференцируемо на ІІ^^\ его матрица Якоби имеет вид 


и поэтому 


" 1 О О О 

0 10 0 


^Уг + 1 ^Уг - 1 ^Уг + 1 ^Уг + 1 
Эг/і Эг/2 ду^ 

Э(уі, ... , у^, ^ ду^^-^ 

Э(уі, ... , у^, x^) дх^ 


(42.10) 


т. е. якобиан рассматриваемого отображения равен интере¬ 
сующей нас производной. 

На окрестности 1/61 это отображение можно представить в 
виде композиции двух отображений: непрерывно дифферен¬ 
цируемого отображения 


••• ’ Уг’ ^ 


г + 1’ 


) Хр ^у'+ 1? ••• 5 


^ЛУі’ ••• > Уг’ +1’ ••• ’ - 1’ ^у -1-1’ ••• ’ ^га)’ 

^У ^ ^У 

окрестности 1/6) и непрерывно дифференцируемого отобра¬ 
жения 

Ух Фі(^1? ••• » Х^, X ^ ц_ ... » — 1? X^, Ху _|_ ^5 ... , X 


у г фД^І’ • • • ’ ^г’ + 1’ • • • ’ — 1’ ^у’ -1 1’ • • • ’ ^л)’ 

Уг+ 1 ~ Фг-І- і(^1’ ••• ’ ^г’ + 1’ ••• ’ ^у - 1’ ^у’ ^у -I- 1’ ••• ’ ^л) 

окрестности точки (х*®\ ... , х)°), задаваемой неравенст¬ 

вами |х; - х^^І < р, і = 1, 2, ... , г, |ху - х|°)| < 8. 

В силу выбора чисел 8 и р, композиция этих отображений, 
которую для наглядности можно символически изобразить в ви¬ 
де {уі, ... , у^., Ху) ^ (х^, ... , х^, Ху) ^ (у^, ... , у^, у^^ і), определена 
и непрерывно дифференцируема на окрестности 1/61. Первое из 
этих отображений непрерывно дифференцируемо в окрестности 

1/61 точки Іу^^К ... , уІ!^\ Уу-^*)’ ^ второе непрерывно дифференци¬ 
руемо в соответствующей окрестности точки (х^^Д ... , х**^), 
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Поэтому из (42.10) и из свойств якобианов отображений (см. 
п. 41.7) имеем 

Эі/г+І ^ Э(Уі, ... , у^, ^ Э(Уі, ... , у^, ... , жр 

дx^ Э(г/і, ... , хр д(х^, ... , х^, x^) Э(уі, ... , хр’'' 

В силу условия теоремы, ранг матрицы Якоби на множест¬ 
ве О меньше или равен г, следовательно, 

Э(уі, ... , у^, ^ р 

Э(Хі, ... , х^, x^) 

всюду на С. Поэтому из (42.11) сразу следует, что для любой 
точки (у^, ... , у^, х^)еѴ^'> и, следовательно, для любой точки 
(Ур ... , у^, ... , x^, ... , х*)еІІ справедливо 

равенство (42.8). Поскольку координаты хі были фиксирова¬ 
ны произвольным образом, лишь бы \х1 — х^^^І < Ь; к = г + 1, ... 
... , у - 1, у + 1, ... , п, то это означает справедливость равенства 
(42.8) на окрестности 17. 

Таким образом, функция (42.7) зависит только от перемен¬ 
ных у^, ... , у^. Обозначив ее символом Ф, получим 

Фг+ ••• > /г’ ^г+ 1’ ••• ’ ~ ••• ’ Уг)" 

Выберем теперь таким образом бц, бр < 8 и 8д < р, чтобы при 
\Хі — х!®*! < бц, і = 1, 2, ... , п, выполнялись неравенства 

ІУі “ < б, у = 1, 2, ... , г. 

Это возможно в силу непрерывности функций у^ = ф^(л;^, ... х^), 
у = 1,2,..., г, системы (42.5) в точке хО). 

В силу доказанного, для любой точки х из бд-кубической ок¬ 
рестности точки хО), т. е. для любой такой точки х = (х^, ... , х^), 
что |х; - < бд, і = 1, 2, ... , п, справедливо тождество ^(х:) = 

= Ф(ф^(л;), ... , фДх)), т. е. в указанной окрестности точки 
функции ф^, ... , ф,., ф,,^ ^ зависимы. 

Подобным же образом доказывается зависимость каждой 
из функций Фг + 2 > ••• > Фт Фі’ •" ’ Фг ^ некоторой окрсстности 
точки □ 

Аналогично необходимому условию зависимости функций 
достаточные условия также можно сформулировать в терми¬ 
нах градиентов. Для простоты ограничимся случаем г = т — 1. 
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Если во всех точках области С градиенты Ѵф^, ... , Ѵф^ 
линейно зависимы, то у каждой точки хе (7 существует ее 
окрестность, в которой функции ф^, ... , ф^ зависимы. При 
этом, если, например, градиенты Ѵф^, ... , Ѵф^_ ^ линейно не¬ 
зависимы в некоторой точке, и, следовательно, градиент 
Ѵф^ в этой точке является их линейной комбинацией, то в 
окрестности рассматриваемой точки функция ф^ зависит 
от функций ф^, ... , Фи_і. 

Следует обратить внимание на то, что достаточные условия 
зависимости функций, установленные в этом пункте, имеют ло¬ 
кальный характер в отличие от результатов предшествующего 
пункта, имеющих глобальный характер. Это означает следую¬ 
щее: если система т непрерывно дифференцируемых функций 
(42.1) зависима на открытом множестве О ^ Д", то, согласно 
теореме Іи. 42.1,в каждой точке этого множества ранг мат¬ 
рицы Якоби этой системы меньше т (соответственно если хотя 
бы в одной точке множества О ранг рассматриваемой матрицы 
равен т, то система независима на всем множестве Ѳ). Что 
же касается теоремы 2 настоящего пункта, то она утверждает 
лишь, что если в какой-то точке х^^^еС выполняются условия 
этой теоремы, то только на некоторой окрестности 
этой точки (а не на всем множестве С) данная система функций 
является зависимой системой. Таким образом, действительно, 
утверждение теоремы 2 имеет локальный характер. 

Добавим еще, что если в каждой точке х<°) открытого 
множества Ѳ выполняются условия теоремы 2, то, конечно, в 
этом случае в некоторой окрестности каждой точки рассматри¬ 
ваемая система функций будет зависимой. Однако теорема 2 не 
гарантирует, что эта зависимость будет одной и той же во всех 
указанных окрестностях, т. е. из теоремы 2 не следует, что в 
разных точках одни и те же функции будут зависимыми от 
других и что функции Ф, «осуществляющие» зависимости од¬ 
них и тех же функций, рассматриваемых на разных окрестнос¬ 
тях, будут совпадать в точках пересечения этих окрестностей. 
Следовательно, из теоремы 2 не следует, что система функций, 
удовлетворяющая условиям этой теоремы во всех точках х<®) 
множества (?, будет зависимой на всем множестве Ѳ в целом, 
т. е. в смысле определения 1. Это и означает, что теорема 2 не 
имеет глобального характера. 

Заметим, что существует несколько более общий подход к 
понятию зависимости функций, позволяющий построить гло¬ 
бальную теорию этого вопроса, однако не будем на этом оста¬ 
навливаться. 
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(42.12) 


Пример. Рассмотрим систему функций 
и = 8ІП (х + у), 

V = С08 (х + у). 

Якобиан этой системы равен нулю на всей плоскости 
С08(х + у) С08(х + у) 

-8Іп(х + у) -8Іп(х + у) 

и, как легко видеть, ранг матрицы Якоби этой системы равен 
единице во всех точках плоскости. 

Согласно теореме 2, функции (42.12) зависимы в окрест¬ 
ности каждой точки плоскости. В данном случае зависимость 
функций легко находится в явном виде, например на откры¬ 
том множестве точек (х, у), для которых со8 (х + у) > О, она 

может быть задана формулой ѵ = Ѵі “ 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Пусть и = х'^ + , ѵ = ху + уг + гх, іѵ = х + у + г. 

Доказать, что функции и, ѵ, іѵ зависимы, и найти уравнение, выражаю¬ 
щее их зависимость. 

2. Исследовать вопрос о зависимости функций и = ѵ = 

ІС = + 1^2 _|_ ^2^ 2 = ^Г| -ь Г|^ -Ь 

Задача 10. Функция и = и{х, у) называется гармонической в пло¬ 
ской области, если во всех точках этой области она удовлетворяет уравне¬ 
нию Аи = о (см. (41.109)). Доказать, что две гармонические функции зави¬ 
симы в плоской области тогда и только тогда, когда они линейно зависимы. 

§43 

Условный экстремум 

43.1. Понятие условного экстремума 

Пусть на открытом множестве О ^ і?" заданы функции 

Уг = /і(х), і=1,2, ...,т, (43.1) 

X = (х^, ... , х„)е С. Обозначим через Е множество точек хе С, в 
которых все функции і = 1, 2, ... , т, обраіцаются в нуль: 

Е = {х:/;(х) = о, і = 1,...,т, хеО}. (43.2) 

Уравнения 

/Дх) = 0, і = 1,2, ...,т, (43.3) 

будем называть уравнениями связи. 
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Определение 1. Пустъ на С задана функция у = Точ¬ 
ка называется точкой условного экстремума* функ¬ 

ции /о(^) относительно {или при выполнении) уравнений свя¬ 
зи (43.3), если она является точкой обычного экстремума 
этой функции, рассматриваемой только на множестве Е 
(см. п. 40.1). 

Иначе говоря, здесь значение функции ^^{х) в точке 
сравнивается не со всеми ее значениями в достаточно малой ок¬ 
рестности этой точки, а только со значениями в точках, прина- 
длежаш;их одновременно указанной достаточно малой окрест¬ 
ности и множеству Е. Как и в случае обычных экстремумов, 
можно, естественно, рассматривать точки просто условного экс¬ 
тремума и точки строгого условного экстремума. Точка услов¬ 
ного экстремума может быть либо точкой условного (строгого) 
максимума, либо точкой условного (строгого) минимума. 

Примеры. 1. Рассмотрим функцию 

Ях, у) = х^‘ + 1/2 (43.4) 

и уравнение связи 

х + г/-1 = 0. (43.5) 

Найдем условный экстремум функции (43.4) при выполнении 
уравнения связи (43.5). Из (43.5) имеем у = \ — х, откуда 

Дх, 1 - х) = 2x2 - 2х -Ь 1. 

Таким образом, при выполнении условия связи функция 
(43.4) является функцией одного переменного. Ее экстремум 
находится элементарно: приравнивая нулю ее производную 
(необходимое условие экстремума), получим 2х - 1 = 0, отку¬ 
да х = 1/2. В этой точке рассматриваемая функция, очевидно, 
имеет минимум (она является многочленом второй степени 
с положительным коэффициентом при старшем члене). Зна¬ 
чению X = 1/2, согласно уравнению связи (43.5), соответствует 
у = 1/2. 

Следовательно, в точке (1/2, 1/2) функция (43.4) достигает 
минимума относительно уравнения связи (43.5). Геометриче¬ 
ски это означает, что точка параболоида 2 = х2 -ь у^-, проекти- 
руюш;аяся в точку (1/2, 1/2), является самой низкой из всех 


* Принят также термин «относительный экстремум». 
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его точек, лежащих над прямой (43.5) (рис. 43). Этот пример 
показывает, что точка, в которой функция достигает условно¬ 
го экстремума, не является, вообще говоря, точкой экстрему¬ 
ма этой функции. 

2. Рассмотрим функцию /(х, у) = и уравнение связи 

у = 2х. Имеем Дх, 2х) = Зх^, т. е. при выполнении уравнений 
связи рассматриваемая функция также является функцией од¬ 
ного переменного и, очевидно, достигает минимума при х = О 
(рис. 44). Значению х = О, согласно уравнению связи, соответ¬ 
ствует значение у = О, а поэтому функция Дх, у) = у^ — име¬ 
ет в точке (О, 0) условный минимум относительно уравнения 
связи у = 2х. 

Следует заметить, что в этом случае сама функция Дх, у) 
не имеет ни максимума, ни минимума ни в какой точке плос¬ 
кости. Таким образом, рассмотренный пример показывает, 
что функция может не иметь экстремума, но при определен¬ 
ных уравнениях связи может иметь условный экстремум. 

В дальнейшем будем предполагать, что: 

1) все функции /р, Д, ... , непрерывно дифференциру¬ 
емы на открытом множестве О; 

2) в рассматриваемой точке х(°) векторы ѴД, ... , ли¬ 
нейно независимы, т. е. ранг матрицы Якоби 

(зг,) і- 1,2, 

равен т — числу ее строк (строки матрицы Якоби являются 
компонентами градиентов ѴД, ... , Ѵ/^). 
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Согласно результатам предыдущего параграфа, это означа¬ 
ет, что функции системы (43.1) независимы в некоторой ок¬ 
рестности точки Поскольку ранг матрицы не может быть 
больше числа столбцов, то из условия 2) следует, что т < п. 

Отметим, что в случае т = п, когда точка х*®) удовлетворя¬ 
ет уравнениям связи (43.3), в некоторой окрестности этой точ¬ 
ки нет больше точек, удовлетворяющих уравнениям связи. 
Это следует из того, что отображение 


Кх) = (/і(х), /2(х), ... , /,„(х)), X = (х^, ... , х„)еС, 


в силу неравенства нулю якобиана 


X = (х^. 

• • ♦ » 

Э(/і, ... , 

■ и) 

Э(хі, ... , 

■ Хп) 


локаль¬ 


но гомеоморфно (см. и. 41.7) в точке х***'. Поэтому вопрос об 
условном экстремуме в точке х<°) сводится к вопросу об экстре¬ 
муме функции в изолированной точке ее множества определе¬ 
ния, т. е. вопросу, имеющему правильное решение. Поэтому 
в дальнейшем будем всегда предполагать, что т < п. 

Согласно условию 2), в точке х(°) хотя бы один из определи¬ 


телей вида 


Э(/і, ... 

Э(Х;^, ... 


ности в точке х<°' 



отличен от нуля. Пусть для определен- 


••• . /т) ^ 0 
Э(Хі, ... , Х„) 


(43.6) 


Тогда при п > т, по теореме о неявных функциях (см. и. 41.3), 
систему уравнений (43.3) в некоторой окрестности точки 




можно разрешить относительно переменных 
Хі ~ Фі(^т + 1’ ••• ’ 


Х„ 


(43.7) 


Иначе говоря, существуют такие окрестности II = {7(х*®>) иіі = 

= [/(х***)) точек х<°) и .^Е**** = х*^>+ 2» ••• > соответствен¬ 

но в пространствах Д" и Д" что точка х = (х^, Х2, ... , х^) е II 
удовлетворяет уравнениям связи (43.3) тогда и только тог¬ 
да, когда она имеет вид: х = (ф^(:Е), Ф2(:Е), ... Ф„^(д^), ^), 
X ~ (^т + 1’ Х^ + 2’ • • • ’ Х^) & й. 
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Подставив значения ... , х^, заданные формулами (43.7) в 
У = /о(^)> т. е. рассмотрев композицию функции /ц и ф^, ... , ф^, 
получим функцию 

У ~ /о(Фі(^т + 1’ ••• ’ ^га)’ ••• ’ Фт(^т +1’ •” ’ ^п)’ + 1’ •" ’ ^п) “ 

+ ... ,х„) (43.8) 

от п — т переменных ^ ... , х^, определенную и непре¬ 

рывно дифференцируемую в указанной выше окрестности Ѵ 
точки 

Поскольку, согласно теореме о неявных функциях, усло¬ 
вия (43.3) и (43.7) равносильны, справедливо следуюп];ее ут¬ 
верждение. 

Точка является точкой {строгого) условного экстре¬ 
мума для функции ^^{х) относительно уравнений связи 
(43.3) в том и только в том случае, когда хй>^ является точ¬ 
кой обычного {строгого) экстремума функций (43.8). 

Если — точка обычного экстремума функции §, то она 
является стационарной точкой этой функции (см. п. 40.1): 

д§{В^^) = 0. (43.9) 

Напомним, что дифференциал — линейная однородная функ¬ 
ция и его равенство нулю означает равенство нулю этой функ¬ 
ции при любых значениях ее аргументов, в данном случае — 
при любых ... , дх^. Это возможно, очевидно, в том и 

только в том случае, когда все коэффициенты при этих аргу¬ 
ментах, т. е. производные —, к = 1, 2, , п - т, обраща- 

+ к 

ются в нуль в точке Условие (43.9) необходимо для услов¬ 
ного экстремума в точке 

Таким образом, метод, основанный на решении системы 
уравнений (43.3), позволяет свести вопрос о нахождении ус¬ 
ловного экстремума к уже изученному вопросу об обычном 
экстремуме. Именно таким образом мы и поступали в рас¬ 
смотренных выше примерах. Однако найти решение системы 
(43.3) в явном виде часто невозможно или весьма затрудни¬ 
тельно; поэтому желательно располагать методом, позволяю¬ 
щим находить условный экстремум, не решая системы (43.3). 
Этот способ изложен ниже. 
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43.2. Метод множителей Лагранжа 

для нахождения точек условного экстремума 


В п. 43.2 предполагается, что все функции /р, ... , не¬ 

прерывно дифференцируемы на открытом множестве О ^ Д", 
п> т. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть — точка условного экстремума 
функции при выполнении уравнений связи (43.3). Тогда 
в этой точке градиенты Ѵ/^, Ѵ/^, ... , линейно зависи¬ 
мы, т. е. существуют такие, не все равные нулю, числа 
^ 0 ’ ^ 1 ’ *** ’ кто 

ХоѴ/о + КУ и + - + = о- (43.10) 

СЛЕДСТВИЕ. Если в точке условного экстремума функ¬ 
ции /о относительно уравнений связи (43.3) градиенты 
Ѵу^, ... , Ѵ/^линейно независимы, т. е. ранг матрицы Якоби 


3 ■ 

( аУ ) ■'-'•2 . ”. . и . 

равен т, то существуют такие ... , что в этой точке 

ѴУо + Е ѵу^ = о, (43.11) 

у = 1 

т. е. градиент ѴУц является линейной комбинацией градиен¬ 
тов ѵу^, ..., ѵу^. 

В координатной форме условие (43.11) имеет вид: для лю¬ 
бого і = 1, 2, ... , га в точке 


Функция 


^Уо 


т Л/. 

+ X, - о- 

1-1 


(43.12) 


Р{х) = Уо(л:)+ Е 

7-1 


(43.13) 


где числа ... , удовлетворяют условию (43.12), называет¬ 
ся функцией Лагранжа рассматриваемой задачи, а сами числа 
Я^, ... , Я^ — множителями Лагранжа. 

Условие (43.12) означает, что если является точкой ус¬ 
ловного экстремума функции Ур относительно уравнений свя- 
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зи (43.3), то она является стационарной точкой для функции 
Лагранжа, т. е. 


Иначе говоря. 


Э^(х<о)) 

ЭХ; 


= 0, І=1,2, 


п. 


(43.14) 


сіР{х(^)) = 0 . 


Прежде чем доказать теорему, разъясним ее смысл и пока¬ 
жем, как ее использовать для нахождения точек условного 
экстремума. Прежде всего обратим внимание на то, что у 
функции вида (43.13) при произвольных числах ... , 
каждая точка ее условного экстремума является и точкой ус¬ 
ловного экстремума исходной функции /р, и наоборот. Мы вы¬ 
бираем такие значения Я^, ... , Я^, чтобы выполнялись условия 
(43.12), т. е. чтобы данная точка условного экстремума оказа¬ 
лась и стационарной точкой функции (43.13). 

Для отыскания точек условного экстремума следует рас¬ 
смотреть систему п + т уравнений (43.3) и (43.12) относитель¬ 
но неизвестных ... , Я^, ... , Я,„ и репіить ее (если это 

окажется возможным), найдя ... , и по возможности 
исключив Я^, ... , Сформулированная теорема утверждает, 
что все точки условного экстремума будут находиться среди 
найденных таким образом точек (х*®*, ... , х*^*’^). Вопрос о том, 
какие же из них фактически будут точками условного экстре¬ 
мума, требует дополнительного исследования; оно будет про¬ 
ведено в пункте 43.5*. 

Доказательство теоремы. Докажем утверждение, рав¬ 
носильное теореме: если в точке х*®' = (х^®*, ... , х^*’*), удовлетво- 
ряюіцей уравнениям связи 

4(х(0)) = 0, к = 1,2,...,т, (43.15) 


градиенты Ѵ/ц, ѴД, ... , Ѵ/^ линейно независимы, то х*°' не яв¬ 


ляется точкой условного экстремума. 

Итак, пусть ѴД, ѴД, ... , линейно независимы и, следова¬ 


тельно, ранг матрицы Якоби І = 0, 1, ... , т, і = 1, 2, ... , п. 


равен т + 1. Тогда в этой матрице суіцествует минор порядка 
т -Ь 1, не равный нулю. Для определенности будем считать, 
что он образован первыми т + 1 столбцами, т. е. 


Э(Д, Д, , ц 
ЭСх^, Х2, ... , 


X = 


*( 0 ) 


^0. 


(43.16) 
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Множество С — открыто, а поэтому существует такое Зц > О, что 
при всех 8, О < 8 < 8о, куб = {х : < 8, і = 1, 2, , п} 

лежит в О, и, следовательно, на нем определены все функ¬ 
ции /о, А, ••• 

Зафиксируем + 2 ^ + 2 ’ •••■> и введем следую¬ 

щие обозначения: 




X (^1, • • • , +1)> 

^ = {х*: |х; - хР*| < 8, і = 1, 2, ... , т -Ь 1}. 


Очевидно, функции /^(Хі, ... , х^^^, х^>+ 2 > ••• ’ = 1,... , т, 

определены и непрерывно дифференцируемы всюду в 
Рассмотрим отображение Ф: ^ ^ задаваемое фор¬ 

мулами 

Уі ~ ••• ’ + 1 ’ + 2 ’ ••• ’ 

У2 ~ ••• > + 1 ’ + 2 > ••• ’ 

(43.17) 


Ут + 1 ^••• ’ 


хФ) 

1 ’ ■^т + 


2 ’ 




В силу (43.16), для точки х^О = (х*®*, ... , х^^\ ]^) имеем 


Э(г/і, .. 

' ’ Ут + і) 


Э(/о, д, . 


Э(Хі, .. 

' ’ + і) 

ж* - ж*«» 

Э(Хі, Х2, ... 

» + і) 


Поскольку точка хО) является точкой условного экстремума, 
она удовлетворяет уравнениям связи (43.3). Таким образом, 
для точки хО) имеем Ф(х*0>) = (/(,(хО)), О, ... , 0). Поэтому (см. 
теорему 7 в п. 41.7 о локальной обратимости непрерывно диф¬ 
ференцируемого отображения в точке, в которой его якобиан 
не равен нулю) существует такое е > 0, что на окрестности 


Ѵ= {у = (Уі, ... , У^ + і): |г/і -|У;1 <е,у = 2, 3, ... , т + 1} 

(рис. 45, т = 1, п = 2) определено обратное к Ф отображение, 
и, следовательно, в любую точку этой окрестности отобража¬ 
ется какая-то точка из 

В частности, поскольку при любом р, 0 < Г] < е, имеет место 
включение (Д:^*®*) ± Л» 0, ... , 0)е'Р, то в кубе ^ найдутся 
точки х'* = (х[, ... , х^ + ^) и х"* = (х^, ... , л:" + ]^), отображаю¬ 
щиеся при отображении Ф в указанные точки окрестности V: 
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У2і 





г 

і , 

п 

1 

1 

1 


0 

Ял:(0))-е| /о(>)) 

1 

|д(х(о))+е 

1 

Л 

Уі 






Рис. 45 


Ф(л:'*) = (Ял:<°>) + Л. О, ... ,0), Ф(х"*) = (Ях(0))-Л,0, ... , 0). Если 
положим для краткости х' = (х'^, ... , 2 ’ ••• > и 

х" = (х'-^, ... , х" + 2 ’ ••• ’ ™ в координатной записи 

(см. (43.17)) получим 

/о(^0 = + Л > 

Ж^О = 0, й = 1, 2, ... , т, х'е 
и 

/о(^") = “ л < 

/к(х") = 0, й = 1, 2, ... , т, хе ^§ . 

Поскольку число 8, о < 8 < 8д, может быть сколь угодно мало, 
указанные выше точки х' и х" могут быть выбраны сколь 
угодно близко от точки х^®), и, таким образом, сколь угодно 
близко от точки X*®) имеются точки, удовлетворяюш,ие уравне¬ 
ниям связи, в которых функция /д принимает значения как 

большие, так и меньшие значения /д(х(®*). Это означает, что 
точка х<°) не является точкой условного экстремума. Получен¬ 
ное противоречие доказывает теорему. □ 

Доказательство следствия. Если векторы ѴД, ..., ѴЖ 
линейно независимы, то в равенстве (43.10) имеем Я,д ^ 0, так 
как в случае Я-д = 0 указанные векторы, в силу (43.10), оказа¬ 
лись бы линейно зависимыми. Разделив обе части (43.10) на Яд, 
получим равенство вида (43.11). □ 

43.3*. Геометрическая интерпретация метода Лагранжа 

Дадим теперь некоторые геометрические пояснения к теоре¬ 
ме 1. Рассмотрим для простоты случай условного экстремума 
функции двух переменных г = /(х, у) при выполнении уравне¬ 
ния связи ф(х, у) = 0. 
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Пусть функции / и ф непрерывно дифференцируемы в ок¬ 
рестности точки (Хц, уо), Ѵф(хо, г/о) = г/о) ^ ^ 0 

и ф(Хо, Уо) = 0. В силу условия Ѵф(Хо, Уо) ^ согласно теореме 
о неявных функциях, уравнение ф(х, у) = 0 в окрестности точ¬ 
ки (Хр, Уо) задает некоторую гладкую кривую, обладающую 
явным представлением либо вида у = у(х), либо вида х = х(у). 
Поскольку нас интересуют только достаточно близкие к (Хц, Уо) 
точки, то указанную кривую будем называть просто кривой 
ф(х, у) = о (т. е., попросту говоря, всюду в дальнейшем будем 
рассматривать сужение функции / и ф на указанную окрест¬ 
ность точки (Хц, у о)). 

Градиент Ѵф(х0, уд) является нормалью к кривой ф(х, у) = 0 
в точке (Хц, уц) (и. 20.6). Обозначим через х единичный касатель¬ 
ный вектор к кривой ф(х, у) в точке (Хц, уд). Пусть для определен¬ 
ности рассматриваемая кривая задается уравнением у = у(х). Ес¬ 
ли (Хр, ур) — точка условного экстремума, то Хд является точкой 

обычного экстремума для функции §'(х) = /(х, у(х)) (см. п. 43.1), 
и поэтому ^(х) = о, т. е. производная функции / в точке (Хц, ур) 
в направлении кривой ф(х, у) = 0, или, что то же (см. п. 20.7), 
в направлении вектора х равна нулю: 

Щ^ = (ѴГіх^, Уо),х) = 0. 

Это означает ортогональность градиента ѴДхр, уц) и каса¬ 
тельного вектора х, что равносильно коллинеарности векто¬ 
ров ѴЯлГо, Уо) и Ѵф(Хо, Уо): ѴДхо, Уо) = Я,Ѵф(Хо, Уо), т. е. вы¬ 
полняется условие (43.11). Выполнение этого условия в точ¬ 
ке условного экстремума можно пояснить и другим путем. 

Пусть /(Хо, Уо) = с. Если в точке (Хо, Уо) не выполняется усло¬ 
вие (43.11), т. е. градиенты V/ и Ѵф не коллинеарны, то это оз¬ 
начает, что в этой точке V/ 5^ 0 и линия уровня /(х, у) = с и 
кривая ф(х, у) = о пересекаются в этой точке под некоторым 

углом а, отличным от о и л (рис. 46). 
Поэтому в любой достаточно малой 
окрестности точки (Хд, уд) часть кри¬ 
вой ф(х, у) = о окажется расположен¬ 
ной в области / < с (в «области мень¬ 
ших значений»), а часть — в области 
/ > с (в «области больших значений»). 
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ф(л:, ^) = О 



/^>с 


Пх,у) = с 


/<с 


Кх,у) = с 


ф(л:, !/) = 0 


Рис. 48 


Это означает, что в точке {х^, у^) нет рассматриваемого услов¬ 
ного экстремума. 

В случае же, когда векторы Ѵ/ и Ѵф коллинеарны, V/ = Я,Аф 
часть кривой ф(л:, у) = О может принадлежать некоторой ок¬ 
рестности точки (Хр, Уд), целиком лежащей в области меньших 
значений / < с (рис. 47) или в области больших значений / > с. 
В этом случае в точке (лгд, уд) достигается условный экстремум. 

Однако в случае коллинеарности векторов V/ и Ѵф кривая 
ф(л;, у) = О также может оказаться расположенной в любой до¬ 
статочно малой окрестности точки {x^, уд) частично в области 
меньших, а частично в области больших значений функции / 
(рис. 48) — тогда в точке (Хд, уд) снова не будет условного экс¬ 
тремума. Подобная ситуация возникает, например, когда кри¬ 
вые /(х, у) = с и ф(х, у) = О имеют в точке (Хд, уд) общую каса¬ 
тельную, причем кривая Дх, у) = с расположена в достаточно 
малой окрестности точки (Хд, уд) по одну сторону от этой каса¬ 
тельной, а кривая ф(х, у) = О имеет в этой точке перегиб, пере¬ 
ходя с одной стороны касательной на другую. 

Сказанное поясняет то обстоятельство, что (43.10) является 
необходимым, но не достаточным условием 
для условного экстремума. 

Приведенные геометрические рассмотрения вопроса об услов¬ 
ном экстремуме распространяются и на многомерный случай. 

43.4*. Стационарные точки функции Лагранжа 

В этом пункте будет дано описание стационарных точек функ¬ 
ции Лагранжа (43.13) посредством функции ... , х„), 

введенной в п. 43.1 (см. (43.8)). Предварительно докажем од¬ 
ну простую лемму из линейной алгебры. 

Пусть задана система линейных однородных уравнений 

а^^х^ 4- ... -Ь а;„х„ = о, і = 1,2, ... ,т, (43.18) 
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и еще одно линейное однородное уравнение 

+ ... + = 0. (43.19) 

Систему уравнений, получаемую присоединением к системе 

(43.18) уравнения (43.19), будем называть расширенной сис¬ 
темой (43.18)—(43.19). 

ЛЕММА. Для того чтобы расширенная система (43.18)— 

(43.19) была равносильна основной системе (43.18), необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы уравнение (43.19) являлось ли¬ 
нейной комбинацией уравнений системы (43.18). 

СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы уравнение (43.19) было линейной 
комбинацией уравнений (43.18) или, что то же, чтобы вектор 

Ь =^(Ьі, ... ,Ь„) (43.20) 

был линейной комбинацией векторов 

і=1,2, ...,т, (43.21) 

необходимо и достаточно, чтобы каждое решение системы 
(43.18) являлось решением уравнения (43.19). 
Доказательство леммы. Пусть ранг матрицы {аф ко¬ 
эффициентов системы (43.18) равен т^. Очевидно, что т^ < т. 
Если т^ < т, то т — т^ уравнений системы (43.18) являются ли¬ 
нейными комбинациями остальных. Отбросив те т — т^ линей¬ 
ные уравнения, которые являются линейными комбинациями 
оставшихся, получим систему из т^ линейно независимых урав¬ 
нений, равносильную системе (43.18), причем уравнение (43.19) 
является линейной комбинацией уравнений системы (43.18) тог¬ 
да и только тогда, когда оно является линейной комбинацией 
указанной системы из оставшихся т^ уравнений. Поэтому будем 
с самого начала считать, что т = т^, т. е. что ранг матрицы {аф 
коэффициентов системы (43.18) равен т — числу уравнений 
этой системы. 

Пусть системы (43.18) и (43.18)—(43.19) равносильны. Это 
означает, что пространства их решений совпадают. Поскольку 
все уравнения основной системы (43.18) входят в расширенную 
систему (43.18)—(43.19), то каждое решение расширенной сис¬ 
темы является и решением основной системы, т. е. пространст¬ 
во решений расширенной системы содержится в пространстве 
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решений основной системы. Следовательно, совпадение этих 
пространств равносильно равенству их размерностей. 

Размерность 8 пространства решений системы линейных од¬ 
нородных уравнений равна, как известно, числу неизвестных п 
этой системы, из которого вычтен ранг г матрицы коэффициен¬ 
тов системы: в = п — г. Отсюда следует, что равносильность сис¬ 
тем (43.18) и (43.18)—(43.19) означает равенство рангов их мат¬ 
риц. Ранг матрицы коэффициентов системы (43.18) по условию 
равен т, т. е. векторы (43.21) линейно независимы. 

Ранг матрицы коэффициентов расширенной системы 
(43.18)—(43.19), согласно сказанному в наших условиях, так¬ 
же равен т. Поэтому векторы (см. (43.20) и (43.21)) 

Ь, а-^^, (43.22) 

линейно зависимы. Это означает, что Ь является линейной 
комбинацией векторов а^, ... , а^. 

В самом деле, линейная зависимость векторов (43.22) озна¬ 
чает, что суш,ествуют такие числа Цц, ц^, ... , ц^, не все равные 
нулю, что 

ЦоЬ + Ціаі + ...+ц^а^ = 0. (43.23) 

Здесь заведомо Цц ^ 0, так как в противном случае векторы 
а^, ... , оказались бы линейно зависимыми. Поделив равен¬ 
ство (43.23) на Цц, получим, что Ь является линейной комбина¬ 
цией векторов а^, ... , а^. 

Обратно, если Ь является линейной комбинацией векторов 
(43.21), то в системах векторов (43.21) и (43.22) имеется в точнос¬ 
ти по т линейно независимых векторов, т. е. ранги матриц коэф¬ 
фициентов систем уравнений (43.18) и (43.18)—(43.19) равны. 

Итак, условие, что вектор Ь является линейной комбина¬ 
цией векторов (43.21): 

Ь = Ѵі + ••• 

эквивалентно равенству рангов матриц коэффициентов рас¬ 
сматриваемых основной и расширенной системы уравнений, 
следовательно, эквивалентно их равносильности. □ 

Утверждение следствия сразу следует из леммы, посколь¬ 
ку системы (43.18) и (43.18)—(43.19), очевидно, равносильны 
тогда и только тогда, когда каждое решение системы (43.18) 
является и решением уравнения (43.19) — остальные уравне¬ 
ния этих систем просто совпадают. □ 
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Замечание 1. Доказанная лемма и ее следствия име¬ 
ют простую геометрическую интерпретацию в п-мерном е в- 
клидовом векторном пространстве Д", т. е. в п-мерном 
пространстве со скалярным произведением. Используя обо¬ 
значение скалярного произведения, систему (43.18) можно за¬ 
писать в виде 

(йр х) = О, і = 1,2, ...,т, (43.24) 

а уравнение (43.19) — в виде 

(Ь, х) = О, (43.25) 

где векторы а^, ... , и 5 определены формулами (43.20) и 
(43.21), а X = (Хі, ... , x^. 

Множество всевозможных линейных комбинаций векто¬ 
ров а^, ... , образует подпространство пространства Д" и на¬ 
зывается подпространством, натянутым на эти векторы. 
Обозначим его через Ь(а^, ... , а^. 

Множество решений системы (43.24) состоит из всех век¬ 
торов X, ортогональных подпространству і(а^, ... , а^). Обо¬ 
значим это множество решений через Т. Оно также является 
подпространством пространства Д". 

Подпространства Ь '=^ Ь(а^, ... , а^) и Т называются ортого¬ 
нальными дополнениями друг к другу в пространстве Д". 

Представимость вектора Ъ в виде линейной комбинации 
векторов а^, ... , а^ равносильна его принадлежности подпро¬ 
странству Ь = Ь (а^, ... , а^) пространства Д": ЬеЬ. Это усло¬ 
вие, в свою очередь, равносильно ортогональности вектора Ь 
подпространству Г: Ь _1 Т", которая означает, что для всех хе Т 
имеет место равенство (Ь, х) = 0, т. е. что любое решение х сис¬ 
темы (43.24) является решением уравнения (43.25). Это и яв¬ 
ляется утверждением следствия леммы. 

Замечание 2. Напомним метод, которым можно полу¬ 
чить все решения однородной системы линейных уравнений. 
Пусть система (43.18) состоит из линейно независимых урав¬ 
нений. Тогда ранг матрицы его коэффициентов равен т. Это 
означает, что суш;ествует минор этой матрицы порядка т, не 
равный нулю. Пусть для определенности 


йц . 

•• “іт 

• 

•• ^тт 


(43.26) 
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в этом случае все решения системы (43.18) можно получить, 
задавая произвольно последние п—т координаты вектора 
, х^^). Остальные координаты однозначно находятся из 
системы уравнений (43.18). В самом деле, возьмем произволь¬ 
ное решение (х^®\ ... , системы (43.18). После подстановки 

Хт + і = + 1> ••• ’ ^ ^ (43.18) получится система из т ли¬ 

нейных уравнений (с т неизвестными х^, ... , х^, матрица коэф¬ 
фициентов которой, в силу условия (43.26), невырожденная. По¬ 
этому суш;ествуют единственные значения х-^, ... , х^, удовлетво- 

ряюш;ие получившейся системе. Поскольку ... , также 
было решением системы (43.18), то = х^*^\ ... , х^ = х^*. 

Перейдем теперь к анализу стационарных точек функции 
Лагранжа. 

ТЕОРЕМА 2. Пустъ функции /р, непрерывно диффе¬ 
ренцируемы в области О ^ х*°)еС, /г(х<®>) = О, і = 1, 2, ... , т, 

и ранг матрицы Якоби функций Д, ... , точке х*°) равен т. 
Для того чтобы в точке х(°* = (х^®^ ... , х*^®^) градиент Ѵ/ц являл¬ 
ся линейной комбинацией градиентов VД, ... , Ѵ/^, необходимо и 

достаточно, чтобы точка х(°) = (х^^^ ... , х*^*’^) была стаци¬ 
онарной точкой для функции §{х) = ... , хД (см. (43.8)). 

Напомним, что если в точке х*^’) градиент Ѵ/р является ли¬ 
нейной комбинацией 

Ѵ/о = ^іѴ/і + ... + Х,„Ѵ/^ (43.27) 

градиентов Ѵ/^, ... , Ѵ/^, то это равносильно тому, что суш;ест- 
вует функция Лагранжа 

^ = /’о-Ѵі---Ѵ.^ (43.28) 

для которой точка х(°* является стационарной: 

^5^ = 0, і = 1,2, ...,п. (43.29) 


Это просто координатная запись условия (43.27), так как, в 
силу (43.28), 


Ьx^ 


-А ^ 

дx^ '”ЭЖ; ’ 


і = 1, ... , т. 
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Доказательство. По условию ранг матрицы Якоби сис¬ 
темы функций Д, в точке равен т. Будем считать 

для определенности, как и в и. 43.1, что 


Э(/і, 

Э(x^, 


Д) 


^т) I 


^0. 


.( 0 ) 


(43.30) 


Подставим в уравнение связи (43.3) функции (43.7), являю¬ 
щиеся решением этих уравнений, и продифференцируем полу¬ 
чившиеся относительно переменных + і, ... , тождества. 

Получим для точки (х****) равенства с?Д(х(®*) = 0,і = 1,2,...,т, 
справедливые для любых приращений <іх^_^ ... , с?х„ незави¬ 
симых переменных х^^ ... , х^ (напомним, что дифференци¬ 

ал является линейной функцией, определенной на всем про¬ 
странстве). Использовав инвариантность формы первого диф¬ 
ференциала относительно выбора переменных, получим, что в 
точке х*°) выполняются равенства 




Э/; , гі/; 

+ _^ {Іх + _ — 


сіх„ 


+ ^сгх„ = 0, (43.31) 


і = 1, 2, ... , т. 


где (іх^^ ... , (іх^ произвольны, а (іх^, ... , (іх^ находятся из 

формул (43.7). Таким образом, вектор 

йх = (с?х^, ... , (1х^, (іх^^^, ... , (іх„) (43.32) 


является решением линейной однородной системы (43.31). 

Отметим, что в силу условия (43.30) значения (іх^, ... , <іх^ 
при заданных с?х^ ... , с?х„ однозначно находятся и из сис¬ 
темы (43.31). Из замечания 2 следует также, что указанным 
способом получаются все решения системы (43.31). 

Стационарность точки для функции §(х) = §{х ^... , х„) 


означает, что с?^(х(*’*) = 0. Это равенство, в силу инвариантнос¬ 
ти формы первого дифференциала, можно более подробно за¬ 
писать в виде 


^ (ІХ, -Ь 
ох 2 


+ ^ ах + 


^^т + 1 + 


+ = (43.33) 

где (Іх^ ... , (іх^ можно задавать произвольно, а с?х^, ... 
... , (іх^ следует находить из формул (43.7) или, что дает тот 
же результат, из формул (43.31). Иначе говоря, любое реше- 
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ние системы уравнений (43.31) является и решением уравне¬ 
ния (43.33). Согласно следствию из леммы, это возможно тог¬ 
да и только тогда, когда уравнение (43.33) является линейной 
комбинацией уравнений системы (43.31), т. е. когда суіцест- 
вуют такие числа Я,^, ... , ’к^, что 

Ѵ/о = + ••• + ° 

Замечание 3. Согласно замечанию 2, совокупность 
всех решений системы уравнений (43.31) образует подпрост¬ 
ранство Т пространства і?", являюіцееся ортогональным до¬ 
полнением к подпространству Ь = Я(Ѵ/^, ... , Ѵ/^). Любой век¬ 
тор уе Т ортогонален каждому градиенту а поэтому его ес¬ 
тественно назвать касательным вектором в точке к 
гиперповерхности /Дх) = О, являюш;ейся множеством уровня 
(см. § 19) функции і = 1, ... , т. 

Таким образом, пространство решений Т системы (43.31) 
состоит из векторов, касательных одновременно ко всем ги¬ 
перповерхностям /Дх) = О, і = 1, ... , т, и поэтому его называ¬ 
ют касательным пространством пересечения всех гиперпо¬ 
верхностей /Дх) = О, і = 1, 2, ... , т. Напомним, что векторы 
касательного пространства Т, т. е. решения системы (43.31), 
были обозначены через <іх (см. (43.32)). 

Поскольку в точке условного экстремума, согласно теоре¬ 
ме 2, имеет место включение 

Ѵ/-оЕІ = і(Ѵ/„ ... , V/^, то Ѵ/о±Г. 

Иначе говоря, градиент Ѵ/ц одновременно ортогонален всем 
касательным сіх к гиперповерхностям /Дх) = О, і = 1, 2, ... , т: 

(Ѵ/о, (іх) = О 

(это другая запись уравнения (43.33)), т. е. градиент Ѵ/ц перпен¬ 
дикулярен касательному пространству Т в точке х<®Я Но множе¬ 
ство всех векторов, ортогональных к Ѵ/д, образует (п — 1)-мерное 
подпространство Т^, называемое касательным пространством 
к гиперповерхности /^(x) = В силу сказанного выше, 

каждый вектор из Т, будучи ортогонален градиенту Ѵ/ц, прина¬ 
длежит к Гр, т. е. Т Гр. 

Итак, если х(°) — точка условного экстремума, то Т Т^, 

т. е. касательное пространство в точке х<°) пересечения всех 
гиперповерхностей, задаваемых уравнениями связи, содер¬ 
жится в касательном пространстве в той же точке гипер¬ 
поверхности /о(х) = /о(х<°*). 
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Замечание 4. Из теоремы 2 еще раз вытекает следст¬ 
вие теоремы 1. В самом деле, если является точкой услов¬ 
ного экстремума, то является точкой обычного экстрему¬ 
ма для функции § (см. п. 43.1) и, следовательно, ее стационар¬ 
ной точкой. Поэтому, согласно теореме 2, точка является 
стационарной точкой для функции Лагранжа, т. е. выполня¬ 
ется условие (43.14) или, что то же самое, условие (43.11). 

43.5*. Достаточные условия 
для точек условного экстремума 

В этом пункте также будем предполагать выполненными все 
предположения, наложенные на функции /р и Д, і = 1, 2, ... , т, 
в п. 43.1. Пусть 

т 

р=и+ і: 

і = 1 

— функция Лагранжа (см. (43.13)) для функции и уравне¬ 
ний связи (43.3). Пусть О удовлетворяет уравнениям свя¬ 
зи (43.3) и является стационарной точкой функции Лагран¬ 
жа, т. е. точкой, координаты которой удовлетворяют системе 
уравнений (43.12) и (43.3). Нашей целью является получение 
метода, с помощью которого можно установить условия, до¬ 
статочные для того, чтобы являлась точкой условного экс¬ 
тремума рассматриваемой задачи. 

Заметим прежде всего, что если точка хе О удовлетворяет 
уравнениям связи (43.3), то 

А/ = /(х) - Ях^о)) = Р(х) - Р(х^^'>) = АР. (43.34) 

Отсюда сразу видно, что если хО) является точкой обычного экс¬ 
тремума для функции Р, т. е. АР не меняет знака в некоторой 
окрестности точки хО), то хО) является точкой условного экстре¬ 
мума для функции /ц. Действительно, из (43.34) следует в этом 
случае, что приращение А/ц для допустимых значений х, т. е. 
удовлетворяющих уравнениям связи, также не меняет знака. 

Это достаточное условие, однако, накладывает слишком силь¬ 
ное ограничение на поведение функции Лагранжа Р(х) в рассмат¬ 
риваемой точке — она должна иметь обычный экстремум, что 
сильно сужает область возможного применения указанного усло¬ 
вия при решении задач. Поэтому целесообразно получить более 
общий достаточный признак условного экстремума. 

Пусть функции /о> /і> ••• ^ ДВАЖДЫ непрерывно дифферен¬ 
цируемы в окрестности точки х*®* и градиенты ѴД, Ѵ^, ... , 
линейно независимы в этой точке. 
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ТЕОРЕМА 3 (достаточные условия для условного экстре¬ 
мума). Пусть точка удовлетворяет уравнениям связи и 
является стационарной точкой функции Лагранжа, т. е. 




Эх,- 


, га. 


(43.35) 


Если второй дифференциал 


^X^дx^ 1 


функции Лагранжа в точке х*®' принимает только положи¬ 
тельные {отрицательные) значения при всех значениях <іх^, 
йх 2 , ... , дх^^, не равных одновременно нулю и удовлетворяю¬ 
щих продифференцированным уравнениям связи (43.3), гаг. е. 
уравнениям 

Э^СхО)) 




Эx^ 


Эх о 


+ 


Эх„ 


дх = О, 


й = 1,2, ... ,га, (43.36) 

то точка х*°' является точкой строгого условного минимума 
{максимума). Если при тех же ограничениях на значения диф¬ 
ференциалов с?х^, дх 2 , ... , дх^ второй дифференциал функции 
Лагранжа принимает как положительные, так и отрица¬ 
тельные значения, то в точке х*®* условного экстремума нет. 
Доказательство. Из линейной независимости градиен¬ 
тов ѴД, Ѵ/ 2 , ... , Ѵ/^ следует, что ранг матрицы Якоби ^ ра¬ 
вен т, т. е. у этой матрицы существует не равный нулю минор 
порядка гаг. Пусть для определенности 

Э(Д, /2, ... , 


^0. 


(43.37) 


: = ж«» 


Э(х^, Х2, ... , х^)I 

Тогда в некоторой окрестности точки х^^*' переменные х^, Х 2 , ... 
... , х^, в силу уравнений связи 

Д = о, к = 1,2,...,т, (43.38) 


являются функциями переменных х^^^, х^_|_ 2 , ... , х^: 

^к = %і^т + 1 ’^т + 2 ’ к=1,2, ... ,т, (43.39) 

т. е. являются решениями системы уравнений (43.38). 

Воспользуемся тем, что точка х(®> = (х^*’^ ^ 2 *^^ ••• > яв¬ 
ляется точкой строгого условного экстремума функции при 
выполнении уравнений связи (43.38) тогда и только тогда. 
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когда точка ••• ’ является точкой 

обычного строгого локального экстремума для функции 

/о(-^) = /■о(Фі(^)> Ф2(^)> ••• > Фт(^)> •^)- 

X — 1, х^^2> ••• > ^7і)» (43.40) 

для этого, согласно теореме 2 п. 40.2, достаточно, чтобы 

сг/о(х<о)) = о, (43.41) 

а второй дифференциал был знакоопределенной квад¬ 

ратичной формой. Вычислим эти дифференциалы. Для удобства 
функции к = 1, 2, , т, в которых переменные х^, Хз, ... , х^ 

являются функциями (43.39) переменных х^ х^ ^ 2 > ••• > 

будем обозначать 

/й (Фі(^)> (ф2(^)’ ••• » Фпг(^)’ + 1’ •” ’ ^ 1; 2, ... , ТП. 

Пусть 

^ = /0+1 ки (43.42) 

к=\ 

— функция Лагранжа для точки х*°\ т. е. координаты х^*’^ 
х^®\ ... , х^*’^ этой точки и числа Я,^, Я 2 , ... , являются решени¬ 
ем системы уравнений (43.3) и (43.12), и пусть =/р-Ь ^ 

А - 1 

Подставив (43.39) в (43.38), получим тождества = 0, Я = 
= 1, 2, ... , т, продифференцировав которые в точке получим 

с?/;; = о, к = 1,2,...,т, (43.43) 

т. е., в силу независимости формы записи первого дифферен¬ 
циала от выбора переменных, 

I; ^сгх; = 0, Я = 1,2, ...,т. (43.44) 

і = 1 

Здесь (іх^^ 2 > ••• > являются дифференциалами (при- 

раш,ениями) независимых переменных, а (іх^ = с?ф^(.:Е), (ІХ 2 = 
= с?ф 2 (х), ... , (іх^ = (іф^(х) — дифференциалами функций. 
Вычислим первый дифференциал функции /д в точке х(°Я 

^^0 (43Г43) ^^0 + о + ^а/а) (4з742) ^ 

- (43.45) 
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(В конце проведенной выкладки была снова использована не¬ 
зависимость формы записи первого дифференциала от выбора 
переменных.) 

Дифференцируя тождества (43.43), получим 


сг2/^ = 0, к = 1,2, ... ,т, (43.46) 

где по-прежнему дифференциалы (ІХ 2 , ... , сіх^ связаны со¬ 
отношениями (43.44). Теперь для второго дифференциала 
функции (43.40) имеем 


+X. К “"к - ЛЧК + І КК) 




- - Ч Ё. I - 1 , Іё; “ч + Х. Ц „Я 


35) 


Итак, 


= у (іх сіх 

(43.35) 4 1 Эх.Эж; ^ у 

<іЧо^т= I ^-^ах.ах^, 

і.і=1 


(43.47) 


1^, ^ ^ 

где дифференциалы (ІХ 2 , ... , (іх^ удовлетворяют соотно¬ 
шениям (43.44). 

Поэтому если дифференциалы с^х^, СІХ 2 , ... , с?х„, не все рав¬ 
ные нулю, связаны соотношениями (43.44) и для них 

= У ( 1 ^ (іх.>0, 

I, в силу (43.47), для дифференциалов (іх^_і_ (іх^^ 2 > ••• ’ 


то 


будем иметь > 0. При этом не все эти дифференциалы 

равны нулю. В самом деле, условие (43.37) означает, что опре¬ 
делитель системы линейных относительно дифференциалов 
(іх^, (ІХ 2 , ... , <іх^ уравнений (43.44) не равен нулю, поэтому 
указанная система однозначно разрешима относительно диф¬ 
ференциалов (іх^, (ІХ 2 , ... , сіх^ и, следовательно, эти дифферен¬ 
циалы являются линейными комбинациями дифференциалов 
+ 1 ’ + 2 ’ ••• ’ ^^71 • Отсюда И вытекаст, что в случае равен¬ 

ства нулю всех дифференциалов (Іх^ ^ (іх^ ^ 2 » ••• > были 
бы равны нулю вообш;е все дифференциалы с?х^, (ІХ 2 , ... , (Іх^. 

Из сказанного следует, что точка :^0) является точкой стро¬ 
гого локального минимума для функции /д, поэтому точка 
хО) — точка строгого условного минимума для функции / при 
выполнении уравнений связи (43.38). 
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Аналогично с помощью той же теоремы 2 п. 40.2 получа¬ 
ются достаточные условия для точки строгого условного мак¬ 
симума и для отсутствия условного экстремума. □ 

Таким образом, чтобы исследовать стационарную точку 
функции Лагранжа (43.13) на условный экстремум, надо ис¬ 
следовать на определенность квадратичную форму (43.39), 
т. е. второй дифференциал функции Лагранжа в этой точке при 
выполнении условий связи (43.3) (когда дифференциалы (іx^, 
і = 1, 2, ... , /г, связаны соотношениями (43.31)). При этом сле¬ 
дует иметь в виду, что если второй дифференциал функции 
Лагранжа в рассматриваемой точке окажется положительно 
(отрицательно) определенным и без выполнения условий свя¬ 
зи, то он будет таковым, конечно, и при их выполнении. 

Пусть, например, требуется найти точки экстремума функ¬ 
ции /(х, у) = ху, когда точка (х, у) лежит на прямой х - у = 0. 
Функцией Лагранжа в данном случае является функция 


Р(х, у) = ху - Я,(л: - у), и так как ^ = у - = х + X, то для оп- 

ах ау 

ределения стационарных точек функции Р{х, у), удовлетво¬ 
ряющих условиям связи, имеем систему уравнений 


X - у = о, у - Х = о, л:-ьХ = 0, 


из которых следует, что х = у = X = 0. 

Исследуем в точке (0, 0) второй дифференциал функции 
Р(х, у) при выполнении условий связи, т. е. когда йх - Лу = 0. 
Имеем 

(І^Р = 2(іх(іу, (43.48) 

и, значит, при выполнении условий связи 

(І^Р = 2(іх^ > о, (43.49) 


т. е. второй дифференциал (43.48), являясь неопределенной 
квадратичной формой, при выполнении условий связи пре¬ 
вращается в положительно определенную квадратичную фор¬ 
му (43.49). Поэтому (0, 0) является точкой строго условного 
минимума для рассмотренной задачи. Впрочем, в данном слу¬ 
чае это легко усмотреть и сразу: вдоль прямой х — у = 0 функ¬ 
ция /(х, у) = ху примет вид /(х, х) = х^, имея, очевидно, в точ¬ 
ке л: = 0 строгий минимум. 
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Глава 


Интегральное исчисление 
функций многих переменных 


§44 

Кратные интегралы 


44.1. Понятие объема вп-мерном пространстве 
(мера Жордана). Измеримые множества 


Напомним кратко основные понятия, связанные с определе¬ 
нием га-мерного объема (площади в случае п = 2), и дадим но¬ 
вое определение понятия объема (меры) множества, которое 
будет отличаться от введенного ранее (см. п. 27.1). 

Пусть і?" — /г-мерное евклидово пространство точек х = 
= (л:^, ... , х^), где x^, і = 1, 2, ... , п, — координаты точки х в 
некоторой фиксированной системе координат (га = 1, 2, 3, ...). 

Множество точек xеК'^, координаты х^, і = 1, 2, ... , га, ко¬ 
торых удовлетворяют линейному уравнению вида 

а^х^ -Ь ... -Ь -Ь ац = О, -Ь ... -Ь > О 

(а^ — фиксированные числа, і = 1, 2, ... , га), называется гипер¬ 
плоскостью в пространстве Д". При га = 3 понятие гиперплоскос¬ 
ти совпадает с понятием обычной плоскости в пространстве Д®. 

Семейство всевозможных гиперплоскостей 


Х.= —^, гаі = 0, ±1,±2, 

I 10 ^ 


, і=1,2. 


, га 


{к — фиксировано, к = 0, 1, 2, ...), «разбивает» пространство 
Д" на га-мерные замкнутые кубы вида 


Ѳ" = іх : ^ < X, < і=1,2, ... , гаі, (44.1) 

I 10* 10* ] 

где гаі; при і = 1, 2, ... , га пробегают независимо друг от друга 

множество всех целых чисел. 






Кубы (44.1) называются кубами ранга к, и их совокуп¬ 
ность обозначается через Т^, к = О, 1, ... . 

Множество всех кубов ранга к, очевидно, покрывает все 
пространство, т.е. 

дп = и 

«"Ег* 

Два куба одного ранга могут иметь в качестве общих точек лишь 
некоторые свои граничные точки. В случае га = 1 куб (44.1) явля¬ 
ется, очевидно, отрезком, а в случае га = 2 — квадратом. 

Число называется га-мерным объемом (га-мерной ме- 
10 «« 

рой) куба (44.1) и обозначается через 

10 *". 

Для множества 5, представляющего собой объединение конеч¬ 
ного или счетного числа различных кубов данного ранга к, 
/= 1 , 2 , ...: 

5 = и Я^е т^, 

і 

его га-мерный объем (га-мерная мера) р,5 определяется равенством 


(44.2) 

} 

Очевидно, — неотрицательное число или -Ьоо. 

Мера ц пустого множества 0 по определению полагается 
равной нулю: ц0 = 0. 

Пусть теперь Е — произвольное множество в Д". Обозначим 

через 8^ = 8^(К) множество точек всех 



га-мерных кубов ранга к, целиком ле¬ 
жащих в Е, а через = 8^(Е) — 
множество точек всех га-мерных ку¬ 
бов ранга к, каждый из которых пе¬ 
ресекается с множеством Е по непус¬ 
тому множеству {к = 0, 1, 2, ...): 




(44.3) 


Таким образом, все кубы ранга к. 


содержащиеся в 8^, лежат во множе¬ 
стве Е, а кубы ранга к, содержащие¬ 
ся в 3^^, образуют покрытие множе¬ 
ства Е (рис. 49), т. е. 


8,(Е) с Д с 3,(Е). 
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При этом множество Е лежит «строго внутри» многогран¬ 
ника 5^ = т. е. не пересекается с его границей Дей¬ 

ствительно, точка хеЕ П не может суіцествовать, так как, 
будучи граничной для 5^, она принадлежала бы грани неко¬ 
торого куба ранга к. Поскольку рассматриваемые кубы зам¬ 
кнуты, по определению многогранника 5^^ к нему принадле¬ 
жали бы и все кубы ранга к, содержаіцие указанную грань, 
ибо она содержит точку хеЕ. Тем самым эта точка не была 
бы граничной для 8/^. 

Очевидно, 

«о ^ ^ 1 ..., /8о ^ ^ ... 

и, следовательно, в силу определения (44.2), 

р,8о ^ < Ц8^ ^ Ц8^^ + 1 ^ ••• > 

ц5о > р5і > ... > + 1 > ... . 

Для дальнейшего суіцественно, что, в силу включения 8^^ ^ 5^, 
для всех к =0,1, 2, ... выполняются неравенства р,8|^ ^ 

Таким образом, получились две монотонные последова¬ 
тельности, членами которых являются элементы расширен¬ 
ного множества действительных чисел К (см. п. 2.5), а имен¬ 
но, либо неотрицательные действительные числа, либо -І-оо. 
Поэтому для любого множества Е ^ і?" всегда суіцествуют 
конечные или бесконечные пределы 

при этом, в силу неравенств Ц8^ < выполняется неравен¬ 
ство 

Определение 1. конечный или бесконечный предел \іш цзДі^) 

называется нижней или внутренней п-мерной мерой Жорда¬ 
на множества Е и обозначается через \х,Ж- 

рЖ ^1^ Ц^Д-Е), (44.4) 

а предел ^Іін^ Ц/8^^(і^) называется верхней или внешней п-мер¬ 
ной мерой Жордана множества Е и обозначается через р*Е\ 

рЖ^= \іт^р8,{Е). (44.5) 
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Ясно, что 


о < < іх*Е. 

Если нижняя [і^Е и верхняя р*Е меры множества Е конеч¬ 
ны и совпадают, то оно называется измеримым по Жорда¬ 
ну. Общее значение нижней и верхней меры Жордана изме¬ 
римого множества Е обозначается через \хЕ и называется 
п-мерной мерой Жордана или п-мерным объемом множества Е\ 

рЕ = рЖ = \У*Е. (44.6) 

Иногда вместо рЕ будем писать р^Е, для того чтобы под¬ 
черкнуть, что речь идет о мере множества Е, рассматривае¬ 
мого как подмножество именно п-мерного пространства. 

В дальнейшем для простоты меру Жордана будем часто 
называть просто мерой, а множество, измеримое по Жордану, 
просто измеримым. 

Под измеримым множеством, как это показывает сам 
смысл слова «измеримый», в математике подразумевается 
такое точечное множество в Д", которое можно каким-то об¬ 
разом измерить, т. е. сопоставить ему, по определенным пра¬ 
вилам, некоторое неотрицательное число, являюіцееся объ¬ 
емом в трехмерном случае, плоіцадью в двумерном и длиной 
в одномерном. Если размерность пространства п > 3, то мно¬ 
жество, измеримое по Жордану в этом пространстве, называ¬ 
ется также кубируемым, а в случае п = 2 — квадрируемым. 
Термины «кубируемое и квадрируемое множество» отражают 
тот факт, что указанное выше измерение множества осу- 
ш,ествляется посредством кубов, соответственно квадратов. 

Простым вычислением нетрудно проверить, что если мно¬ 
жество Е представляет собой объединение конечного числа 
различных /г-мерных кубов {п = 1, 2, ...) данного ранга, то 
оно измеримо и его мера Жордана совпадает с мерой, опреде¬ 
ленной равенством (44.2). 

Отметим еш;е, что легко также устанавливается измери¬ 
мость открытых и полуоткрытых п-мерных кубов с ребрами 
длины к, т. е. кубов, задаваемых при каждом і = 1, 2, ... , п 
одним из неравенств вида < х. < -Ь к, или хі^^ < < 

< хі^^ -Ь к, или хр* < ^ "Ь /і И равенство цѲ = /г". 

Для любого множества Е при каждом к = О, 1, 2, ... , оче¬ 
видно, 

цзДЕ) > О, рЗ,(Е) > 0. 

Перейдя к пределу при к ^ оо, получим рЖ > О, р*Е > 0. От¬ 
сюда вытекает следуюіцее свойство меры Жордана. 
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1°. Для всякого измеримого множества рЕ > 0. 

Далее заметим, что в силу определений (44.4) и (44.5) для 
любого множества Е определена конечная или бесконечная 
нижняя и верхняя меры Жордана, при этом 

о < < р^Е. 

Отсюда очевидным образом следует, что если верхняя мера 
множества Е равна нулю, р,*-Е = 0, то множество Е измеримо 
и рЕ = 0. 

Если у множества Е имеется внутренняя точка, то найдет¬ 
ся такой номер что множество 8 у^^(-Е) будет непустым; сле¬ 
довательно, р 8 ^^(Е) > о, откуда, в силу (44.3), (44.4) и (44.6), 
будет следовать, что р^Е > 0. В самом деле, если х — внут¬ 
ренняя точка множества Е, то существует такое е > 0, что 
сферическая окрестность 17(х, е) содержится в Е. Поэтому до¬ 
статочно взять такой ранг к^, чтобы длина диагонали куба* 
ранга йц была меньше е: 

< е. 

Тогда куб ранга к, содержащий точку х (такой куб, по 
крайней мере один, всегда существует) будет целиком лежать 
во множестве ^^^(Е) (рис. 50). Поэтому рз/^^ІЕ) > р^^ > 0. 

Таким образом, если у множества Е имеется внутренняя 
точка, то его нижняя мера положительна: р*Е > (Е) > 0 . 

В частности, нижняя мера Жордана любого открытого мно¬ 
жества О всегда положительна'. Ціб' > 0. 

Верно и обратное утверждение: если 
р,*Е > о, то у множества Е существуют внут¬ 
ренние точки. В самом деле, в этом случае 
> 0 ; следовательно, су- 
ществует такой номер йр, что Ц 8 ^^(Е) > 0 . 

Это означает, в частности, что множество 
8 д,^(Е) не пусто, а так как оно, состоя из 
п-мерных кубов, имеет внутренние точки и 
8 ; 5 ^(Е) Е, то и множество Е имеет внутрен¬ 
ние точки. 



* Напомним, что диагональ п-мерного куба с ребром длины а равна 
а4п. 
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Отметим, что определенный нами ранее в п. 27.1 объем 
открытого множества совпадает с его нижней мерой Жорда¬ 
на. Однако для построения достаточно общего аналога интег¬ 
рала Римана в случае функций многих переменных понятие 
только нижней меры Жордана оказывается недостаточным. 
Для этой цели очень удобно понятие измеримого по Жордану 
множества. 

Если множество Е ограничено, то ц*Е и \ЕЕ всегда конеч¬ 
ны. Действительно, из ограниченности множества Е следует, 
что оно пересекается только с конечным множеством кубов 
нулевого ранга и, следовательно, 8^{Е) состоит из конечного 
числа кубов. Поэтому, согласно (44.2), ц5о(Е) < -Ь оо. Но при 
любом й = О, 1, ... 

зДЕ) с 5ДЕ) с 5о(Е). 

Поэтому 

О < цзДЕ) < ц5ДЕ) < ц5о(Е). 

Отсюда, перейдя к пределу при к —* + оо, получим 
О < ц*(Е) < цДЕ) < ц5о(Е) < + оо, 
т. е. меры ц*Е и |Д,*Е конечны. 

Если же множество Е неограничено, то для любого к = 
= О, 1, 2, ... множество <8^(Е) состоит из бесконечного коли¬ 
чества кубов ранга к. Поэтому, в силу формулы (44.2), для 
всех к имеем цЕДЕ) = -Ь оо, следовательно, и |д,*Е = -Ь оо, т. е. 
множество Е заведомо не измеримо. Отсюда: если множество 
измеримо по Жордану, то оно ограничено. 

Как было отмечено выше, в п. 27.1, при определении пло¬ 
щади плоских множеств мы ограничились лишь внутренней 
мерой открытых множеств. Для случая измеримых и, следо¬ 
вательно, ограниченных множеств внутренняя мера совпада¬ 
ет с мерой. Однако внутренняя мера может быть конечной и 
для неограниченных множеств (это обстоятельство использо¬ 
валось при выяснении геометрического смысла несобствен¬ 
ных интегралов) и, конечно, в этом случае внутренняя мера 
не является мерой Жордана. 

Как нижняя, так и верхняя меры Жордана обладают так 
называемым свойством монотонности. Сформули¬ 
руем его в виде леммы. 

ЛЕММА Если Е^ Е 2 , то 

ц*Е^ < щЕз, ц*Е;^<ц*Е2 . (44.7) 
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Это вытекает непосредственно из того, что при всех к = 
= О, 1, 2, ... справедливы включения 

с 8,{Е^) с 8,(Е^), (44.8) 

так как первое из них означает, что куб ранга к, лежаіций в 
Е-^, лежит и в ^ 2 , а второе — что куб ранга к, пересекаюіцийся 
со множеством Е-^, пересекается и с Е 2 . И то, и другое утверж¬ 
дение следует из включения Е^ і^ 2 - Из (44.8), в силу (44.2), 
вытекает справедливость неравенств 

\Х8^(Еі) < іхз^іЕ^), \х8„(Е^) < ц5;і(і:2). 

Устремив здесь й к -Ь оо, получим в пределе (44.7). □ 

СЛЕДСТВИЕ. Если с ^2 и рЕз = О, то рЕ^ = 0. 
Действительно, в силу леммы 1, 

о < р*Е^ < Р*Е2 = рЕ2 = 0. 

Следовательно, р*Е^ = 0, откуда рЕ^ = 0. □ 

Из леммы 1 для измеримых множеств вытекает следую- 
ш,ее свойство. 

2° (монотонность меры). Если Е^ и Е 2 — измеримые по 
Жордану множества и Е^ ^ Е 2 , то 

рЕ^<рЕ2. (44.9) 

ЛЕММА 2 (полуаддитивность верхней меры). Для любой конеч¬ 
ной совокупности множеств Е^, Е 2 , ... , Е^ имеет место не¬ 
равенство 

р* и^Е.< ^р*Е. (44.10) 

7-1 

Доказательство. Для любого ранга й = 0, 1, 2, ... спра¬ 
ведливо равенство 

( т \ т 

,У.Е,)-,У.Я.№р. 

В самом деле, каждый куб ранга й, который пересекается с мно- 

т 

жеством .У^Еу, пересекается хотя бы с одним из множеств Е^, и 
наоборот. Поэтому, в силу (44.2), 

Перейдя здесь к пределу при й ^ -Ь оо, получим (44.10). □ 
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СЛЕДСТВИЕ. Объединение конечного числа множеств меры 
нуль имеет меру нуль. 

Действительно, если рЕі = 0, у= 1, 2, т, то в силу 
(44.10), 

т т т 

т 

Следовательно, множество измеримо и его верхняя ме¬ 

ра, поэтому и мера равны нулю: 

т 

и и,Е;=0. □ 

УПРАЖНЕНИЯ. 1. Показать, что объединение счетной совокупности 
множеств жордановой меры нуль может не иметь меру нуль. 

2. Доказать, что если Е^н — открытые множества, то 

р» (Е^ и Е^) < -Ь 11^2- 

(Указание. Полезно воспользоваться теоремой 5 из и. 35.3.) 

Будет ли это неравенство всегда справедливым, т. е. без предположе¬ 
ния об открытости множеств и Е 2 ^ 

3. Привести пример таких непересекающихся множеств и Е 2 , что 

р* {Е, и Е 2 ) ^ р*Бі + 11*Е2. 

Рассмотрим теперь связь между измеримостью множества 
и мерой его границы. Предварительно сделаем несколько за¬ 
мечаний. 

Замечание 1. Любое объединение конечного или бес¬ 
конечного множества кубов данного ранга является замкну¬ 
тым множеством. 

Действительно, пусть — конечное или бесконечное 
множество кубов данного ранга к, 

Е = [^^^ (44.11) 

и ХЕ Е (как всегда, Е обозначает замыкание множества Е). 
Любая ограниченная окрестность точки х (как и вообіце лю¬ 
бой точки пространства Д") пересекается липіь с конечным 
множеством кубов ранга к и, следовательно, с конечным мно¬ 
жеством слагаемых , у = 1,2,..., т, суммы У О-. Поэтому 

пг 

ХЕ.УО^. (44.12) 

^ = 1 
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Поскольку кубы являются замкнутыми множествами и объ¬ 
единение конечного множества замкнутых множеств снова есть 
замкнутое множество, то 

(44.13) 

Таким образом, 

хе и Яі си = Е. 

Итак, из включения хеЕ следует, что хеЕ. Это означает, 
что Е = Е, 1 . е. что Е — замкнутое множество. □ 

Для всякого множества Е В’^ обозначим через = Оі^(Е) 
объединение кубов ранга к, содержаш,ихся в множестве 5^ = 
= 5^ (і^), но не содержап];ихся в множестве 8/^ = З/^ІЕ): 

= Я. (44.14) 

Из этого определения следует, что множество 8/^ состоит из 
кубов ранга к, каждый из которых принадлежит либо мно¬ 
жеству 8і^{Е), либо множеству Сі^(Е): 

8, = 8,иа„ (44.15) 

причем никакой куб ранга к не принадлежит одновременно 

множествам 8/^ и Поэтому, согласно определению (44.2), 

= (44.16) 

В силу определения (44.14), множество а^, так же как и 
множества 8^^ и 8^^, является объединением кубов одного ран¬ 
га, поэтому все эти множества являются замкнутыми множе¬ 
ствами (см. замечание 1): 

^ ^/г’ ^ ^/г* (44.17) 

Напомним, что для любого множества Е с і?" имеют место 
(см. п. 35.2) равенства 

Ё = Е,^,ѴдЕ, Е,^^ПдЕ = 0, (44.18) 

где — множество внутренних точек множества Е, а дЕ — 
его граница. 


* Меры и ро^. могут быть как конечными, так и бесконечны¬ 

ми, причем, как обычно, для любого действительного числа а считается, 
что “Ьоо “Ь я — 0 ^ "Ь ("Ьоо) = - 1-00 и ^- 1 - 00 ^ - 1 - ^-і-оо^ = - 1 - со^ 
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Замечание 2. Для любого многогранника 5, состоя- 
ш,его из конечного или бесконечного множества кубов одного 
и того же ранга к, его точка х имеет окрестность, содержа- 
ш,уюся в 5, тогда и только тогда, когда все кубы ранга к, со¬ 
держащие точку X, содержатся в многограннике 5. Отсюда 
следует, что точка пространства і?" принадлежит множеству 
(^кХпі тогда и только тогда, когда все кубы ранга к, к которым 
она принадлежит, содержатся в множестве 8^^ = 8^^Е). 

Замечание 3. Наряду с равенством (44.15) имеет мес¬ 
то более точное равенство 

= (44.19) 

в котором слагаемые не пересекаются: 

(8,и П а, = 0. (44.20) 

В самом деле, в силу формул (44.15) и (44.18), имеем 

= (Ч)ші и 98* и а*. (44.21) 

Докажем, что 

Э8*са*. (44.22) 

Пусть хе Эа*. Так как 

^ «й (42=33) ^ 

ТО хеЕ и, следовательно, любой куб ранга к, содержащий точ¬ 
ку X, содержится в множестве 5*. Согласно замечанию 2, хотя 
бы один куб ^ из этих кубов не содержится в 8* (в противном 
случае точка х являлась бы внутренней точкой множества 8*, 
т. е. хе ( 8 *)ід 4 , следовательно, не принадлежала бы его границе 
Э8*). Таким образом, xе^ ^ 8*. 

В силу определения множества а*, куб поэтому и точка 
X, содержатся в а*, что и означает справедливость включения 
(44.22). Из этого включения следует, что в равенстве (44.21) 
можно отбросить слагаемое Эз* (оно входит в другое слагае¬ 
мое), т. е. имеет место равенство (44.19). 

Докажем теперь равенство (44.20). Если л:е(8*)^п^, то, со¬ 
гласно замечанию 2, любой куб ^ ранга к, содержащий точ¬ 
ку л: : ^ Э х, содержится в 8* и, следовательно, не содержится 
в а* : ^ сх а*. Это означает, что т. е. имеет место равен¬ 

ство (44.20). □ 

ЛЕММА 3. Для любого множества Е ^ К'^ справедливы вклю¬ 
чения 

ЭЕ с а* (Е) с 5* (ЭЕ). (44.23) 
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Доказательство. Сначала докажем включение 

дЕ^а^іЕ). (44.24) 

Пусть X е дЕ. Заметив, что из включения Е ^ ^/^ІЕ) следует 
аналогичное включение для замыканий этих множеств: 

получим 

(44Л8) ^ ^ (44=19) ^ (44.25) 

Из включения 8і^(Е) с Е имеем 

(44.26) 

Из включения хе дЕ следует, что точка х не является внутренней 
точкой множества Е : хі Е^^^ (так как Е^^^ ПдЕ = 0). Поэтому 

X е 8^(Е).^,. (44.27) 

(44.26) * 

Из (44.25) и (44.27) вытекает, что точка х принадлежит мно¬ 
жеству Сі^{Е), т. е. включение (44.24) доказано. 

Покажем теперь справедливость включения 

а,(Е)с5,(Эі:). (44.28) 

Если хеСі^іЕ), то существует куб ^ ранга к, содержащийся 
в множестве Оі^{Е) и содержащий точку х: ^ Э х. Согласно оп¬ 
ределению множества Оі^{Е), этот куб принадлежит множест¬ 
ву 8і^(Е) и, следовательно, пересечение куба ^ с множеством 
Е не пусто. Поскольку этот куб, согласно тому же определе¬ 
нию, не содержится в множестве З/^ІЕ), он содержит и точки, 
не принадлежащие множеству Е. Отсюда, согласно лемме 9 
п. 44.2, вытекает, что куб будучи выпуклым, а тем самым 
и линейно связным множеством, содержит точки границы дЕ 
множества Е, поэтому, согласно определению множества 
З^(дЕ), как объединения всех кубов ранга к пересекающихся 
с множеством дЕ, куб ^ содержится в этом множестве. Итак, 
показано, что из условия хЕа^(Е) следует, что хе8і^(дЕ), т. е. 
включение (42.28) также доказано. □ 

Сформулируем теперь и докажем критерий измеримости 
множества. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы множество Е было измери¬ 
мым по Жордану, необходимо и достаточно, чтобы оно бы¬ 
ло ограниченным и чтобы его граница дЕ имела меру Жорда¬ 
на, равную нулю: 

цЭЕ = 0. (44.29) 
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Доказательство теоремы. Необходимость. Пусть 
Е — измеримое множество. Тогда, как доказано выше, оно огра¬ 
ничено. Далее, согласно определению измеримого множества, 
нижняя и верхняя меры множества Е конечны и равны: = 

= іі*Е, т. е. 

к = Й ^Д"ноо (44.30) 

Из определения многогранника О/^ІЕ) следует (см. (44.16)), 
что ]хаі^{Е) = ]х8і^{Е) - ]Х8і^{Е). Поэтому из равенства (44.30) 
имеем 

= (44.31) 

В силу включения (44.24) и монотонности верхней меры 
(см. (44.7)), при любом к = 0, 1, 2, ... справедливо неравенство 

Іх^дЕ < 1х*а,(Е) = 1ха,(Е). 

Перейдя к пределу при к -І-оо^ в силу (44.31), получим 
= 0. Следовательно, множество дЕ измеримо по Жорда¬ 
ну, и = 0. 

Достаточность. Пусть Е — ограниченное множество и 
= 0. Тогда, по определению меры, 

^ІІт^Іі8,ідЕ) = 0. (44.32) 

В силу включения (44.28) и определения (44.2), справедливо 
неравенство цаДі^) < ц5ДЭі^) и, следовательно, неравенство 

ц5Д^:) - цзДі:) раДі:) < ц^ДЭЕ). (44.33) 

Поскольку множество Е ограничено, его нижняя мера р*Е и 
верхняя ]і*Е конечны и поэтому (см. (44.4) и (44.5)) в неравен¬ 
стве (44.33) можно перейти к пределу при й ^ -Ь оо. В силу 
(44.32), получим 

- ц*Е = о, т. е. = р*Е. 

Это и означает измеримость по Жордану множества Е. □ 

Замечание 4. Компакт, граница которого имеет меру 
нуль, является измеримым множеством. 

Это сразу следует из теоремы 1, так как всякий компакт 
есть ограниченное множество. 

Замечание 5. Граница измеримого множества, как 
граница всякого ограниченного множества, является ограни¬ 
ченным множеством, а так как граница всегда замкнутое мно- 
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жество, то в данном случае оно является компактом. Таким 
образом, согласно теореме 1, граница измеримого множества 
есть компакт меры нуль. 

С помоіцью теоремы 1 легко показать, что при теорети¬ 
ко-множественных операциях объединения множеств, пере¬ 
сечения и вычитания их измеримость не нарупіается. 

Предварительно докажем одну геометрическую лемму. 
ЛЕММА Л. Для любых двух множеств А и В, лежащих в про¬ 
странстве Д", справедливы следующие включения (рис. 51): 

Э (Л и В) с ЭЛ и ЭВ, (44.34) 

Э(ЛПВ)с эли ЭВ, (44.35) 

Э (Л\В) с ЭЛ и ЭВ. (44.36) 

Доказательство. 1) Докажем включение (44.34). Если 
л;еЭ(Л и В), то в любой окрестности точки х содержатся как 
точки, принадлежащие множеству Л и В, так и точки, не при¬ 
надлежащие ему. Возможны два случая: либо в любой окрест¬ 
ности точки X содержатся точки множества Л, либо существу¬ 
ет окрестность 17^ точки х, не содержащая точек множества Л. 
В первом случае в любой окрестности точки х имеются точки 
как принадлежащие множеству Л, так и не принадлежащие 
множеству Л и В и тем более не принадлежащие множеству Л. 
Это означает, что хе ЭЛ. 

Во втором случае, какова бы ни была окрестность 17 точки х, 
окрестность 17 Г\ 17^ этой точки, как и всякая ее окрестность, 
содержит точки множества Л и В, причем в этом случае все 
они принадлежат множеству В (так как 17^ не содержит точек 
множества Л) и содержат точки, не принадлежащие множест¬ 
ву Л и В, следовательно, не принадлежащие и множеству В. 
Поскольку П П Пц 17, в рассматриваемом случае в произ¬ 
вольной окрестности 17 точки х имеются точки как прина¬ 
длежащие, так и не принадлежащие множеству В. Это озна¬ 
чает, что хедВ. 

Итак, имеет место по крайней мере одно из включений 
хе ЭЛ или хеЭВ, т. е. хе ЭЛ У ЭВ. 

2) Докажем включение (44.35). 

Если хеЭ(Л П В), то в любой 
окрестности точки х содержатся 
точки как принадлежащие пере¬ 
сечению Л П В (и, следовательно, 
точки множества Л и В), так и 
точки, не принадлежащие этому 



405 



пересечению. Возможны два случая: либо в любой окрестнос¬ 
ти точки X имеются точки, не принадлежащие множеству А, 
тогда хе дА, либо существует окрестность С/д точки х, все точ¬ 
ки которой принадлежат множеству А. Тогда для любой ок¬ 
рестности С/ точки X в ее окрестности С/ П С/д, как и во всякой 
окрестности этой точки, имеются точки, принадлежащие пе¬ 
ресечению А П В, следовательно, и множеству В, и точки, не 
принадлежащие А П В, поэтому не принадлежащие и множе¬ 
ству В (ибо в С/д все точки принадлежат множеству Л). Таким 
образом, в окрестности С/ П С/д, и, следовательно, в любой ок¬ 
рестности С/ точки X (так как С/ П С/д II) имеются точки как 
принадлежащие множеству В, так и не принадлежащие ему. 
Это означает, что хедВ. 

Итак, если хед(А П В), то хедА У ЭВ. 

3) Докажем включение (42.32). Если хеЭ(А\В), то в любой 
окрестности точки х содержатся как точки, принадлежащие 
разности А\В, так и не принадлежащие ей. Возможны два 
случая. 

Первый случай: в любой окрестности точки х содержатся 
точки, не принадлежащие множеству А; тогда в любой ок¬ 
рестности точки X имеются точки как принадлежащие мно¬ 
жеству А (так как имеются точки из разности А\В), так и не 
принадлежащие А. Поэтому в этом случае хе дА. 

Второй случай: у точки х существует окрестность С/д, все 
точки которой принадлежат множеству А. Тогда для любой 
окрестности II точки х в окрестности II Г\ II^ этой точки име¬ 
ются точки, принадлежащие разности А\В, а так как II <^11 
^ А, то эти точки не принадлежат множеству В. В окрест¬ 
ности II Г\ II^ существуют также точки, не принадлежащие 
разности А\В, а так как они принадлежат множеству А, то 
они принадлежат и множеству В (в противном случае они 
принадлежали бы разности А\В). Поскольку II Г\ 11^ ^ II, то в 
окрестности II содержатся точки как принадлежащие множе¬ 
ству В, так и не принадлежащие ему. Это означает, что хедВ. 
Таким образом, если хеЭ(Л\В), то хедА У ЭВ. □ 

Из включений (44.34) и (44.35) методом математической 
индукции для любого конечного числа множеств легко уста¬ 
навливается справедливость включений 

Э УВ;С иэв,., Э.п и ЭВ,.. (44.37) 

7=1/ 7=1 У 7=1У 7=1 У ^ ' 
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3°. Объединение и пересечение конечного числа измери¬ 
мых по Жордану множеств, а также разность двух та¬ 
ких множеств являются измеримыми по Жордану множе¬ 
ствами. 

В самом деле, если множества измеримы, то, согласно 
теореме 1, цЭ = О, у = 1, 2, ... , т. Поэтому, в силу следст- 

т 

ВИЯ из леммы 2, дЕ^ = О, тогда (см. следствие леммы 1) 
из включений (44.37) следует соответственно, что 

т ^ 

иЭ и Е; = О, цЭ п Е = 0. 

‘^7 = 1/ 7 = і; 

т 

Отсюда имеем, в силу той же теоремы 1, что множества . У^Еу и 

т 

Л^Е^ также измеримы. Аналогично доказывается измери¬ 
мость разности измеримых множеств. 

Теперь можно легко доказать, что для меры Жордана спра¬ 
ведливо неравенство, аналогичное неравенству (44.10) для 
верхней меры. Сформулируем соответствующее утверждение. 

Для любой конечной совокупности измеримых мно¬ 
жеств Е^, Е 2 , ... , Е^ справедливо неравенство 


т т 

рVЕ^<^^іЕ^. (44.38) 

і - 1 

Действительно, если множества Е^ измеримы, то Ц*Е; = 

= иЕ;, и, согласно доказанному выше, объединение У, Е. так- 

же измеримо, и, следовательно, ц*. У^Е^ = ц , у^Е^. Поэтому 
формула (44.38) в рассматриваемом случае совпадает с фор¬ 
мулой (44.10). 

4° (аддитивность меры). Мера объединения конечного чис¬ 
ла попарно непересекающихся измеримых по Жордану мно¬ 
жеств равна сумме мер этих множеств. 

Таким образом, если Е^ — измеримые множества, Е, П Е. = 
= 0, і ^ І, і, і = 1, 2, ... , т, то 


рМ^Е^=^^іЕ^. (44.39) 

/- 1 

Докажем это. Поскольку для любого ранга к справедливо 
включение 8^{Е^) П «^(Е^) ^ Е^ П Е^, из условия Е^ П Е^ = 0 при 
і ^ і следует, что %(Е;) П 8|^(Е^) = 0, і ^ у; поэтому, согласно 


(44.2), 


т т 

Ё Уі (44.40) 
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Если куб ранга к лежит в некотором множестве Е^, то он ле¬ 
жит и в объединении и Е., следовательно, 

і = 1 ^ 

т / т \ 

Отсюда, в силу (44.40) и монотонности меры (в данном случае 
даже из формулы (44.2)), вытекает, что 

т т / т \ 

Е , Уі5^і(Е;) < Ц8^( . Е^ ). 

г = 1 

Перейдя к пределу при к ^ + оо, получим 

(44.41) 

і - 1 

с другой стороны, для любых измеримых множеств 
справедливо обратное неравенство (44.38). Очевидно, что из 
(44.38) и (44.41) следует равенство (44.39), т. е. аддитивность 
меры. 

Замечание 6. Из свойств 3° и 4° меры вытекает, что 
если к измеримому множеству присоединить или вычесть из 
него множество меры нуль, то полученное множество также 
измеримо, и его мера будет равной мере исходного множест¬ 
ва. Действительно, если Е — измеримое множество, а рЕд = 0, 
то по свойству 3° меры, множества Е\Е^ и Е У Ед также изме¬ 
римы. Далее согласно свойству 4° при Ед Е и рЕд = 0 имеем 

рЕ = р[(Е\Ед) У Ед] = р(Е\Ед) -Ь рЕд = р(Е\Ед). 

В силу же монотонности меры и неравенства (44.38), для 
любого Ед, рЕд = о, справедливы неравенства 

рЕ < р(Е У Ед) < рЕ -Ь рЕд = рЕ, 
откуда р(Е У Ед) = рЕ. 

В свою очередь, из сказанного следует, что если к измери¬ 
мому множеству присоединить или вычесть из него какое-то 
множество его граничных точек, то получится снова измери¬ 
мое множество с той же мерой, что и данное. Это вытекает из 
того, что, в силу теоремы 1, граница измеримого множества, 
а значит, и любое ее подмножество, имеют меру нуль. Таким 
образом, в частности, если множество Е измеримо, то его за¬ 
мыкание Е = Е У ЭЕ и внутренность Е^^^^ также измеримы, 
причем рЕ = рЕ = рЕ^д^.. 
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Обратное утверждение неверно: существуют неизмери¬ 
мые по Жордану множества, замыкания которых измери¬ 
мы. Простым примером подобного множества является множе¬ 
ство рациональных точек на некотором отрезке. Оно неизмери¬ 
мо (почему?), а его замыканием является отрезок, который 
измерим. 

Отметим еіце, что замыкание измеримого множества, как 
и всякого ограниченного множества, является компактом. 
Таким образом, замыкание измеримого множества есть изме¬ 
римый компакт. 

5°. Мера множества не меняется при параллельном 
переносе. 

Прежде чем доказывать это утверждение, докажем еіце 
одну лемму. 

Л Е М М А 5. Если 

А^, — измеримые множества, т = 1, 2, ... , и 

Уіт^ ц(В^\Л^ = О, 

то множество Е также измеримо и 

рЕ = Ііт = Ині цВ„,. 

Доказательство. Множества В^, будучи измеримыми 
множествами, ограничены. Из включения Е В^ следует, что 
и множество Е ограничено, поэтому суш,ествуют конечные 
пределы Ііт 8ь(В), Ііт З^Е). 

Зафиксируем произвольно е > 0. В силу условий леммы, 
суптествует такой номер т^, что 


^ = Ц (5^0 \ < I • 

Для номера т^ выберем такой номер к^, что для всех номеров 
к > выполняются неравенства 

Ц5ДВ^^) < ЦВ^^ + I . 

Из включения 

“о '"о 

имеем 
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и,следовательно, 

^^“0 “ I + |. 

Отсюда имеем, что для всех к> выполняются неравенства 
О < ц5*(-Б) - \і8і^іЕ) < + I - р + I < е. 

Это означает, что 

Дт^(рВ,(В)-рз,(В)) = 0. 

Согласно доказанному выше, суп];ествуют конечные пре¬ 
делы и поэтому 

= А 

следовательно, множество Е измеримо. Теперь из включе¬ 
ния с В с получим рА^ < рВ < рВ^, откуда, положив 
т ^ оо, будем иметь 

Ііт рА^ = Ит рВ^ = рВ, 

так как по условию леммы 

^1^ (рВ^ - рА*) = ^1^ р(ВДрЛ*) = 0. □ 

Из леммы 5 следует, что для получения предельным пере¬ 
ходом меры множества В его не обязательно аппроксимиро¬ 
вать изнутри многогранниками 8;^(В), а снаружи многогран¬ 
никами 5^^(В): можно вместо них брать любые измеримые 
множества и В^, удовлетворяюш;ие условиям А^^ с В с В^, 
к = 1 , 2 , ... , ^І^р(В^А^) = 0. 

Докажем теперь свойство 5® меры. 

Пусть В с « е и 

В-Ьа = {рЕ ■. у = X + а, X €. В}. 

В этом случае говорят, что множество Е + а получено из мно¬ 
жества В параллельным переносом его на вектор а в про¬ 
странстве й". 

Если ^ — п-мерный куб с ребрами длины к, параллельны¬ 
ми осям координат, то множество ^ + а также является ку¬ 
бом того же вида, следовательно, как это отмечалось рань¬ 
ше, — измеримым множеством и 

\x,{^ + а) = \1 Я = к^. 

Для каждого натурального к множества = 8^ (В) -Ь а, 
= 8і^(Е) + а измеримы, так как являются объединением 
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конечного множества измеримых множеств вида ^ + а, где 
^ — куб ранга к и 

так как меры множеств и равны сумме мер (как в форму¬ 
ле (44.2)) составляюіцих их кубов. 

Пусть теперь Е — измеримое множество и, следовательно, 

Поскольку 

Ак^Е + а^В^ 

И 

^1^ \1{В^ \Л*) = ^1^ (рБ^ - рА^) = ^1^ І\Х8^(Е) - Р8^(Б)) = О, 

то, согласно лемме 5, множество Е + а измеримо и 
р (Б + а) = ^1^ рА;^ = ^1^ р8^ (Б) = рБ. □ 

Замечание 7. Отметим, что как нижняя, так и верх¬ 
няя меры множеств не обладают свойствами аддитивности. 
Это видно уже в одномерном случае. Например, если А — 
множество рациональных, а В — иррациональных чисел на 
отрезке [О, 1] , то 

р*А = р*Б = О, р*(А и Б) = р*[0, 1] = 1 ^ О = р*А -Ь р*Б, 
р*А = р*Б = 1, р*(А и Б) = р*[0, 1] = 1 ^ 2 = р*А -Ь р*Б. 

Примеры измеримых множеств сколь угодно большой 
размерности можно получить с помош;ью построения цилинд¬ 
ров, основаниями которых служат также измеримые множе¬ 
ства. Сформулируем определение цилиндра. 

Определение 2. Пустъ Бц — множество, лежащее на гипер¬ 
плоскости Б” ^ ^ = {х : = 0} пространства Б", а и Ъ — дей¬ 

ствительные числа, а ^ Ь. Множество 

Е = {х \ (х^, Х 2 , ... , х^ _ 0) е Бц, а < х„ < Ь} 

называется цилиндром с основанием Бц и образующей {па¬ 
раллельной координатной оси х„) длины к = Ь - а. 

Очевидно, что, используя понятие произведения мно¬ 
жеств (см. п. 1.2* или 41.2), можно сказать, что цилиндр Б 
является произведением множеств Е^ и отрезка [а, Ь] : Б = 
= Бц X [а, Щ. Если Бц — ограниченное множество, то и ци¬ 
линдр с основанием Бд является ограниченным множеством. 
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Отсюда следует, что всякий цилиндр, в основании которого 
лежит измеримое множество, ограничен, ибо измеримое мно¬ 
жество ограничено. 

ТЕОРЕМА 2. Если — измеримое по Жордану множество 
пространства Д" “ то всякий цилиндр Е с основанием Е^ 
является измеримым по Жордану множеством в простран¬ 
стве Д", и 

= (44.42) 

где Н — длина образующей цилиндра Е. 


СЛ Е АСТ В И Е. Дсліі основание цилиндра имеет (п — Химер¬ 
ную меру, равную нулю, то сам цилиндр имеет п-мерную ме¬ 
ру, также равную нулю. 


Доказательство теоремы. Прежде всего заметим, что 
проекция* каждого п-мерного куба ранга к является 
(л - 1)-мерным кубом ^ также ранга к и 

= 10 - 1 . 

Обозначим 1, ... , ^ (п - 1)-мерные кубы ранга к, со- 

ставляюптие множество З/^ІЕ^), а і, ... , і — (п -1)-мер- 
ные кубы ранга к, составляющие множество Пусть 

... , суть те все га-мерные кубы ранга к, содержащие¬ 
ся в множестве 8і^{Е), которые проектируются в один и тот 
же куб ^ с Зі^(Ео). Поскольку множество Е — цилиндр, 
число Рі^ таких кубов одно и то же для всех і = 1, 2, ..., т, 
поэтому 


8,(Е) 


л ^ 

и и 

і - 1 ) - 


Аналогично, если д(^^, ... , — кубы ранга к, содержа¬ 

щиеся в множестве 8/^(Е) и проектирующиеся в один и тот же 
куб д"~ ^ о 8^(До)> то число Г/^ таких кубов одно и то же для 
всех і = 1, 2, ... , 4 и, следовательно. 


8,(Е) = ^У^.УХр 


* Проекцией пр^ Е множества Е с й" на гиперплоскость Е" ^ = 
= {х : х^ = 0} называется множество точек вида (х^, ... , 0), для каж¬ 

дой из которых существует такое что (х^, ... , х„ _ х„)еЕ. 
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Проекции на координатную ось мно- 


жеств I = 1, 2, ... , т^, и 

і = 1, 2, ... , представляют собой отрезки 

Рк ^к 

соответственно длин —- и —-, при этом 

10 * 10 *’ ^ 

(см. рис. 52) выполняются неравенства 

(44.43) 


10 * 

Поэтому 


<к+ ^ 


10 *’ 10 * 


> к- ^ 


10 * 


% Рк 


Й«.(Е)- Х X 1‘в“; - X ^^в 


і -1 і -1 


М 10 * 


)« -1 < 

(44.43) 



т. 


(44.43) 




і - 1 
Іи 


10 * 


(44.44) 


ІЕ) = X ,Е Міі = X ПГ* 


1 > 


-1 ;-1 ■' і^іЮ* ‘ “ (44.43) 


> 

(44.43)' 

Следовательно , 




* - 1 X. ■ - (* - тЬ Ѵ". №«>■ 04.45) 


10 * 


(44.46) 

в силу измеримости множества Е^, имеем 

ІЕо) = ^1^ №о) = (Ія-1 (^о)- 

Поэтому, перейдя к пределу при оо ъ неравенствах (44.46), 
получим, что суіцествует предел 

(і«* ІЕ) = ^1^ {Е) = /гр„_і Е^, 

что означает измеримость цилиндра Е и справедливость фор¬ 
мулы (44.42). □ 

Задача 11. Построить пример неизмеримой по Жордану области. 

Задача 12. Доказать, что мера Жордана не зависит от выбора де¬ 
картовой системы координат. 
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44.2. Множества меры нуль 


В предыдущем пункте было установлено, что множество изме¬ 
римо по Жордану тогда и только тогда, когда его граница име¬ 
ет меру нуль. Поэтому полезно иметь признаки, по которым 
можно было бы установить, что множество имеет меру нуль. 
Достаточно общим примером множеств меры нуль являются 
цилиндры, в основании которых лежат множества меры нуль 
(см. следствие из теоремы 2). Другой піирокий класс мно¬ 
жеств меры нуль дается в следующей ниже теореме. 
ТЕОРЕМА 3. График всякой непрерывной на компакте функ¬ 
ции имеет меру нуль. 

Доказательство. Пусть функция у = /(х) = /(х^, ... , х„) 
непрерывна на компакте А Д". Пусть Е — ее график, т. е. 
множество таких точек (х, у) = (х^, ... , х„, у) в (п-Ы)-мерном 

пространстве что (х^, ... , х^)еА, ау = /(х^, ... , х„): 

Е = {(х, у) : (Хі, ... , x^еА, у = Дх^, ... , x^}. 

Покажем, что (п -Ь 1)-мерная мера Жордана множества Е 
равна нулю. Множество А, будучи компактом, ограничено. По¬ 
этому существует такое натуральное число т, что га-мерный куб 
Р^ = {х : -т < X; < т, і = 1, 2, , п} 

содержит множество Л : => А. Тем более куб 

Рт + 1 = {х : -т -1<Х;<т-ЬІ,і = 1,2,...,га} 
также содержит Л : Р^^ + А, и, более того, каким бы ни был 
куб ^ некоторого ранга к = О, 1, 2, ... , пересекающийся со 
множеством А, т. е. ^ ^ он также содержится в Р^ + і : 

^ Р^ I. Поэтому при любом к имеем 8^,А) ^ Р^ ^ (Здесь и в 
дальнейшем через З^А), 8і^(Е), как и в п. 44.1, обозначаются 
множества точек всех кубов ранга к соответствующих про¬ 
странств, пересекающихся с множествами А ^ Д" и Е^ ^.) 
Обозначим і = 1, 2, ... , т^^, /г-мерные кубы ранга к, 

составляющие множество 5ДА), т. е. 5ДА) = Тогда 

множество 8і^(Е) распадается на конечное число «столбиков» 
8®, каждый из которых состоит из (п -Ь 1)-мерных кубов 

ранга к ... , Яцр. имеющих одну и ту же проекцию 

(см. сноску нас. 412), куб в пространстве Д" (на рис. 53 
изображен случай п = 1): 







п + 1 


/г = о, 1, 2, 


(44.47) 
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Обозначим через со(8) мо¬ 
дуль непрерывности функции 
/ на компакте А. Замечая, что 
диагональ (диаметр*) п-мерно- 
го куба с ребром длины 1/10* 
равна л/й/10*, для высоты 
каждого столбика 5^'* имеем 
(см. рис. 53) оценку 

(44.48) 

* ѴІО*^ 10* 

Действительно, для оценки вы¬ 



соты К" к расстоянию со(10 *л/й) между наиболыпим и на¬ 
именьшим значениями функции /(х) на кубе достаточно 

добавить длины ребер самого нижнего и самого верхнего кубов 
рассматриваемого столбика (эта оценка достигается, когда 


точки графика, соответствуюіцие указанным экстремальным 
значениям, окажутся на гранях кубов ранга к). Из (44.47) и 
(44.48)получаем 


/.ч * /.Ч * 

= X = X 






«(. 


4п 

10 * 


-ь ■ 


1о*^;е1 


Е < [®( 


4п \ 

іо*і 


-ь 


10 ' 


Ѵ-Рг, 


(44.49) 


Поскольку функция / непрерывна на компакте, она рав¬ 


номерно непрерывна на нем, поэтому со(10 *л/п) = 0, и 

9 

поскольку — = о, из (44.49) имеем р-8Ді^) = 0, а 

это и означает, что \і*Е = 0, следовательно, и = 0. □ 

В силу теорем 2 и 3, всякое ограниченное множество, гра¬ 
ницу которого можно представить как объединение конечного 
числа множеств, каждое из которых представляет собой либо 
часть графика непрерывной на ограниченном замкнутом мно¬ 
жестве функции, либо часть цилиндра с основанием меры 
нуль, является измеримым множеством, так как, в силу адди¬ 
тивности меры, мера границы указанного множества равна 
нулю, и, следовательно, согласно теореме 1, оно измеримо. 
Таким образом, получено описание достаточно широкого 
класса множеств, измеримых по Жордану и часто встречаю- 


* Определение диаметра множества см. в п. 35.3. 
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щихся в математическом анализе и его приложениях. Напри¬ 
мер, плоские множества (криволинейные трапеции, «секто¬ 
ры» кривых, заданных в полярных координатах, а также тела 
вращения, площади и соответственно объемы которых вычис¬ 
лялись в § 28 т. 1 с помощью одномерного интеграла Римана, 
являются измеримыми по Жордану множествами, ибо, как 
нетрудно убедиться, их границы имеют меру нуль). 

Подобным же образом измеримы по Жордану параллеле¬ 
пипеды и эллипсоиды, в частности — шары, так как их гра¬ 
ницы можно представить в виде объединения графиков не¬ 
прерывных на компактах функций. 

Заметим, что в § 27 т. 1 было введено понятие меры тев О 
для открытых множеств. Сравнивая ее определение с опреде¬ 
лением, приведенным в п. 44.1, видим, что тез С = ц*С, т. е. 
введенная в § 27 т. 1 мера, как это уже отмечалось, является 
нижней мерой Жордана. Однако в силу сказанного выше все 
рассмотренные в примерах § 28 т. 1 множества были измери¬ 
мыми по Жордану и, следовательно, для них мера тев О яв¬ 
лялась мерой Жордана, т. е. для них имело место шев С = \хС. 

Представляет интерес обобщить теорему 3 на случай пара¬ 
метрически заданных множеств, в частности, на случай пара¬ 
метрических кривых. Оказывается, что даже в этом случае 
одной лишь непрерывности рассматриваемых кривых недоста¬ 
точно для того, чтобы они имели меру нуль. Существуют, на¬ 
пример, кривые а < і < Ь, і = 1, 2, ... , га, (хДО — не¬ 

прерывные на некотором отрезке [а, б] функции), называемые 
кривыми Пеано, которые проходят через каждую точку некото¬ 
рого га-мерного куба и, следовательно, не имеют меры нуль. 

Задача 13. Построить пример кривой Пеано. 

ТЕОРЕМА 4. Всякая плоская спрямляемая кривая имеет 
меру нуль. 

Доказательство. Пусть задана спрямляемая кривая Г, 
длина которой равна 5. Пусть далее г = г (і), а < і < б — неко¬ 
торое представление кривой Г. Разобьем ее последовательно, 
т. е. в порядке возрастания параметра і точками [а, &], 

і = О, 1, , т, = а, = Ь, на т равных по длине частей, т. е. 

возьмем такое разбиение х = { і;} ! “ ^ отрезка [а, Ь], чтобы дли¬ 
на каждой части Г; (кривой Г), задаваемой представлением г = 

С 

= г(і), і-. < і < і;, і = 1, 2, ... , гаг, имела длину —. 

Обозначим через замкнутый круг с центром в точке 

С С 

и радиусом —. Дуга имеет длину —, и ее начало явля- 
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ется центром круга К^, поэто¬ 
му вся она лежит в этом круге 
(рис. 54). Отсюда вытекает, что 
вся кривая Г содержится в объ¬ 
единении кругов К^: 

т 

г с и к,. 

і-1 I 

Следовательно, в силу монотон¬ 
ности и полуаддитивности верх¬ 
ней меры (см. леммы 1 и 2 в 
п. 44.1) 

Но 



(44.50) 

І = 1 


V тп 


і = 1, 2, ... , т* 


поэтому из (44.50) имеем р*Г < пЗ'^Іт. Левая часть неравенст¬ 
ва не зависит от т, а правая стремится к нулю при т -Ьоо^ 
вследствие чего рГ = 0. □ 


УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать, что всякая спрямляемая кривая в любом 
л-мерном пространстве, л > 1, имеет меру нуль. 


Из теорем 1 и 4 следует, что всякое ограниченное плоское 
множество, граница которого является спрямляемой кривой, 
измеримо. 

Задача 14. Построить пример открытого на числовой оси множе¬ 
ства, граница которого не является множеством лебеговой меры нуль. 
(Определение множества лебеговой меры нуль см. в п. 23.10*.) 


44.3. Определение кратного интеграла 

Сформулируем определение кратного интеграла Римана. Для 
этого прежде всего введем понятие разбиения измеримого 
множества и понятие мелкости этого разбиения. 

Пусть Е — измеримое по Жордану множество, Е Д". 

Конечная система х = {Е^}^.^ непустых измеримых по Жор- 


* Действительно, окружность С, являющуюся границей круга К, 
можно представить как объединение двух полуокружностей, каждая из 
которых представляет собой график непрерывной на отрезке функции. 
Поэтому, согласно теореме 3, рС = 0; следовательно, всякий круг К явля¬ 
ется измеримым множеством. 
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дану множеств Е^, і = 1, 2, ... называется разбиением мно¬ 

жества Е, если: 

1) попарные пересечения множеств Еі имеют меру нуль: 

^x(Е^Г\Е^) = О, 

2) А = 

Число |х| = сііат Е^, где сііат Е^ — диаметр мно¬ 

жества -Ер называется мелкостью разбиения х. 

В силу аддитивности меры Жордана для всякого разбие¬ 
ния X = множества Е, имеем 

рЕ=.и^цЕ;. (44.51) 

Действительно, пусть при фиксированном і Е* = Ѵ.{Еі П Е^) и 

Е* = , О^Е*. Тогда, в силу условия 1 определения разбиения 
множества, ц(Е; П Е^) = О, у, поэтому рЕ* < р(Е; П Е^) = О, 

І ^ і 

К 

т. е. рЕ* = 0. Отсюда рЕ* < ^ рЕ* = 0, следовательно, рЕ* = 0. 

і = 1 

Кроме того, множества Е* и ЕДЕ* = Е**, і = 1, 2, ... , Д, попарно 

не пересекаются, а в силу условия 2, , У^Е** У Е* = , У^Е^ = Е. 

Так как рЕ^ = р(ЕДЕ*) = рЕД, то из всего сказанного, в 
силу аддитивности меры, следует, что 

рЕ = 5: рЕД + рЕ* = 5: рЕ,. □ 

і-1 і = 1 

Для простоты обозначений иногда вместо будем 

писать {Е;}. 

Пусть X = {Е;} и т' ={ЕД — разбиения измеримого множест¬ 
ва Е. Разбиение х' называется вписанным в разбиение х, если 
для каждого ЕД х' суіцествует такой элемент Е^е х, что Е^ ^ Е^. 
В этом случае пишут х > х' или х < х'. 

Отметим два свойства разбиений множества. 

1°. Если X < х' их' < х", то х < х". 

2°. Для любых двух разбиений х' = {ЕД и х" = (Е"} измери¬ 
мого множества Е существует такое его разбиение х, что 
X > х' Н X > х". 
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Свойство 1® очевидным образом следует из определения 
вписанного разбиения. В качестве же указанного в свойстве 2® 
разбиения х можно взять множество всевозможных непустых 
пересечений Е] П Е'^. 

Л Е М М А 6. У всякого измеримого множества существуют 
разбиения сколъ угодно малой мелкости. 

Пусть Е — измеримое множество, Е ^ Д". Обозначим че¬ 
рез Е[^\ і = 1, 2, ... , всевозможные непустые пересечения 
кубов ранга к с множеством Е. Таким образом, для каждого 
І = 1, 2, , Ііг существует такой куб ранга к, обозначим его 

что 

’ = Е П 0. 

Система множеств х^ = = образует разбиение мно¬ 

жества Е. Действительно, множества измеримы как пе¬ 
ресечение двух измеримых множеств Е и а их объедине¬ 
ние составляет множество Е: 

Е= и 
/-1 1 

Пересечения множеств имеют меру нуль. В самом деле, 
при і имеем 

Ер> П с ^р) п с П 

і у і у I у 

и так как для любого куба мера его границы равна нулю, то 
ц(Ер> П < ц(ЭѲр) П = О, і ^ ]. 

Мелкость разбиения х^^ стремится к нулю при к ^ °о'. 
\іт = 0. Это следует из того, что диаметр га-мерного ку¬ 
ба ранга к равен поэтому |х;^| = ^ 2 ^ йіат < 

^ . 

< сііат ^ о, при /г ^ оо.П 

1 10 * 

Определение 3. Пустъ на измеримом по Жордану множестве 
Е К’^ задана функция у = ^(х) = /(х^, ..., хД и х ={Е^]\^ — 

некоторое разбиение множества Е; выберем произволъным об¬ 
разом точки і = 1, 2, ... , і^. Сумма вида 

а, = аД/; ^ (44.52) 

і = 1 

называется интегралъной суммой Римана функции /. 
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Подобно случаю функции одного переменного, определе¬ 
ние кратного интеграла можно сформулировать, используя 
понятие предела последовательности или «язык е—8». 
Определение 4. Число А называется интегралом Римана от 
функции / по измеримому по Жордану множеству Е Д", 
если, какова бы ни была последовательность разбиений = 

= т = 1,2, ... , множества Е такая, что мелкос¬ 

ти разбиений х^ стремятся к нулю при т Ч-оо; Цт |х^| = 

= О, и каковы бы ни были точки і = 1,2, ... , 

последовательность интегральных сумм <5, (/; ... 

... , '")) при т - 1-00 имеет своим пределом число А: 

Ит а, (/; ™), ™)) = А. (44.53) 

Интеграл от функции / по множеству Е обозначается через 

|Ях)с?Е, \^'(х)дх или Х 2 , ... , х^дхідх 2 ... дх^. 

Е Е 

Если суш,ествует интеграл \^{х)дЕ, то функция / называ¬ 
ется интегрируемой по Риману на множестве Е. Интегрируе¬ 
мые по Риману функции часто будем называть просто интег¬ 
рируемыми. 

Равенство (44.53), т. е. определение интеграла, кратко за¬ 
писывается в виде формулы 

|/(л:)с?Е = Ит^ (44.54) 

и говорят, что интеграл \^{,х)дЕ является пределом интеграль¬ 
ных сумм при |х| ^ 0. 

В терминах е и 8 этот предел означает следующее: для лю¬ 
бого е > О существует такое 8^ > О, что, каково бы ни было 

разбиение х = {Еі}’^^'^, множества Е мелкости |х| < и ка¬ 
ковы бы ни были точки і = 1, 2, ... , і^, выполняется 

неравенство 

|а,(/; ^(1), ... , - \тЛЕ\ < г. (44.55) 

Обычным путем доказывается, что определения (44.53) и (44.55) 
предела интегральных сумм эквивалентны. 

Отметим, что определение интеграла (44.54) в случае, когда 
п = 1, а множеством, по которому производится интегрирова¬ 
ние, является отрезок, формально не совпадает с данным ранее 
определением интеграла Римана от функции одной перемен- 
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ной, так как там рассматривались лишь разбиения отрезка на 
отрезки, а теперь рассматриваются всевозможные разбиения 
отрезка на измеримые по Жордану множества. Однако можно 
показать (это будет сделано в п. 44.7*), что при п = \ оба опре¬ 
деления для случая, когда множество, по которому произво¬ 
дится интегрирование, является отрезком, равносильны, т. е. 
приводят к одному и тому же понятию интегрируемости функ¬ 
ции и к одному и тому же значению интеграла. 

При определении интеграла по множеству Е ^ і?" можно 
для составления интегральных сумм использовать не все эле¬ 
менты разбиений х множества Е, а отбрасывать те слагаемые, 
которые соответствуют элементам разбиения, пересекаюіцим- 
ся с некоторым фиксированным множеством меры нуль. Про¬ 
анализируем это обстоятельство подробнее. 

Пусть Е — измеримое множество, Е^ Е и х = {Еі}^^ — 

разбиение множества Е. Обозначим через х(і^о) совокупность 
тех элементов разбиения х, которые не пересекаются с множе¬ 
ством Е^; совокупность же оставшихся множеств Еі, т. е. тех, 
которые пересекаются с множеством Е^, обозначим Хо(.Ео). Та¬ 
ким образом, 

x{Ео) = {Е^еx:Е^пЕо = 0}, (44.56) 

^:о(Ео) = {Е^е^::Е^пЕо^0}. (44.57) 

ЛЕММА 7. Пустъ Е — измеримое по Жордану множество 
пространства В’^. Е^'^ Е и = 0. Тогда 

Иш ^ ці:. = 0. (44.58) 

Суммирование в формуле (44.58) происходит только по 
тем индексам і, для которых Е^ е Хо(Ео). 

Доказательство. Пусть Е^^ Е и рЕ^ = 0; тогда и цЕц = 0 
(см. в п. 44.1 замечание 6 после доказательства аддитивности 
меры). Поэтому для любого е > 0 суш;ествует такой ранг к, что 

ц5,(Ёо)<е. (44.59) 

Здесь, как всегда, 8і^(Ео) обозначает совокупность точек всех 

кубов ранга к, пересекаюіцихся со множеством Ео и, следова¬ 
тельно, покрываюш;их его: 

Ёо с Е,(Ёо). 
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Множество Ео, как и всякое множество в К'^, содержится в 
множестве внутренних точек своего многогранника 8і^{Ео): 


Ео<=8і^ (-Ео)іпі- 

Это следует из того, что для точки х, принадлежаіцей 
множеству Ео, все содержаш,ие ее кубы ранга к содержатся в 
многограннике и поэтому содержат некоторую окрест¬ 
ность точки X. Таким образом, многогранник содер¬ 

жит окрестность точки л:е Ео, что и означает принадлежность 
этой точки к внутренности множества 8і^іЕо)- Следовательно, 
множество Ео не пересекается с дополнением К’^\8і^(Ео)^^і к 

открытому множеству 8^^Ео)^^^^. Это дополнение является 
замкнутым множеством (см. лемму 6 в п. 35.2), не пересе¬ 
кающимся с компактом Ео, поэтому (см. там же лемму 7) на¬ 
ходится от него на положительном расстоянии: 


8 = ^{Ео, К-\8^{Ео\^ > 0. (44.60) 

Поэтому всякое множество Е диаметра сііат Е, меньшего чем 8, 
пересекающееся со множеством Е^ Ео, будет целиком 
лежать в 8і^(Ео). Действительно, если йіат П < 8 и существу¬ 


ет хе П П Ец, то (см. (44.50)) Е Ѵ(х, 8) ^ ЕДЕо), где, как 
обычно, 11{х, 8) — шаровая окрестность точки х радиуса 8 
(рис. 55). 

Пусть теперь х = {Е^} — разбиение множества Е мелкос¬ 
ти |х| < 8 и Е;ЕХо(Ео), т. е. Е^ П Ец ^ 0, а так как диаметр 

(Наш Е; < 8, то, в силу сказанного вы- 



Рис. 55 


ше, Е; 5ДЕо). Поэтому 


^ Е.сЕДЕо). 

Г; 6 %д(Ед) 

Следовательно, в силу (44.59), 


Е.е гдіЕд) 


Введем еще одно обозначение. 
Пусть Е — измеримое множество, х = 

= {ЕД'_ — некоторое его разбиение. 
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с Е. Для всякой функции /, определенной на Е, положим 
(см. (44.56) и (44.57)) 








^ тЩ^іЕ^. (44.61) 

-Е^е т(Ец) 


Эта запись означает, что суммирование в правой части равен¬ 
ства происходит только по тем индексам і, для которых 
Е^еx(Е^). Как всегда Для симметрии записи обычные 

интегральные суммы Римана можно по аналогии записывать 
в виде <7^ = 52 ^ Вместо символа суммирования 52 

иногда для краткости будем писать 52 • 

X 

ТЕОРЕМА 5. Пусть Е — измеримое по Жордану множест¬ 


во пространства Д", х = — его разбиение, Е^ Е и 

цКо = О- Если функция / ограничена на множестве Е, то ри- 
манов интеграл |/(х)с?К существует тогда и только тогда, 
когда существует конечный предел ^т{Ед)’ При этом ес¬ 
ли последний предел существует, то он равен интегралу 
\Кх)дЕ. 


При выполнении условий теоремы сумма называет¬ 

ся неполной интегральной суммой для интеграла \і'{х)дЕ. 


Доказательство. Для всякого разбиения х = {КД ■ _ мно¬ 
жества Е каждый элемент Е^ разбиения либо не пересекается с 
множеством Е^, и тогда К;Ех(Кд) (см. (44.56)), либо пересекает¬ 
ся, тогда К;Е Хо(Ко) (см. (44.57)). Следовательно, х = х(Ко) Э Хо(Ко), 
причем х(К 0 ) и Хо(К 0 ) не имеют обіцих элементов. 

Положим 

Ч(Е0)= Е Я^«)ЦК„ 

Е.е 

Здесь суммирование в правой части равенства происходит 
только по тем индексам і, для которых К;ЕХ 0 (К 0 ). Очевидно, 
что для любой интегральной суммы Римана а.^ справедливо 
равенство (см. (44.52) и (44.61)) 


<^т(Ео) + <^Хо(Ео)- 


(44.62) 


В силу ограниченности на Е функции /, суіцествует такая 
постоянная М > О, что для всех хеЕ выполняется неравенст¬ 
во |/(х)| < М. Поэтому 


1Ч(Е0)1< Е \тЧ^Е,<м ^ рк,. 

Еіеx^{Е^) Е.еx^(Е^) 
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А так как, согласно лемме 3, Ііт у и,Е, = О, то Ит а, гг і = 0. 

В силу этого, из равенства (44.62) следует, что интегральные сум¬ 
мы и (^т(Ед) одновременно имеют или нет пределы при |х| ^ 0, 


причем если эти пределы существуют, то они равны. □ 

Из этой теоремы следует, что если функция определена и 
ограничена на некотором измеримом множестве Е, то при оп¬ 
ределении интеграла, как предела интегральных сумм, в них 
можно отбрасывать все слагаемые, соответствующие элемен¬ 
там разбиения, которые содержат граничные точки, ибо мно¬ 
жество Ед = дЕ имеет меру нуль (см. теорему 1 в п. 44.1). 

Из теоремы 5 следует также, что если функция / опреде¬ 
лена и ограничена на измеримом множестве Е, то изменение 
ее значений на некотором множестве Ед ^ Е меры нуль, в ре¬ 
зультате которого снова получается ограниченная на Е функ¬ 
ция, не влияет ни на интегрируемость функции, ни на значе¬ 
ние интеграла от функции, если он существует. Это сразу 
следует из того, что при указанном изменении функций сум- 
ма меняется, а в силу теоремы 5, если ее предел при 

|х| ^ о существует, то он равен интегралу \/(х)(іЕ: 


Из этого замечания, в частности, следует, что функция / явля¬ 
ется интегрируемой на измеримом множестве Е тогда и только 
тогда, когда на этом множестве Е интегрируема всякая функ¬ 
ция, получающаяся из / произвольным изменением ее значе¬ 
ний в граничных точках, т. е. на множестве Е П дЕ, таким, что 
эти значения остаются, однако, ограниченными. При указан¬ 
ной операции не меняется и значение интеграла \і^(х)(іЕ. Все 
это следует из того, что граница измеримого множества, а зна¬ 
чит, и любая ее часть, имеют меру нуль. 

Таким образом, интегрируемость и значение интеграла от 
функции по множеству Е не зависят от значений функции в 
граничных точках измеримого множества Е, если только эти 
значения ограничены. 


44.4. Существование интеграла 

Простейшим примером интегрируемой по Риману функции 
является произвольная числовая функция /, определенная на 
некотором множестве Е ^ Д", мера Жордана которого равна 

нулю: \іЕ = 0. В этом случае для любого разбиения х = 
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множества Е будем иметь ^^Е^ = О для всех і = 1, 2, поэ¬ 
тому при любом выборе точек получим = О, 

следовательно (см. (44.52)), 


а, = а,(/; ^(і), ... , ^<^^>) = ^ т^^Е. = 0. 

і - 1 

Отсюда, согласно определению интеграла, он в этом случае 
существует и равен нулю: 

\^{х)(іЕ = Ііт а. = 0. 

■' | х |^0 ^ 

Поскольку функция у произвольна, в частности, она мо¬ 
жет быть и неограниченной. Иначе говоря, условие ограни¬ 
ченности функции не является необходимым для ее интегри¬ 
руемости по Риману на произвольном измеримом по Жорда¬ 
ну множестве. Вспомним, что для интегрируемости функции 
по Риману на отрезке условие ограниченности функции было 
необходимым (см. теорему 1 в п. 23.3). Однако с некоторым 
видоизменением теорема об ограниченности интегрируемой 
функции оказывается справедливой и для рассматриваемого 
здесь интеграла. 

Предварительно докажем лемму. 

ЛЕММА 8. Пустъ функция / определена на измеримом по 
Жордану множестве Е, т = — разбиение этого мно¬ 

жества и Е* — объединение всех элементов этого разбие¬ 
ния, имеющих положительную меру. Е* = 

Если функция / неограничена на множестве Е*, то, ка¬ 
ково бы ни было число М > 0, можно так выбрать точки 
^б)еЕі, что будет справедливо неравенство 




>м. 


СЛЕДСТВИЕ. Пустъ функция / определена на измеримом по 
Жордану множестве Е. Если у множества Е существуют 
сколъ угодно мелкие разбиения, для которых функция / неог¬ 
раничена на объединении всех их элементов положительной 
меры, то функция / неинтегрируема на Е. 

Доказательство леммы. По условию леммы множест¬ 
во Е* является объединением элементов Еі положительной ме¬ 
ры разбиения х. Поскольку всякое разбиение состоит из ко- 
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нечного числа элементов, Е* является конечной суммой ука¬ 
занных множеств Еі€і X. Поэтому если функция / неограничена 

на множестве Е*, то она неограничена и на некотором множе¬ 
стве -Ё; положительной меры. Пусть для определенности это 
множество В силу неограниченности функции / на Ё^, мож¬ 
но выбрать такую последовательность п = 1, 2, ... , что 

будет иметь место равенство Ит = о°. Зафиксируем ка- 

П —^ 

ким-либо образом остальные точки при і = 2, 3, 

К 

Поскольку сумма ^ — фиксированное число и 

і - 2 

цЁ^ > о, то в сумме /(Ц^^)|Д,Ё^ + ^ /(^<'')|д,Ё; при п ^ оо первое 

і - 2 

слагаемое стремится к бесконечности, а второе — постоянное. 
Отсюда 

Ііт /(Ці))цЁі + ^ Гт^Е^ = + 00 . 

і = 2 

Поэтому для любого числа М > О можно подобрать такой но¬ 
мер п^ = п^{М), что будет справедливым неравенство 

яиі))цЁі + ^ гтііЕ^ > м. □ 

і-2 

Доказательство следствия. Если функция / интег¬ 
рируема на множестве Ё, т. е. суптествует предел 

|1|™п І1 ^&^)^^Е^ = \/(x)(іЕ, 

^ і-1 

то для любого е > о, например для е = 1, суш,ествует такое 
8 > О, что для всех разбиений х = {Ё^}!^ множества Ё мелкос¬ 
ти |х| < 8 при любом выборе точек ^*'^е ё^е х выполняется нера¬ 
венство 

5:/(^(%Ё,-|/(х)сгЁ <1 

і = 1 

и, следовательно, неравенство 

\Гіх)(іЕ - 1 < 52 < \Гіх)(іЕ + 1, (44.63) 

І = 1 

т. е. множество всех интегральных сумм при |х| < 8 ограни¬ 
чено. 
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Если же функция / удовлетворяет условиям следствия, то 
у множества Е существует разбиение х мелкости |х| < 8, для 
которого функция / неограничена на объединении всех эле¬ 
ментов положительной меры этого разбиения. Тогда, по лем- 

ч 

ме 6, сумму ^ можно сделать сколь угодно большой 

і - 1 

ПО абсолютной величине за счет выбора точек ^^'^еЕ^ех. По¬ 
этому такая функция не может быть интегрируемой — для 
нее не выполняется условие (44.63). □ 

Покажем теперь, что если пренебречь множеством меры 
нуль, то всякая интегрируемая функция будет ограниченной. 
ТЕОРЕМА 6. Если функция / интегрируема на множестве Е, 
то существует такое множество Е^'^ Е меры нуль'. рЕ^ = О, 
что функция ^ ограничена наЕ\Е^. 

Доказательство. Пусть функция / интегрируема на Е и 
указанного в теореме множества Ер не существует. Возьмем 
любое 8 > О и какое-либо разбиение х = {Е;} множества Е мел¬ 
кости |х| < 8. Обозначим через Е* объединение всех элементов 
разбиения х положительной меры. Тогда множество Е\Е* яв¬ 
ляется объединением конечного числа множеств Е^ех меры 

нуль, и поэтому оно само имеет меру нуль: р,(Е\Е*) = 0. Вслед¬ 
ствие этого по сделанному предположению функция / неогра¬ 
ничена на множестве Е*. Отсюда, согласно следствию из лем¬ 
мы 6, получаем, что функция / неинтегрируема. □ 

Покажем теперь, что для важного класса измеримых по 
Жордану открытых множеств теорема об ограниченности ин¬ 
тегрируемой функции полностью сохраняется. Для доказа¬ 
тельства этого понадобится одна геометрическая лемма. 
ЛЕММА 9. Непустое пересечение замкнутого п-мерного ку¬ 
ба с открытым множеством п-мерного пространства име¬ 
ет положительную нижнюю меру Жордана. 

СЛЕДСТВИЕ. Для любого открытого измеримого по Жорда¬ 
ну множества существуют сколъ угодно мелкие разбиения, 
все элементы которых имеют положительную меру. 
Даказательства леммы. Пусть ^ — замкнутый п-мер- 
ный куб, Ѳ — открытое множество пространства Д" и ^ П О ^ 0. 
Какова бы ни была точка xе^ П О, в силу открытости множест¬ 
ва О, существует такая ее окрестность Щх), что 

Щх)са. (44.64) 
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Рис. 56 


Нетрудно убедиться, что во 
множестве 11{х) всегда имеет¬ 
ся внутренняя точка у куба 
В самом деле может случиться, 
что сама точка х является внут¬ 
ренней для куба ^ и тогда мож¬ 
но взять у = X. Если же х — 
граничная точка куба то она 
является граничной и для мно¬ 


жества его внутренних точек. 
Поэтому ее окрестность Щх) заведомо содержит внутреннюю 
точку у куба ^ (рис. 56). В силу определения внутренней точки 
(см. п. 35.2), суш,ествует такая ее окрестность Ѵ{у), что 


Ѵ{у)^Я. 

В силу (44.64) и (44.65), справедливы включения 


(44.65) 


Щх) П Ѵіу) с Щх) с о, Щх) п Ѵ(у) с 

поэтому 

Щх) П Ѵ(у) ^ЯпО. (44.66) 


Так как уе 11{х) и уе Ѵ{у), то пересечение 17(х) П Ѵ(у) не пусто, 
ибо содержит, во всяком случае, точку у. Далее, будучи пере¬ 
сечением двух открытых множеств, оно также является от¬ 
крытым, и поэтому (см. п. 44.1) р,*[?7(л:) П Ѵ(у)] ^ 0. В силу 
свойства монотонности нижней меры (см. лемму 1 в п. 44.1), 
из (44.66) имеем р*[1/(л:) П Н(у)] < Ц*(Ѳ П О). 

Из двух последних неравенств явствует, что р-*(^ П О) > 0. □ 

Доказательство следствия. Пусть С — измеримое от¬ 
крытое в Д" множество. Зафиксируем разбиение пространства 
Д" на кубы некоторого ранга к. Множество кубов Я этого ран¬ 
га, имеюптих непустое пересечение со множеством О, являет¬ 
ся конечным, ибо множество С, в силу его измеримости, огра¬ 
ничено. Перенумеруем все указанные кубы: ^ 2 > ••• > Яі • 

Множества Е^ = Яі^^Я^ 0,і = 1,2, ... измеримы и образуют 
разбиение х = множества С. Действительно, с одной 

стороны, = Яі ^ Я ^ Я, следовательно, Щ^Е^ ^ С, а. с 
другой — каждая точка хе С, как и всякая точка пространства 
Д", принадлежит хотя бы одному кубу Я ранга к: хе Я Я. 
Тогда Я Г\ Яех, т. е. Я = Яі при некотором і, поэтому хе П Е = 

= Е, Таким образом, О Еі = С. 
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Далее, Е^Г\ ^^Г\ Если пересечение П непусто, 
то оно представляет собой куб размерности, меньшей чем п, 
и, следовательно, является графиком непрерывной (даже ли¬ 
нейной) функции на компакте. Поэтому его мера равна нулю: 
Ц(Ѳг П ^^) = О, откуда и ц(Е; П Е^) = О, і ^ у. Наконец, согласно 
лемме 8, цЕ; > О, і = 1, 2, ..., 

Очевидно, что суш,ествуют сколь угодно мелкие разбиения х 
указанного вида. Действительно, каково бы ни было 8 > О, до¬ 
статочно взять такой ранг к, чтобы < 8 (сііат Я = 10 — 

диаметр куба Я ранга к), тогда 

(Дат Е; = (Дат(^; П О) < (Дат Яі = Ю < 8, і = 1, 2, ... , 
и поэтому |х| < 8. □ 

ТЕОРЕМА 7. Если функция интегрируема на открытом 
множестве, то она ограничена. 

Доказательство. Пусть функция / интегрируема на от¬ 
крытом множестве Ѳ. Тогда, согласно определению интегра¬ 
ла, множество О измеримо по Жордану, а на основании след¬ 
ствия из леммы 10, суптествуют сколь угодно мелкие его раз¬ 
биения, все элементы которых имеют положительную меру. 
Если функция / была бы неограниченной на О, то, согласно 
следствию из леммы 8, она была бы неинтегрируемой. □ 

Замечание. Как видно из приведенного доказательст¬ 
ва теоремы 7, открытость множества О потребовалась лишь 
для того, чтобы показать, что суш;ествуют его разбиения 
сколь угодно малой мелкости, все элементы которых имеют 
положительную меру. Тем самым для всех множеств, обла- 
даюіцих этим свойством, интегрируемость на них функций 
влечет за собой их ограниченность. 

Легко, например, можно убедиться в том, что замыкание 

О любого измеримого открытого множества О также имеет 
сколь угодно мелкие разбиения, мера всех элементов кото¬ 
рых положительна. Действительно, достаточно снова взять 
все кубы Яі ранга к, имеюіцие с Ѳ непустое пересечение. Тог¬ 
да они будут и подавно иметь непустое пересечение с замыка¬ 
нием О множества При этом так как 

ЕДС) — замкнутое множество и (7 ^ ю О ^ Е^((7). Сле¬ 

довательно, если положить Е^ = П (7, где П С ^ 0, то 
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X = {Е^} образует покрытие замыкания С множества О, ибо мно¬ 
гогранник состоит только из указанных кубов 

УПРАЖНЕНИЕ 5. Построить пример функции, неограниченной и ин¬ 
тегрируемой на множестве положительной меры. 

Если функция / ограничена на измеримом множестве, то, 
как и в одномерном случае, можно определить верхние и ниж¬ 
ние суммы Дарбу. 

Определение 5. Пусть / — функция, ограниченная на изме¬ 
римом по Жордану множестве Е, х = — разбиение 

множества Е 


= }Н ^ ^ = 1 ’ 2 ’ ••• ’ 4 

X & Ѣ. X & Е. 


Тогда суммы 


«X = Е ^ М; ЦЕ;, 

І-1 І = 1 


называются соответственно нижними и верхними сумма¬ 
ми Дарбу. 

Аналогично одномерному случаю (см. определение 7 в 
п. 23.1), для сумм Дарбу функций многих переменных вво¬ 
дится понятие предела при |х| ^ 0. 

Для сумм Дарбу и интегральных сумм Римана справедли¬ 
вы очевидные неравенства 8.^ < < 5.^. 

Как и для функций одной переменной, для любых двух 
разбиений х^ и Хз справедливо неравенство 8.^^ < 8.^^. 

ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы ограниченная на измеримом 
по Жордану множестве Е ^ і?" функция / была интегрируе¬ 
мой по Риману на этом множестве, необходимо и доста¬ 
точно, чтобы 

Ит (5.-8Д = 0. (44.67) 

|х| ^ о ^ ^ 

При выполнении этих условий 

Ит 5, = Ит 8.= \Дх)дЕ. (44.68) 

| і |^0 ^ | х |^0 ^ 

Условие (44.67) равносильно следуюш;ему: 

Ит у со(/; ЕЛцЕ,. = 0, (44.69) 

ІхІ^О^еі 

где со(/; Е;) — колебание функции / на множестве Е^е х = {Е;}. 
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Доказательство этой теоремы проводится аналогично од¬ 
номерному случаю и рекомендуется проделать читателю в 
случае внутренней потребности самостоятельно. 

УПРАЖНЕНИЕ 6. Сформулировать определения пределов (44.67)— 
(44.68) с помощью последовательностей и используя «е— 5-терминологию». 

ТЕОРЕМА 9. Если функция непрерывна на измеримом по 
Жордану компакте, то она интегрируема на нем. 

Доказательство. Пусть Е — измеримый компакт, Е К'^, 
а / — непрерывная на нем функция. Всякая функция, непре¬ 
рывная на компакте, ограничена (см. п. 36.7) и равномерно не¬ 
прерывна (см. п. 36.8) на нем. Поэтому и здесь доказательство 
протекает аналогично одномерному случаю (см. п. 23.5): легко 
получается оценка 

52 «(У; Е^)рЕ^ < со(8^; /)цЕ, 

і = 1 

где со(8, /) — модуль непрерывности функции /. Из этой оцен¬ 
ки сразу следует выполнение условия (44.69), поэтому, со¬ 
гласно теореме 8, и интегрируемость функции /. □ 

44.5*. Об интегрируемости разрывных функций 

Непрерывность функции не является необходимым условием 
интегрируемости: суш,ествуют и разрывные интегрируемые 
функции. Достаточно піирокий класс разрывных интегрируе¬ 
мых функций устанавливается следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА 10. Если функция ограничена на измеримом по 
Жордану компакте и множество ее точек разрыва имеет жор- 
данову меру нуль, то эта функция интегрируема по Риману. 

Даказательатва. Пусть функция / определена и ограни¬ 
чена на компакте, т. е. на ограниченном замкнутом множест¬ 
ве К'^. В силу ограниченности функции / на Е, существует 
такая постоянная М > 0, что для всех х&Е выполняется нера¬ 
венство 

\/(х)\<М. (44.70) 

Пусть Е^ — множество точек разрыва функции /. По усло¬ 
вию теоремы рЕ^ = 0, поэтому для любого фиксированного 
е > о существует такой ранг к, что 

ц5Ді:о)<^. (44.71) 

3 4М 
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Это следует из того, что в данном случае, согласно определе¬ 
нию меры, ^ О- Пусть многогранник со¬ 

стоит из кубов ^ 2 , ... , Яі- Обозначим через куб, полу¬ 
чающийся из преобразованием подобия с центром в центре 
куба и коэффициентом подобия, равным трем; тогда 

рР. = 3"цО., у = 1,2, ... ,г. (44.72) 

I 

Положим Р = У^Ру. в силу неравенства (44.71) и равенст¬ 
ва (44.72), имеем 

цР = ц ,у^ Р; < Е ЦР^ = Е = 3«ц5,(Ро) < 4^- (44.73) 

/ -1 / -1 

Отметим, что множество Р получается из 8і^(Ео) окаймлением 
последнего полосой кубов с ребрами длины 10 *, поэтому вся¬ 
кое множество А с диаметром сііат А, меньшим чем 10 *, пере¬ 
секающееся с множеством З/^ІЕ^), содержится в Р (рис. 57): 


йіат А < 10*, Л П З^ІЕ^) ^0^А^Р. (44.74) 

Обозначим теперь через О множество внутренних точек 
многогранника З^^ІЕо). Очевидно, С — открытое множество, а 
поскольку по условиям теоремы Е замкнуто, то множество Р = 
= Е\0 также замкнуто, причем, в силу ограниченности Е, мно¬ 
жество Е ограничено, поэтому Е — компакт. Далее, множест¬ 
во Рд лежит внутри многогранника Зі^іЕ^), т. е. Е^ С (как 
отмечалось выше, см. п. 44.3, это справедливо вообще для 

любого множества Е и вытекает из 

I_^_^_I определения многогранника РДР), 

см. доказательство леммы 7). 
Отсюда явствует, что функция / 
непрерывна на компакте Р, а 
поскольку, кроме того, множест¬ 
во Р измеримо, как разность двух 
измеримых множеств Е ш С, то, 
согласно теореме 9, функция / 
интегрируема на Р. Поэтому для 
выбранного выше е > 0 существу¬ 
ет такое 8 > о, что для любого раз¬ 
биения множества Р мелкости 
|х^.| < 8 выполняется неравенство 



Р. - 8 ^ < ■ 


Рис. 57 


(44.75) 
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где 5^ и 8^ — верхние и нижние суммы Дарбу функции /, со- 

Р Р 

ответствуюп];ие разбиению Хр множества Р. 


Пусть 


8о = тіп {10 *, 8}, 


(44.76) 


X = — какое-либо разбиение множества Е мелкости 

|х| < 8о. Очевидно, что Хр = {Е^ П Р}, где Е^\ЛР^0, является раз¬ 
биением множества Р мелкости |х^.| < |х| < бц, и поэтому, в силу 
(44.70), для х^.выполняется неравенство (44.75). 

Положим 

М; = вир І(х), ТПі = ІПІ Я^)> 


= Е М^\^Е^, 8х = Е 

і = 1 і = 1 

м\ = зир /(х), т\ = іп4 Дх), 

^Хр= Е М\\і{Еі^Р), 8 = ^ т\\і{Еі^Р). 

Я,П г ^ 0 _Е,П Р 

Каждое множество -Е^ех либо пересекается с О, либо нет. 
В случае непересечения, т. е. если П С = 0, то Е, и для 

таких индексов і имеем = М\, Е^ П Е = Е^. 

Заметив, что в написанных ниже суммах все слагаемые 
неотрицательны, получим: 


Е^ПС=0 Е^ПС=0 


< ^ (М{-т;)ц(Е,ПЕ) = Е -8 <|. (44.77) 

Если же Е^Г\ О ^ 0, то, в силу (44.74) и (44.76), Е^^ Р ш поэто¬ 
му для этих индексов і (см. еіце (44.73)) 


Е 

Е^ПС^0 ' 


и 

ПС^0 


Е,<цР< 


е 

4М' 


(44.78) 


Используя очевидные неравенства \т^\ < М, = 

непосредственно вытекающие из (44.70), и применяя неравен¬ 
ство (44.78), будем иметь 


^ (М,-т,)цЕ,< ^ [|М,| + К|]цЕ, < 

Е^пс^0 Е^^\С^0 


<2М ^ ЦЕ;<|. (44.79) 

Е^Г\С^0 
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Из (44.77) и (44.79) вытекает, что 

- «X = І (Мі - = 

І = 1 

= ^ {М^-т^)^^Е^+ {М^-т^)^Е^<^ + ^ = е. 

Я,ПС=0 Е^ПОФѲ ^ ^ 

Отсюда, согласно теореме 8, следует интегрируемость функ¬ 
ции / на множестве Е. □ 


44.6. Свойства кратного интеграла 


В этом пункте будут рассмотрены свойства кратного интегра¬ 
ла, аналогичные свойствам интеграла от функции одного пе¬ 
ременного по отрезку. Напомним, что интегрируемость ка¬ 
кой-либо функции (по Риману) на некотором множестве пред¬ 
полагает его измеримость по Жордану. 

1°. Пустъ Е — измеримое множество; тогда \дЕ = рЕ. 

Действительно, в данном случае подынтегральная функция 
тождественно равна единице. Поэтому если х = {Еі}\^ — не¬ 

которое разбиение множества Е, то (см. (44.51)) 

К 

\дЕ = Ііш у рЕ, = рЕ. 

ІтИо^еі ' 

2°. Пустъ Е и Е* — измеримые множества, Е* Е и 
функция / ограничена и интегрируема на Е; тогда она ин¬ 
тегрируема и на Е*. 

В самом деле, множество Е** = Е\Е* так же измеримо, как 
разность двух измеримых множеств. Пусть х* = {Е*} — раз¬ 
биение множества Е* мелкости |х*| и х** = {Е**} — разбиение 
множества Е** мелкости |х**| < |х*|. Тогда X = {Е*, Е**} является 
разбиением множества Е мелкости |х| = |х*|. Если 


и 


со. 


усо(/-, Е^)рЕ^ + усо(/, 

X* х” 

со,* = усо(/, е;)цЕ*, 


то, очевидно, О < со,* 


< со,. Но Ііт 

" N^0 

Ііш со,* 


со, = о, поэтому 
= 0 , 


| х "|^0 

откуда и следует интегрируемость функции / на множестве Е* 
(см. (44.69)). 
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3°. Аддитивность интеграла по множествам. Если Е' 
и Е" — измеримые множества, Е = Е' Е", Е' П Е" = 0 
и функция / ограничена и интегрируема на множестве Е, 
то интегралы \^{х)(іЕ' и \^{х)(іЕ" существуют и 

\Кх)(ІЕ = \Кх)(ІЕ' + \Кх)(ІЕ". (44.80) 

Существование интегралов \^{х)(іЕ' и \^{х)(іЕ" следует из 
свойства 2**, поэтому нуждается в доказательстве лишь фор¬ 
мула (44.80). Пусть х' = {Е'^ и х" = {Е") — разбиения соответ¬ 
ственно множеств Е' и Е". Тогда х = {Е\, Е") является разби¬ 
ением множества Е и его мелкость равна наибольшей из мел¬ 
костей разбиений х' и х": |х| = шах {|х'|, |х"|}. 

Пусть Е'і, Е", 


< = а, = Ѵ/(Л«)рЕ;, а, = а,. + а,.. (44.81) 

В силу интегрируемости функции / на множестве Е, Е' и Е", 


Иш^а^ = \^{х)(іЕ, ^ Иш^ = \^{х)(1Е', ^ = \Кх)(іЕ" 


о. 


Поэтому, переходя к пределу в равенстве (44.81) при |х| 
получим (44.80). 

Замечание 1. Если функция / интегрируема и ограни¬ 
чена на множестве Е, то она интегрируема и на множестве 
его внутренних точек, причем 

\т(іЕ = \т(іЕ,^ѵ 


Это следует из свойства 3°, так как 

Е = Еі,,и(Е\Еіп,), р(Е\Е,^,) = 0 
(см. замечание 6 в и. 44.1). 

Замечание 2. Следует обратить внимание на следую¬ 
щее обстоятельство: может случиться, что функция / опреде¬ 
лена на множестве Е = Е' Е", где Е' и Е" — измеримые 
множества, Е' П Е" = 0. Интегралы |/(л;)с?Е' и 1/(х)аЕ" су¬ 
ществуют, а интеграл \/(х)(іЕ не существует. 

Поясним сказанное на примере. Пусть (г, ф) — полярные 
координаты точки на плоскости. 


[0, если г < 1, 

Д^> Ф) I если г = 1, о < ф < 2л, 

Е' = {(г, ф): г < 1} — открытый круг, Е" = {(г, ф): г = 1} — окруж¬ 
ность. Очевидно, рЕ" = 0, поэтому несмотря на то, что функ- 
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ция / неограничена на Е", она интегрируема и ф)с?-Е" = 0. 
Существует и интеграл \/(г, (р)(іЕ' = 0. Однако интеграл 
ІДг, (р)(іЕ по замкнутому кругу Е = Е' И Е" не существует. 
Действительно, множество представляет собой замыкание об¬ 
ласти, поэтому у него существуют сколь угодно мелкие раз¬ 
биения, все элементы которых имеют положительную меру. 
Следовательно (см. замечание к теореме 7), всякая интегри¬ 
руемая на Е функция ограничена, а заданная функция / неог¬ 
раничена и поэтому не интегрируема. 

Важно отметить, однако, что для ограниченных функций по¬ 
добной ситуации быть не может: если функция / ограничена и 
интегрируема на измеримых множествах Е' и Е”, Е' П Е” = 0, то 
она интегрируема и на множестве Е = Е' Е", причем справед¬ 
лива формула (44.70). Это будет доказано в и. 44.7*. 

Заметим лишь, что в случае, когда одно из множеств Е' 
или Е" имеет меру нуль, то интегрируемость ограниченной 
функции / на их объединении, в предположении ее интегри¬ 
руемости на каждом из них, можно получить почти дослов¬ 
ным повторением рассуждений, проведенных при доказа¬ 
тельстве теоремы 10. В самом деле, пусть / интегрируема 
и ограничена на измеримых множествах Е' и Е", \х,Е' = 0, 
Е = Е' ^ Е". Тогда если, как и в указанном доказательстве, 
построить множество О ^ Е' (множество Е' играет здесь роль 
множества Е^ из теоремы 10) и положить Е = Е\0, то будем 

иметь Е Е" и, следовательно, в силу свойства 2° интегра¬ 
лов, функция / окажется интегрируемой на множестве Е, от¬ 
куда, как и выше, вытекает ее интегрируемость на множест¬ 
ве Е, а значит, в силу свойства 3°, и справедливость формулы 
(44.70), гдеУ(х)с1Е' = 0. 

Из доказанного следует, что, для того чтобы функция /, 
ограниченная на замыкании Е измеримого множества Е, бы¬ 
ла интегрируема на Е, необходимо и достаточно, чтобы она 
была интегрируема на его замыкании Е, причем 

I ^{х)(іх = I /(х)(іх. 

Е Е 

Действительно, если интеграл существует по множеству Е, то 
так как граница дЕ измеримого множества Е имеет меру, равную 

нулю, то и р(і^\і^) = о, так как Е\Е ^ дЕ. Поэтому | ^{х)(1х = 0, 

Ё\Е 

а так как Е = Е I) (Е\Е), то, в силу сказанного выше, 

I ^{х)(1х = I і{х)(1х + I і{х)(1х = I ^{х)(іх. 

Ё Ё\Е 
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Наоборот, если существует интеграл по замыканию Е из¬ 
мерительного множества Е, то, в силу свойства 2^, он сущест¬ 
вует и по самому множеству. 

4°. Линейность интеграла. Если функции и /2 интег¬ 
рируемы на множестве Е, то для любых чисел и Я ,2 су¬ 
ществует интеграл + ^ 2 / 2 (х)^дЕ и справедливо ра¬ 

венство 

-Ь Я,2/’2(^)]<^-^ = Я,^/■^(x)с?Е -Ь Я,2 і/2(^)^-Е- 

5°. Если функции ^ и § интегрируемы и ограничены на 
некотором множестве, то и их произведение и отношение 
І /§ {при іп4|§'| > 0) интегрируемы на этом множестве. 

6°. Интегрирование неравенств. Если функции і и § ин¬ 
тегрируемы на множестве Е и для всех хеЕ выполняется 
неравенство Дх) < §{х), то 

\^‘{x)дЕ < \§(х)дЕ. 

7°. Если функция / интегрируема и ограничена на мно¬ 
жестве Е, то и ее абсолютная величина |/| интегрируема 
на нем, причем ^ ^ 

\\т(1Е\ < \\Г(х)\аЕ. 

Доказательство свойств 4**—7** проводится совершенно ана¬ 
логично одномерному случаю (см. п. 24.1). 

8°. Монотонность интеграла от неотрицательных функ¬ 
ций по множествам. Если Е и Е* — измеримые множества, 
Е* Е, функция / неотрицательна, ограничена и интегри¬ 
руема на Е, то 

\Кх)дЕ^<\і{х)(1Е. (44.82) 

Действительно, в силу свойств 2® и 3°, интегралы \^{х)дЕ* 
И \КхЩЕ\Е*) существуют и 

\Кх)дЕ = \і{х)(ІЕ* + \і{х)д{Е\Е*). 

Поскольку Дх) > о, то, в силу свойства 6°, \і‘{х)д{Е\Е*) > 0, а от¬ 
сюда и следует неравенство (44.82). 

9°. Пусть функция / интегрируема и неотрицательна 
на измеримом открытом множестве О, х^^’^е О, функция / 
непрерывна в точке х<°) и Дх^**)) > 0. Тогда 

\Кх)дО>{). (44.83) 

Действительно, в силу непрерывности функции / в точке 
х(°*, для любого е > о существует такая окрестность II = 
= 1/(х<®)) этой точки, что для всех хе II выполняется неравен- 
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ство — е < /(х) < + е. При этом, в силу открытости 

множества Ѳ, окрестность 17 всегда можно выбрать так, что¬ 
бы П с (5. 

Выбрав е = получим для него такую окрестность II, 

что для всех х, принадлежаш,их этой окрестности, будем 
иметь /(х) > Отсюда, применяя последовательно свой¬ 

ства 8°, 6° и 1®, найдем, что 

\Кх)(іС >\Кх)(іи > ^-^\сІѴ = > О, 

ибо \іХ7 > О как мера всякого открытого множества. □ 

Отметим непосредственное следствие из свойства 9**. 

СЛЕДСТВИЕ. Если функция / непрерывна, интегрируема и не¬ 
отрицательна на измеримом открытом множестве С и не яв¬ 
ляется тождественным нулем, то\^{х)дС> 0. 

10®. Полная аддитивность интеграла по открытым мно¬ 
жествам. Если С, — измеримые открытые множества. 


От + 1’ ^ 1>2,..., 

(44.84) 

7.0,^ = 0, 

(44.85) 

а функция / интегрирует на множестве Ѳ, то 


Ит 1 /(х)с?х = 1 /(х)с?х. 

(44.86) 

Докажем сначала, что из выполнений условий (44.84) и 
(44.85) следует, что 

Иш пС„, = пО. (44.87) 

т ^ оо* 

Пусть задано е > 0, тогда суш;ествует такой 
(см. (44.3), (44.5) и (44.6)) 

ранг к, что 

р(7 — е < 

(44.88) 


Множество О, будучи измеримым, ограничено. Поэтому 
множество 8)^0) представляет собой объединение конечного 
множества замкнутых кубов и, следовательно, является ком¬ 
пактом. Поскольку этот компакт лежит в множестве С, в силу 
равенства (44.85), система {<?„,} является его покрытием откры¬ 
тыми множествами. Согласно теореме Гейне—Бореля (см. теоре¬ 
му 4 в п. 35.3), из этого покрытия можно вьщелить конечное по¬ 
крытие. Ясно, что если т^ — наибольший номер множеств О^, 
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входящих в это конечное покрытие, то в силу включений 
(44.84) имеет место включение 

8,(0) с О^^. 

Из неравенства (44.88) и включений 

^ ^ ^ т>т^, 

имеем при т > 

]хО - е < Ц8^(С) < ]хО^ < рб'. 


Это и означает выполнение равенства (44.87). 

Докажем теперь равенство (44.86). Функция /, будучи ин¬ 
тегрируемой на открытом множестве О, ограничена (см. те¬ 
орему 7 в п. 44.4). Ограниченность функции / на множестве О 
означает существование такой постоянной с > О, что для всех 
точек хе О выполняется неравенство |Я^)| ^ Поэтому 


I ^(х)(іх - I ^(х)(іх 

о щ 


3 " 


I /(х)(іх 

е\с„ 


< I \^^(х)\ах 

е\щ 


< 

4 », 6 “ 


Ао ^ Г» ~ ^ О 

с\е„ 

при /г ^ оо, т. е. равенство (44.86) доказано. □ 

Замечание 3. Отметим, что для любого измеримого 
открытого множества О существует последовательность изме¬ 
римых открытых множеств О^, удовлетворяющая условиям 
(44.84) и (44.85). Более того, эту последовательность можно да¬ 
же выбрать таким образом, что не только сами множества О^^, 
но и их замыкания О^ будут содержаться в множестве О: 

О^^О^^О, т = 1,2, .... (44.89) 

При этом поскольку множества 0^ измеримы, то они ограни¬ 
чены. Следовательно, ограничены и их замыкания (7^, кото¬ 
рые являются поэтому компактами. В качестве таких мно¬ 
жеств О^ можно взять, например, множества 

(44.90) 

где, как обычно, множество 8^(0) состоит из кубов ранга т, 
содержащихся в множестве О. 

Проверим выполнение условий (44.84), (44.85) и (44.89) 
для множеств (44.90). Свойство (44.84) в этом случае выпол¬ 
няется очевидным образом: 

~ (^)іпі; + і(^)іп1; ~ +1' 
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Докажем свойство (44.85). Ясно, что из 
следует, что 

(44.91) 

С другой стороны, для любой точки X е о в силу открытости 
множества С суп];ествует ее е-окрестность 17(х; е), е > О, содер- 
жап];аяся в С : 17 (х; е) О. Если ранг кубов таков, что куб 

этого ранга имеет диаметр меньше е, т. е. ^ < е, то все кубы 

10 '”“ 

ранга т^, содержаіцие точку х, лежат в окрестности 17 (х; е) 
точки X и, следовательно, в множестве О. Поэтому 

8 ^^ (С)і„^ = 

Итак, если хе С, то суш,ествует такой ранг т^, что хеО^и., 
значит, 

оо 

(44.92) 

Из включений (44.91) и (44.92) и следует равенство (44.85). 
Наконец, 

От = 8й(<^)ш* = 8 а(<^)іп* ^ ^ 

т. е. условие (44.89) также выполнено. 

Замечание 4. Поясним, почему свойство 10° назы¬ 
вается полной аддитивностью интеграла. Если последова¬ 
тельность 11 /(х)с?л;| заменить рядом 

I /(х)(іх + ^ I ^{х)(іх, 

ДЛЯ которого эта последовательность является последователь¬ 
ностью частичных сумм, то формулу (44.86) можно записать 
в виде равенства 

со 

I і{х)(іх = 1 1{х)<1х + ^ I ^{х)(1х, С = и (О^ + і\<5т)- 

о с, ^ + і\С„ 

Свойство интеграла по сумме счетной совокупности непересе- 
каюіцихся множеств быть равным сумме интегралов по этим 
множествам называется полной аддитивностью интеграла. 

11° (Теорема о среднем). Если функции і и § интегри¬ 
руемы на множестве Е ^ К’^, т ^ / {х) < М, хеЕ, и функ¬ 
ция §{х) не меняет знак на Е, то существует такое чис¬ 
ло р, т ^ р ^ М, что 

I ^ {х) § (х) (іх = р \ § (х) (іх. (44.93) 

Е Е 
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СЛЕДСТВИЕ. Если множество О — облаетъ, функции І' и § 
интегрируемы, / непрерывна, а § не меняет знак на О, то в 
области О существует такая точка что 

I 1(х)§{х)йх= /(^) I ё{х)(іх. (44.94) 

с с 

Свойство 11° доказывается аналогично интегральной теоре¬ 
ме о среднем для интеграла по отрезку и не требует предполо¬ 
жения об ограниченности рассматриваемых функций, так как 
основано лишь на интегрировании неравенств (см. п. 24.2). 
В основе доказательства следствия лежит та же идея, что и в 
одномерном случае, однако оно имеет некоторые особенности, 
поэтому приведем его. 

В силу интегрируемости функции / на открытом множестве 
она ограничена (теорема 7), поэтому ее нижняя т = іпі / {х) и 

X & О 

верхняя М = бнр / (х) грани конечны на области С\ 

- оо < т < / (х) < М <-Ь оо, ХЕ С'. (44.95) 

Если число ц в равенстве (44.93) удовлетворяет неравенст¬ 
ву т < ц < М, то, согласно определению нижней и верхней 
граней, суш;ествуют такие точки х*^^еС и что 

/ (х<^>) < ц < / (х(2)). 

Отсюда, в силу линейной связности области О и непрерывнос¬ 
ти на ней функции /, найдется такая точка ^ е О, что / (^) = ц 
(см. п. 36.7), и формула (44.94) в этом случае доказана. 

Пусть \і = т или ц = М, например, ц = М. Тогда из равен¬ 
ства (44.93) при ц = М следует, что 

I (М - / (х)) § (х) бх = 0. (44.96) 

с 

Если I § (х) бх = о, то на основании равенства (44.93) 

о 

имеем I / (х) (х) бх = 0 и, следовательно, формула (44.94) 

с 

справедлива при любом выборе точки ^ в области О. 

Пусть I § (х) бх Ф о, например, 

^§(х)ёх>0. (44.97) 

о 

Функция § не меняет на С свой знак. Случай § (х) < 0, х е О, 
противоречит условию (44.97). Поэтому для всех точек х е О 
выполняется неравенство 

^(х)>0. (44.98) 

Согласно полной аддитивности интеграла по открытым 
множествам (см. свойство 10°) и замечанию 3, из неравенства 
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(44.97) следует, что существует такое открытое измеримое 
множество для которого С и выполняется нера¬ 

венство 

\ ё(х)(іх>0. (44.99) 

В силу измеримости области О, она ограничена, поэтому 
ограничено и замыкание 0^ множества 0^, следовательно, 
оно является компактом. Если бы не существовала точка 
(тц , в которой /(^) = М, то для всех точек х е выполня¬ 
лось неравенство М - / (х) > О, хе С^. 

Согласно достижимости непрерывной на компакте функ¬ 
цией своего наименьшего значения, имеем 

^ 0 = тіп (м-/(х))>0. (44.100) 

X € О0 

Поэтому 

I (М - / (х)) § (х) ёх> ^ (М - / (х)) § (х) (Іх > 

> [ Я (^) <7х > 0. 

( 44 . 99 ) 

( 44 . 100 ) 

Это противоречит равенству (44.96). Следовательно, сущест¬ 
вует такая точка ^ С, что / (^) = М. 

Случай \х = т рассматривается аналогично. □ 

44.7*. Критерии интегрируемости 
функций Римана и Дарбу и их следствия 

Пусть функция у определена и ограничена на измеримом по 
Жордану множестве Е, т = — его разбиение, = 

К \ 

= ІПІ У, М^ = вир У, «х ^ ^ и — НИЖНЯЯ И 

Е . І _1 ;_1 

верхняя суммы Дарбу, соответствующие разбиению х. Положим 

/* = 8ир8х, 7* = ІПІ Ех- (44.101) 

1 

7* называется нижним, а 7* — верхним интегралом Дарбу 
функции у. Оказывается, что нижний и верхний интегралы 
Дарбу являются не только соответственно верхней и нижней 
гранью интегральных сумм Дарбу, но и их пределом при усло¬ 
вии, что мелкость разбиений стремится к нулю. 
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ТЕОРЕМА 11. Если функция / ограничена на измеримом 
по Жордану множестве Е, то 

= Ііт 8., I* = Ііт 5.. 

|т|^0 ^ ІтНО ^ 

Доказательство. Установим справедливость первой фор¬ 
мулы (вторая доказывается аналогично). Пусть |Я^)| ^ М, 
хеЕ, ае> О задано. В силу определения (44.101), существует 
такое разбиение т* = {Е*} множества Е, что 

(44.102) 

О 

і ^ 

Здесь 8 .,* = ^ т-рЕ-, т* = іпі /, і = 1, 2, ... , Пусть Е^ — 

і-1 ЕІ 

объединение границ дЕ* множеств Е*\ 

Ео = ѴЪЕІ (44.103) 

Поскольку каждое множество Е^ измеримо, рдЕ* = 0; поэтому 
= 0. Следовательно, существует такой ранг к = к{г), что 

Покажем, что для любого разбиения х = множест¬ 

ва Е мелкости |х| < 10 * выполняется неравенство 

7*-е<8,<Д. (44.105) 

В силу произвольности е > о, это и означает, что Ііт 8^ = 4*. 

|т| ^ о 

Неравенство «х< 4* непосредственно вытекает из определе¬ 
ния нижнего интеграла 4* (см. (44.101)). Поэтому надо дока¬ 
зать лишь неравенство 

8^>4*-е (44.106) 

при условии |х| < 10 *. 

Пусть = 8і^(Ео) состоит из кубов ... , Аналогично 
тому, как это было сделано при доказательстве теоремы 10, 
обозначим через Ру куб, получающийся из преобразовани¬ 
ем подобия с центром в центре куба и коэффициентом по¬ 
добия, равным 3, у= 1, 2, ... , т. Положим 

Р=.у^Ру, 0 = Е\Р. (44.107) 

Из определений множеств Р и С следует, что множество О 
отделено от многогранника Еі^іЕ^) «полосой» кубов с ребрами 
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длины 10 *. Прежде всего оценим меру рР. Из определения 
множества Р (см. (44.107) и неравенства (44.104)) имеем (ср. 
с (44.73)) 

т т тп е 

рР = р ^ у ^Р. < р Р. = 3" ^ = 3"р 5,(Ео) < (44.108) 

; - 1 7 = 1 

Далее заметим, что для любого множества А ^ Е с диа¬ 
метром сііат(Л) < 10 *, пересекаюіцимся со множеством С: 
А Г\ С ^ 0, суш,ествует, и притом единственное, множество 
Е*е X* такое, что 

А^Е-. (44.109) 

Действительно, выберем какую-либо точку хеА П О. Так как 
А'^ Е, то хеЕ, и поэтому точка х содержится в некотором эле¬ 
менте Е* разбиения х*. Для этого элемента и выполняется 
включение (44.109). В самом деле, если это включение не име¬ 
ло места, то нашлась бы точка уеА\Е*. Так как хеА, уеА и 
сіаіт(А) < 10 *, то р(х, у) < 10 *. Следовательно, отрезок с кон¬ 
цами в точках X м. у, имея длину, меньшую чем 10 *, и один 
конец X во множестве О, не пересекается со множеством 
8і^(Ео), так как оно отделено от О полосой ширины 10 *. Одна¬ 
ко из того, что один конец отрезка принадлежит некоторому 
множеству, в данном случае множеству Е*, а другой нет, сле¬ 
дует (см. лемму 9 в п. 35.2), что на этом отрезке суіцествует 
точка гедЕ*. Но (см. (44.103)) ЭР* ^ Е^ ^ РДРд)» т- е. 
геЗ/^ІЕ^). Следовательно, указанный отрезок пересекается со 
множеством 8і^(Е^). Полученное противоречие и доказывает 
вложение (44.109). 

Докажем единственность множества Е*, удовлетворяюш;е- 
го включению (44.109). Пусть суш;ествует еіце одно множест¬ 
во ЕІ€.%* такое, что А ^ Е'^, к ^ і. Тогда А ^ Е* П Е'^. Если 
пересечение Е* П Е'^ содержало бы хоть одну точку, являю- 
ш,уюся одновременно внутренней для множеств Е* и Е^, то 
эта точка была бы внутренней и для пересечения Е^ П Е^, а 
тогда имело бы место неравенство ц(Р* П Е'^) > 0. Это нера¬ 
венство противоречит определению разбиения (см. п. 44.3), в 
силу которого іі{Е* П ЕІ) = 0 при і ^ к. Следовательно, каж¬ 
дая точка пересечения Е* П Е^, поэтому и каждая точка мно¬ 
жества А, является граничной точкой по крайней мере для 

одного из множеств Е*, Е^. Но тогда А .О^ЭР* = Рц 
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^ Зі^(Ео). Это невозможно, так как множество А пересекается 
со множеством С, которое не пересекается с Противо¬ 

речие получилось из предположения о существовании второ¬ 
го элемента из х*, содержащего множество А. Следователь¬ 
но, такой элемент единствен. 

Возьмем теперь произвольное разбиение х = мно¬ 

жества Е мелкости |х| < 10 Нижнюю сумму Дарбу 


-^х 

«X = Е 7 = 1,2,..., у; 

/ -1 і 

разобьем на два слагаемых, соответствующих тем Е^, которые 
пересекаются со множеством С, и тем, которые с ним не пере¬ 
секаются, и, следовательно, целиком лежат в множестве Р 
(см. (44.107)): 

8х= Е т^^xЕ^+ ^ т.[іЕ^. (44.110) 

Е^пО^^> Е^<^Р 

Использовав очевидное неравенство 

|т^<М, 7 = 1,2, (44.111) 

где |/(х)| < М, х€.Е, и оценку (44.108), получим 


I ^ т^\іЕі\ < \ті\\іЕ^ < М 52 < МцР < М 

\Е.<^Р I Е^-сР Е^сР 


г 

гм 


г 

3' 


В частности, ^ “!• Поэтому из (44.110) имеем 

Е^сР ^ 

8,> 52 т^^іЕ^-^. (44.112) 

Ервт^0 ^ 

Теперь заметим, что йіат Е^ < |х| < 10 *, поэтому для каж¬ 
дого Е^, пересекающегося со множеством О, в силу (44.109), 
существует такое Р*ех*, что Ру Е*. Обозначим через С^ 

объединение всех тех Ру, которые пересекаются с С и содер¬ 

жатся в Р*: 

Оі= и . Е-. 

' -Е; с г* , 1 

ЕіПв*0 

Группируя в сумме 5^ тпиЕ- слагаемые, содержащиеся 
В одном и том же множестве С;, запишем ее в виде 


52 т;ііЕ.= 52 52 т/цРу. (44.113) 

Е.пс^0 І-1Е.(^С. 
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Для оценки внутренней суммы заметим, что для любого 
і = 1, 2, ... , і*, согласно очевидному равенству 

Е-^ = (Е* п О,) и (ЕДС,) = С, и (Е^\0^ 

(второе равенство следует из включения С; Е*), имеем 


шГцЕ; = т^іхС, + т^іАІЕ*\С^ = 

= ^ Е. + т;ц(ЕДС,) = т* ^ цЕ. + т*ц(ЕДС,). (44.114) 


Оценим второе слагаемое. Каждая точка xеЕ*\^^ принадле¬ 
жит некоторому множеству Е-е х : хе Е^. Это Е^ не может пере¬ 
секаться с С, так как всякое Е^е х, пересекающееся с О, цели¬ 
ком содержится в некотором элементе разбиения х* (см. 
(44.109)). Поскольку пересечение Е^ П Е* непусто: хеЕ^ П Е*, 
то в данном случае этим элементом может быть только мно¬ 
жество Е*, т. е. Еу с Е*. Но тогда, в силу определения множе¬ 
ства бг;, имело бы место включение Е^ и, следовательно, 
xеС^. Это противоречит предположению, что хеЕ*\Оі. Итак, 
множество Еу не пересекается с бт и поэтому Е^^ Р. Отсюда, в 
частности, вытекает, что хеР. Так как х — произвольная точ¬ 
ка множества Е*\(?;, то Е*\Сі ^ Р, и поэтому Е*\0^ Е* П Р. 
Использовав это включение и неравенство (44.111), получим 
тМЕ!\Оі) < Мц(Е* П Р). Подставив это неравенство в 
(44.114), будем иметь 

тГцЕГ< ^ т;цЕ. + Мц(Е;пР). 

Е.^О, 

Теперь заметив, что из включения Е^ Е* следует 

неравенство т* < т^ (нижняя грань подмножества не мень¬ 
ше, чем нижняя грань самого множества), получим 


откуда 


т.[1Е.< ^ т.цЕ.-Ь Мц(Е; П Р), 

Е.^О, 

^ т.цЕ.>т;цЕ*-Мц(Е;пР). 

Е.^О, 
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Просуммировав обе части по і от 1 до і *, в силу (44.113), 
будем иметь 

і ^ ^ * 

^ ^ т■^1Е^ - М ^ іі(Е. П Р) = 

Е-Г\ в г-1 і-1 

= 8,,-М^р(Р*ПР). 

і - 1 

Поскольку, согласно (44.108), 

^ Р(ЕГ п Р) = р; п Р < рР < ^, 

і = 1 

ТО 

^ т^рР^. > 8^* - |. (44.115) 

Е. П 05^0 

Применив теперь последовательно неравенства (44.112), 
(44.115) и (44.102), получим 

«X > Е - I > 8,* - у > Р - е, 

п е ? 0 

т. е. неравенство (44.106), следовательно, и теорема 11, дока¬ 
заны. □ 

С ее помощью можно установить два критерия интегриру¬ 
емости ограниченной функции. 

ТЕОРЕМА 12 (критерий Дарбу). Ограниченная на измери¬ 
мом по Жордану множестве функция интегрируема по Ри¬ 
ману тогда и только тогда, когда ее верхний и нижний ин¬ 
тегралы Дарбу равны. 

Доказательство. Пусть /* и 4* — соответственно нижний 
и верхний интегралы Дарбу функции /, ограниченной на из¬ 
меримом множестве Р. Следовательно, для любого разбиения 
X множества Р выполняются неравенства (см. (44.101)) 

8,<Р<7*<Р,. (44.116) 

Необходимость условия 7* = 7”. Если функция / 
интегрируема на множестве Р, то (см. (44.67)) 

Ит (Р - 8.) = О, 

| х |^0 ^ ^ 

И так как О < 7* - 7* < - 8.^, то 7* = 7*. 
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Достаточность условия /* = 7*. Если /* = /*, то, 
в силу теоремы 11, 

Ііт (5, - зД = Ііт 5. - Ііт з, = /* - 7* = О, 

|т|^0 ^ ^ |х|^0 ^ |т|^0 ^ 

И поэтому, согласно теореме 8 из п. 44.4, функция / интегри¬ 
руема. □ 

ТЕОРЕМА 13 (критерий Римана). Огракиленкал на измери¬ 
мом по Жордану множестве Е функция / интегрируема по 
Риману тогда и только тогда, когда для любого е > О су¬ 
ществует такое разбиение х множества Е, что 

5,-з,<е, (44.117) 

где 8^ и 8^ — нижняя и верхняя суммы Дарбу функции /, со¬ 
ответствующие разбиению х. 

Доказательство. Если функция / интегрируема на мно¬ 
жестве Е, то для нее выполняется условие (44.67) (см. теорему 
8 в п. 44.4). Справедливость (44.117) следует из определения 
предела при |х| ^ 0. 

Если, наоборот, выполняется условие (44.117), то, в силу 
(44.116), при любом е > о справедливо неравенство 0 < 7* - 7* < 
< е, и поэтому 7* = 7*. Отсюда, согласно теореме 12, и вытека¬ 
ет, что функция / интегрируема на множестве Е. □ 

Вспоминая определение кратного интеграла (см. п. 44.3), 
теорему 8 из п. 44.4 и теоремы 12 и 13, получим для ограни¬ 
ченных функций эквивалентность следующих пяти утверж¬ 
дений: 

1) функция / интегрируема на множестве Е, т. е. су¬ 
ществует предел Ит^ = \Дх)дЕ', 

2) Ііт (5., - зД = 0; 

|т| —> о 

К ^ ^ 

3) Ііт со(/’; Е^рЕі = 0, х = {ЕД. — разбиение множе- 

І'’'! ^ і -1 

ства Е; 

4) для любого е > 0 существует такое разбиение х мно¬ 
жества Е, что 8.^ - 8.^. < е; 

5) 7* = 7*. 

Таким образом, выполнение каждого из этих условий рав¬ 
носильно существованию интеграла ]Дх)дЕ, причем 

[ НхЫЕ = Ііт щ = Ііт з... = Ііт 8.,. 

■' ^ ^ ІХІ^О ^ 
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Замечание 1. Доказанные теоремы позволяют теперь 
без труда доказать аддитивность интеграла по измеримым 
множествам для ограниченных функций (см. п. 44.6, свойст¬ 
во 3°) в следуюш;ем виде: если ограниченная функция / ин¬ 
тегрируема на непересекающихся множествах Е-^ и Е 2 , то 
она интегрируема и на множестве Е = Е-^ і^ 2 - 

Действительно, если функция / ограничена и интегриру¬ 
ема на множествах Е-^ и Е 2 , то, в силу теоремы 13, для любо¬ 
го е > О существуют разбиения и Х 2 соответственно мно¬ 
жеств Е-^ и Е 2 такие, что 


- «X. 


< - Ч — ч < ^ 

"^Хо ®Хо 


ч ч 2’ '"^2 “"^2 2’ (44.118) 

Поскольку X = х^ и Х 2 является разбиением множества Е = 
= Е^ и Е 2 и соответствующие ему верхняя 8^ и нижняя 8^ сум¬ 
мы Дарбу выражаются через аналогичные суммы Дарбу, соот¬ 
ветствующие разбиениям х^ и Хз, по формулам 8^ = 8^^ + 8^^, 
8 ^ = 8,.^ + 8^^, ТО, вычитая из первого из этих равенств второе, 
получаем, в силу (44.107), 


^х - «X = (^хі - «х^) + (5x2 “ ®"2^ 

Из выполнения этого условия следует (снова согласно теореме 
13), что функция / интегрируема на множестве Е. 

Замечание 2. Как уже отмечалось в п. 44.3, для функ¬ 
ций одной переменной, определенных на отрезках, мы распо¬ 
лагаем двумя определениями интеграла, а именно, определе¬ 
нием, данным в п. 23.1 — с помощью разбиений отрезков 
только на отрезки, и определением из п. 44.3 — с помощью 
разбиений отрезков на любые измеримые по Жордану множе¬ 
ства. Эти два определения эквивалентны. 

Докажем это. И при первом, и втором определении необ¬ 
ходимым условием интегрируемости является ограничен¬ 
ность рассматриваемой функции: см. теорему 1 в п. 23.2 и за¬ 
мечание к теореме 7 в п. 44.4 (отрезок является замыканием 
интервала, т. е. замыканием открытого множества). Поэтому 
рассмотрим ограниченную на некотором отрезке [а, Ь] функ¬ 
цию /. Пусть для этой функции существует интеграл 

1^1 ^ і = 1 

в смысле п. 44.3, т. е. для всевозможных разбиений х = {Е^}]^ 
отрезка [а, Щ на измеримые по Жордану множества Тогда 
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если ограничиться лишь частью разбиений х, для которых все 
множества Е^ являются отрезками, то при |х| ^ О предел интег- 

ральных сумм ^ по указанной части разбиений также 

і - 1 

суш;ествует и будет равен тому же числу I. Следовательно, ес¬ 
ли сунхествует интеграл в смысле п. 44.3, то он суш;ествует и в 
смысле п. 23.1. 

а 

Пусть, наоборот, суш,ествует интеграл I = |/(х)с?л: в смысле 

ъ 

п. 23.1. Тогда, согласно теореме 2 из п. 23.4, Ит (5^ - 8^) = О, 

|т| —> О 

где X — разбиение отрезка [а, &] на отрезки. Следовательно, 
для любого е > О суш;ествует такое 8 > О, что для всякого раз¬ 
биения X отрезка [а, Щ на отрезки длин, не превышаюш,их 8, 
справедливо неравенство 5^ - 8^ < е. Но уже из того, что су- 
ш,ествует по крайней мере одно разбиение х, для которого вы¬ 
полняется неравенство 5^ - 8^ < е, следует, согласно теореме 
13 этого пункта, что функция / интегрируема в смысле опре¬ 
деления п. 44.3. Итак, оба определения интеграла по отрезку 
действительно эквивалентны. 

Аналогично одномерному случаю для функций многих пе¬ 
ременных формулируется и доказывается критерий интегри¬ 
руемости функции в терминах описания множества точек раз¬ 
рыва функции, называемый также критерием Лебега. Сфор¬ 
мулируем его. 

Множество в п-мерном пространстве называется множест¬ 
вом га-мерной лебеговой меры нуль, если для любого заданно¬ 
го е > О это множество можно покрыть системой открытых 
шаров, сумма объемов которых меньше е. 

Примеры. 1. Множество, жорданова мера которого рав¬ 
на нулю, является и множеством лебеговой меры нуль. 

2. Всякое счетное множество является множеством лебего¬ 
вой меры нуль. 

3. Множество рациональных чисел на числовой прямой яв¬ 
ляется примером множества одномерной лебеговой меры нуль, 
которое не является множеством меры нуль в смысле меры 
Жордана. 

ТЕОРЕМА 14 (критерий Лебега). Для того чтобы ограничен¬ 
ная функция была интегрируема по Риману на измеримом 
по Жордану множестве, необходимо и достаточно, чтобы 
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множество точек ее разрыва было множеством лебеговой ме¬ 
ры нуль. 

Доказательства критерия Лебега приводятся по той же 
схеме, что и в одномерном случае. 

§45 

Сведение кратного интеграла к повторному 

Перейдем теперь к свойствам кратного интеграла, связан¬ 
ными со специфическими чертами, отличающими многомер¬ 
ный случай от одномерного. Использование этих свойств час¬ 
то существенно облегчает вычисление конкретных кратных 
интегралов. Полные доказательства в этом параграфе будут 
проведены лишь для случая функций двух переменных. Об¬ 
щий п-мерный случай в идейном отношении не отличается от 
плоского, однако рассуждения там принимают более громозд¬ 
кий и менее обозримый вид. 

45.1. Сведение двойного интеграла к повторному 

Покажем, что интегрирование функций многих переменных 
может быть сведено к последовательному интегрированию 
функций одной переменной. Начнем с того, что определим по¬ 
нятие повторного интеграла. 

Пусть на отрезке [а, Ь] заданы непрерывные функции ф(л:) 
и \|/(л:) такие, что ф(л;) < \|/(л:), а < х < Ь, и пусть на множестве 
(рис. 58) 

Е = {(х, у) : а < X < Ь, ф(х) < і/ < У(^)} (45.1) 

определена функция Дх, у). 

Если для любого фиксированного хе [а, Ь] функция /(х, у), 
как функция переменного у, интегрируема на отрезке 
[ф(х), \|/(х)], т. е. при любом хе [а, Ь] су- 

ѴСж) у 

ществует интеграл | /(х, у)сіу и функция 

<(>(*) 
ѵ(ж) 

Е{х)= \ Кх,у)ау (45.2) 

ір{х) 

интегрируема на отрезке [а, Ь], то интеграл 

ЬгѴ(^) 

} Кх,у)(іуУіх (45.3) 

“ фМ Рис. 58 
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(45.4) 


называется повторным интегралом и обозначается 

Ь Ѵ(і) 

\(ІХ \ 1{х,у)(1у. 
а ф(і) 

Функция Р{х), задаваемая равенством (45.2), называется 
интегралом, зависящим от параметра х. Таким образом, 
повторный интеграл (45.4) является интегралом от интегра¬ 
ла, зависяп];его от параметра (см. также § 53 и § 54). 

Заметим, что множество Е, задаваемое формулой (45.1), 
измеримо в смысле плоской меры Жордана и замкнуто. Дей¬ 
ствительно, из непрерывности функций ф и \|/ на отрезке 
[а, Ь] следует их ограниченность, а поэтому множество Е огра¬ 
ничено. Далее, его граница дЕ состоит из графиков указанных 
функций ф и \|/, а также, быть может, отрезков прямых х = а 
и X = Ь. Каждое из указанных множеств имеет меру нуль (см. 
теорему 3 в п. 44.2), а поэтому и граница дЕ множества Е так¬ 
же имеет меру нуль. Наконец множество Е задается с по- 
моні,ью нестрогих неравенств а < х < Ъ, ф(х) < у < \і/(х), где 
функции ф и \|/ непрерывны, следовательно, эти неравенства 
сохраняются и при предельном переходе в последователь¬ 
ностях (х„, у^еЕ, га = 1, 2, ... , откуда и вытекает замкнутость 
множества Е. Таким образом, Е — измеримый компакт. 

Достаточные условия для возможности сведения двукрат¬ 
ного интеграла к повторному даются следующей теоремой. 
ТЕОРЕМА 1. Пустъ функция Дх, у) непрерывна на множе¬ 
стве Е, заданном формулой (45.1). Тогда 

\1{х,у)дхду= \дх \ /(х,у)ду. (45.5) 

Е О, ф(:эі:) 

Доказательству теоремы предпошлем следующую лемму. 
ЛЕММА 1. В предположениях теоремы 1 функция {4:5.2) не¬ 
прерывна на отрезке [а, б]. 

Доказательство леммы. Прежде всего заметим, что ин¬ 
теграл (45.2) существует при любом хе [а, Щ. Действительно, 
функция Дх, у), будучи непрерывной по совокупности перемен¬ 
ных X и у, непрерывна по каждой из них. Поэтому указанный 
интеграл существует как интеграл от непрерывной по у функ¬ 
ции на отрезке [ф(х), т|/(х)]. 

Выполнив в этом интеграле замену переменной у на ^ по 
формуле 

у = ф(х) -Ь (\|/(х) - ф(х))^, О < ^ < 1, (45.6) 
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получим 

1 

Р(х) = I /(х, ф(л:) + (\ 1 /(х) - ф(л;))0('К(л:) - ф(л:))(іі. (45.7) 

Положим 

§(х, і) = /(х, ф(л;) + (\|/(х) - ф(х))і)(\|/(х) - ф(х)). 

Поскольку функция ё{х, і) получается с помоп];ью арифмети¬ 
ческих операций и композиции из непрерывных функций 
/(х, у), ф(х), \|/(х) и (45.6), в силу теоремы о непрерывных 
функциях (см. п. 36.4 и 36.6), она непрерывна по совокупнос¬ 
ти переменных х, I на прямоугольнике Р = {(х, ^) : а < х < Ь, 
О < і < 1}. Таким образом, для функции ^’(х) (см. (45.2)), в 
силу (45.7), имеет место более простое представление ^'(х) = 
1 

= I §{х, і)(іІ (более простое в том смысле, что в нем постоянны 
о 

пределы интегрирования). 

Пусть теперь хе [а, Ь], х + Ахе[а, Ь]. Обозначим через 
со(8; д) модуль непрерывности (см. п. 19.6) функции ^(х, і). 
Тогда 

1 1 

|^'(х + Ах) - -Р'(х)| = I ^(х + Ах, і)(И - I д(х, і)(іІ < 
о о 

1 

< I \ё{х + Ах, і) - ё{х, і)\(И < со(|Ах|; д). (45.8) 

о 

Функция ^(х, і), будучи непрерывной на прямоугольнике Р, 
являюіцемся, очевидно, ограниченным замкнутым множест¬ 
вом, равномерно непрерывна на нем, поэтому (см. п. 36.6) 
Ипі со(8; д) = 0. Отсюда, в силу неравенства (45.8), имеем 

Ипі [Р(х + Ах) - Р(х)] = о. 

Ах ^ о 

что и означает непрерывность функции Р(х), определенной 
формулой (45.2).□ 

Доказательство теоремы. Прежде всего заметим, 
что интеграл, стояіций в правой части равенства (45.5), т. е. 
ь ь ѵ'(*) 

I Р{х)(іх = I <ІХ I Дх, у)(іу, 

о “ (|)(Ж) 

является интегралом от непрерывной функции (см. лемму) и 
поэтому суіцествует. 

Для доказательства равенства (45.5) разобьем отрезок 
[а, Ь] на к равных отрезков точками 

X; = а -Ь ^ ^ ^ і, і = о, 1, , к (45.9) 
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{к фиксировано) и рассмотрим функции 

Фо(х) = ф(х), 

Ф,(Х) = ф(х) + 


ф/л;) = ф(х) + 


\1/(ж) - Ф(Х); 

к 


Ф,(Х) = Ф(х) + 

а^х^Ь, (45.10) 

(рис. 59). Очевидно, из формул (45.10) следует, что 

ф/х) = ф^._і(х) + ^^^^І^ІР^, у=1,2, ...,й. (45.11) 

Положим 


= {(х, у) : X; _ 1 < X < X;, ф^. _ і(х) < у < ф/х)}, (45.12) 
і, і =1,2,..., к. 


Множества образуют разбиение (обозначим его х^,) 

множества Е (рис. 59): х^^, = {Е^^}. Покажем, что 

= (45.13) 

Функции ф(х) и \|/(х), будучи непрерывными на отрезке 
[а, Ь], ограничены на нем, т. е. суіцествует такая постоянная 
с > о, что для всех точек хе [а, Ь] выполняются неравенства 
|ф(х)| < с, |\ 1 /(х)| < с, и, следовательно, из формул (45.11) выте¬ 
кает, что 

У = 1,2, ... ,к, а<х< Ь. (45.14) 

Пусть (х, у)еЕІ^'>, (х', у')еЕІ^'>. 
Оценим расстояние 

р((х', у'), (х, у)) = 

= 7(х'-х)2 + (у'-у)2. (44,15) 
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Имеем 

Іх'-хІ < (45.16) 

(45.9) к 

\у' - УІ < \у' - Ф/^ОІ + |ф/л:0 - ф/х)| + |ф.(х) - у\ 

(45Л2) + ІФ/^0 - Ф)(^)1 + \%(^) - Фу - і(^)І (45< 4) 

< ^ + С0г(ф4, (45.17) 

(45.14) к ^ 

где С 0 ;(фР — колебание функции фу на отрезке [Х; _ 4 , 

(см. п. 5.17). Для этого колебания имеет место оценка, не за- 
висяіцая от номера у = 1 , 2 , ... , /г: 

^^г(ф/) вир ІфДхО - ф,(л:)| < 

‘ X, х'е[х._4,х.] и' •' '(45.10) 


< зир 

(45.10) [х._4, 


|ф(л:0 - ф(х)| + {( 


аир 


|ф(л:0 - 


- ф(л:)| + 


8ир 

X, х' [х. 


і,х.] 


X, х' е [х. -1, л:.] 

’ '- 1 - 1 ’ 

|\1/(л:0 - Щх)\) < 2(0;(ф) + (оДц/) (45.18) 


І^здесь ^ ^ так как у = 1, 2, ... , к'^, где соДф) и (оДц/) — колеба¬ 
ния функций ф и \(/ на отрезках [х^ _ 4 , x^\, і = 1, 2, ... , к. 
Колебания функций оцениваются через их модули непрерыв¬ 
ности и тем самым независимо от номера і: если (о(8, ф) и 
(0(8, і|/) — модули непрерывности функций ф и \|/ (см. и. 6.4), то 


(оДф) < (0 


ф^, (0г(ф) < (01 


Ь-а. 

Ф 

к ) 


так как Х; - _ 4 = 


Ъ-а^ 
к / 


поэтому 


соіф:) < 2 ( 0 | 

^ > (45.18), (45.19) 


Ь - а. I 


к ^ ) 


Из равенства (45.17) и (45.20) следует оценка 


\у'-у\<^ + 2со( ф ' + (о| 


Ъ - а. 


к ^ ) 


Теперь можно оценить расстояние (45.15) 


(45.19) 


(45.20) 

(45.21) 


р((х', у), (х, у)) = ^{х' - х)2 -Ь {у' - г/)2 < |х' - х| -ь \у' - уі < 

(45.16) 

(45.21) 


^ Ь - а 

(45^16) к 
(45.21) 


-Ь ^ -1 2(0| 
к 


Ь - а, 
к ’ 



Ь - 
к 



455 



Отсюда 


аіаш ЕІ^'> = вир р((х', у'), (х, у)) < 

(х,у),(х',у')еЕІр 


< + ^ + 2со( ф ' + со( у і, у = 1, 2, ... , (45.22) 


к к 


Ь-а. , ,ГЬ - а. . 


к ^ 


7 » Т > 

й ^ у 

Поскольку функции ф и \|/ непрерывны на отрезке [а, &], 
они и равномерно непрерывны на нем, поэтому (см. теорему 6 
в п. 6.4) 

Ь-а. ^ 


«I Ф:=.1™«1 ^=О- (45.23) 


^Ь-а. 

) аГ-у'оо ” /г ’ т ^ 

Зададим теперь произвольно е > 0. Для него суп];ествует 
такое натуральное число что для всех номеров к > к^ вы¬ 
полняются неравенства 


Ь - а . г 4с 


< 


к 3’ к 3’ 


Ь-а. 


Ь-а. ^ 


<|, 2со(!і^;ф1 + со(^;^:^^<_|, (45.24) 


) (45.23) 3 


И, следовательно, из неравенств (45.22) и (45.24) следует, что 
для всех номеров к> к^ж всех і, у = 1, 2, ... , /г имеет место оцен¬ 
ка: сііат Е\^} < е, а так как (см. п. 44.3) |x^ = тах біат Е\^}, 

(45.22) ' і,і 

(45.24) 

ТО при всех указанных к имеют место неравенства Іх^^І < е. Это и 
означает выполнение условия (45.13). Теперь имеем 

ь ѵ(ж) и ч ѵ(:с) 

\(іх \ /(х, у)(Іу = ^ I I Кх, у)<іу = 

^ ф(д:) ^ ^ 1 _ 1 ф(д:) 

к к к к 

= Х I Ял:, у)сгу = х х \ ах \ /(х,у)ау. 

і ^ 1_ 1 ^ 4 ф^. і = 1 у = 1 д:. _ ^ 

Положим 

Ял:,г/) и Му = вир /(х, у), і,у = 1, 2, ... , й. 

Ч ч 

Заметив, что (см. п. 28.1) 

\і.Еі^= \ [фДх)-ф._Дх)]сгх, 


получим 


Ч Ч>/Ж) *1 ч>/*) 

I с^х I Ял:, г/)сгу < М^- \ йх | ау = 

- 1 ф; _ 1(Ж) - 1 ф; _ і(і) 

= Му I [ф(х) - ф. _ Ях)]сгх = МуЦЕу (44.25) 
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и, аналогично. 


(44.26) 


ч 4>/ж) 

\ (1х \ Ах,у)(Іу>т^-\іЕ^.. 

* 1 «С; - і(і) 

С помощью неравенств (45.25) и (45.26) для повторного интег¬ 
рала (45.4) получаем следующую оценку через нижние и верх¬ 
ние суммы Дарбу 8^^ и 3^.^ функции /(х, у): 

к к Ь Ч'(:^) 

«Т. = Ё Ё I !{х, у)(1у < 

І - 1 у = 1 а ф(з:) 

< І ІМ^^^Е^. = 3 (45.27) 

і = 1; = 1 ^ 

Мелкости разбиений при к ^ стремятся к нулю (см. 
(45.13)), поэтому, в силу интегрируемости функции /(х,у) на Е 
(см. п. 44.4), 

Ііт 8, = Ит 5, = [ [ /(х, уЫхйу. 

О 

Переходя теперь к пределу в неравенстве (45.27) при к ^ оо, 
получаем формулу (45.5). □ 

Замечание. Воспользовавшись теоремой 10 из п. 44.5*, 
доказательство теоремы 1 настоящего параграфа можно тех¬ 
нически существенно упростить. Достаточно выбрать ка¬ 
кой-нибудь прямоугольник Р = {(х, г/):а<х<Ь, (і), 

содержащий множество Е (см. формулу (45.1)), Е ^ Р, ш про¬ 
должить функцию / нулем на дополнение Р\Е множества Е в 
прямоугольнике Р. Полученная функция (обозначим ее тем 
же символом /) интегрируема на прямоугольнике Р, так как 
множество точек ее разрыва содержится в границе дЕ измери¬ 
мого множества Е, которая, как известно, имеет меру нуль. 

Разбив на к равных частей отрезок [а, Щ на оси Ох и отре¬ 
зок [с, (і\ на оси Оу и проведя через точки деления прямые, 
параллельные координатным осям, получим разбиение пря¬ 
моугольника Р на прямоугольники 

Е^^^ = |(х, у): а- 1)^ < X < (у - 1)^ < у < 

і = 1, 2, ... , й; і = 1, 2, ... , к; к = 1, 2, ... , 

с длинами сторон, равными ^ ^ и и, следовательно, с 

к к 

диагоналями (диаметрами) йіат Е,- = і . 

к 
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Поэтому последовательность мелкостей |х;^| разбиений = 

= стремится к нулю: ^Іін^ Іх^^І = 0. 

Далее, рассуждая так же, как и при доказательстве теоре¬ 
мы 1, получим 

Ь ё 

II/(х, у)(ІХ(1у = I (Іх\ Ях, у)(іу, 

Р ас 

а так как функция / равна нулю вне множества Е, то, в силу 
аддиативности интеграла по множествам, эта формула равно¬ 
сильна формуле (45.5). 

а 

Заметим лишь, что все интегралы | /(х, у)(іу суш,ествуют, 

С 

так как при любом фиксированном хе [а, &] функция /(х, у) 
как функция переменного у имеет не более двух точек разры¬ 
ва, а именно на пересечении отрезка, по которому произво¬ 
дится интегрирование с границей дЕ. Суш;ествование же по¬ 
вторного интеграла следует, как и выше, из непрерывности 
функции (45.2). 

Если множество Е таково, что суіцествуют такие непре¬ 
рывные функции а(у) и |3(і/), а(у) < |3(і/), с < у < с?, что 

Е = {(х, у):с<у<(1, а(у) < х < (3(і/)}, (45.28) 

а функция /(х, у), как и раньше, непрерывна на Е, то, в си¬ 
лу равноправия переменных х и г/, из теоремы 1 следует, 
что 

а Р(у) 

^^/(х,у)ахс1у = \ (Іу ^і'{х,у)(1х. (45.29) 

Е с а(у) 

Если же для множества Е справедливо как равенство 
(45.1), так и (45.28) (рис. 60), то, приравнивая правые части 
равенств (45.5) и (45.29), для непрерывной на множестве Е 

функции /(х, у) получим формулу 

ь ѵ(ж) а |3(!/) 

I с^х I Ах, у)(іу=] <іу I Кх, У)с1х, (45.30) 

о <р(ж) И(у) 

выражаюш,ую собой правило переме¬ 
ны порядка интегрирования в повтор¬ 
ных интегралах. 

Отметим, что условия, при которых 
были доказаны формулы (45.5), (45.29) 
и (45.30), могут быть ослаблены. 
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Рис. 61 Рис. 62 


Пример. Вычислим интеграл от функции г = х^у по ко¬ 
нечной области О, ограниченной частью параболы у = ш 
прямой у = 1 (рис. 61). Имеем 

11 х^усіхсіу = I х^‘(іх I уёу = | у х^ёх = ^ | (1 — х^)х^ёх = 
о -1 -1 ^ 

Если требуется вычислить двойной интеграл по множеству, 
которое нельзя задать в виде (45.1) или (45.28), то для того, 
чтобы использовать полученные формулы, надо попытаться 
разбить данное множество на части, каждая из которых будет 
уже иметь вид (45.1) или (45.28) (рис. 62). Если это удастся сде¬ 
лать, то, в силу аддитивности интеграла по множествам (см. 
п. 44.6), вычисление данного интеграла сведется к вычислению 
интегралов по указанным частям, а последние с помоп];ью фор¬ 
мул (45.5) и (45.29) могут быть сведены к однократным. 
УПРАЖНЕНИЕ. Доказать формулу Дирихле 

Ь X Ь Ь 

I (Іх\ /(х, у)(1у = \<іу\ Кх, у)(іх. 

а а а у 

45.2. Обобщение на л-мерный случай 

Рассмотрим сначала трехмерный случай. Пусть Е Д® и 
функция /(х, у, г) определена на Е. Обозначим через про¬ 
екцию множества Е на координатную 
плоскость переменных х ж у (рис. 63) 

Е^У = {(х, у, 0): суп];ествует такое г, что 
(х, у, 2 )еЕ}. 

Если множество Е имеет вид 
Е = {(х, у, 2 ) : (х, у, 0)еЕ^^, 

Фі(х, у) < 2 < \і/і(х, у)}, 

где функции ф^(x, у) и \|/і(х, у) непрерыв¬ 
ны на множестве Е^у, которое в свою оче¬ 
редь представимо, например, в виде (45. 1), Рис. 63 



459 



а функция /(х, у, г) непрерывна на исходном множестве Е, то 
справедлива формула, аналогичная формуле (45.5): 

Ь Ч/(І) ѵ,(ж, у) 

у, 2)(ІХСІу(І2 = ^ СІХ \ (Іу I ^{х,у,2)(І2. (45.31) 

Е а ((>(ж) ((>,(х, у) 

Объединив в правой части два внешних интеграла, можно пе¬ 
реписать (45.31) в виде 

у) 

ІЦІ'ІХ, у, 2)(ІХ(Іу(І2 = \ ^(Іхсіу I ^{х,у,2)(І2. (45.32) 

Е Е^у Фі(ж, у) 

Обозначим теперь через Е{х) сечения множества Е плос¬ 
костями, перпендикулярными координатной оси Ох: 

Е(х^) = ЕГ] {(х, у, 2 ): х = х,,}. 

Объединив в правой части формулы (45.31) два внутренних 
интеграла, получим 

ь 

|||/(х, у, 2 )(ІХ(Іу(І 2 = |с?х| I Дх, у, 2)(1у(І2. (45.33) 

Е а Е{х) 

Таким образом, формулы (45.32) и (45.33) показывают, 
что в трехмерном случае суіцествует два способа сведения 
трехмерного интеграла к повторному, содержаш;ему интегра¬ 
лы меньшей кратности. 

В частном случае, когда Дх, у, 2 ) = \, имеем (см. свойство 1° 
кратных интегралов в п. 44.6) [Я (іх(іу(І 2 = \х,Е{х) (ці^ — объем 

множества Е), \ (іу(І 2 = \х,Е{х) {\х,Е{х) — плоіцадь сечения і^(х)). 
Таким образом, 

ъ 

\іЕ = ^ \іЕ{х)(іх (45.34) 

а 

— объем тела равен интегралу от переменной плоіцади сече¬ 
ний Е(х). 

Пример. Найдем объем эллиптическо¬ 
го цилиндра высоты Н, в основании которого 
лежит эллипс с полуосями а и Ь. Взяв за ко¬ 
ординатную плоскость ху плоскость одного 
из оснований цилиндра, а за ось О 2 — его 
ось симметрии, перпендикулярную основа¬ 
ниям (рис. 64), получим, согласно формуле 

к 

(45.34), = I \х,Е{ 2 )(І 2 . Но Е{ 2 ) — эллипс с 

о 

полуосями а ж Ъ, поэтому (см. пример 4 в 
п. 28.1) \іЕ{ 2 ) = паЬ, следовательно, 

к 

\іЕ = паЬ^ (І 2 = паЪк. 

Рис. 64 о 
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Аналогично трехмерному случаю кратные интегралы от 
функций любого числа переменных п > 3 можно свести к 
повторным интегралам. Пусть і?" — п-мерное пространство, 
ЦП -1 — гиперплоскость = О, Е ^ Д", ^ ^ — проекция 

множества Е на гиперплоскость переменных х-^, ... , х^ _ т. е. 


^ ... Х^ _ {(^ 1 » ••• > -V (^ 1 ’ ••• ’ - 1 ’ 

Пусть имеются такие непрерывные на Е^ ^ функции 

^1 ••• - 1 

ф(х^, _ ^) И \|/(л;^, ... , х^ _і), что множество Е состоит из 

точек X = 


_ 1 , х^), для которых 


(Хі, ... ,х^_і,0)еЕ^^ ...,л:„_і). 

Пусть множество Е^^ ^ ^ измеримо в смысле (п — 1)-мер- 

ной меры Жордана и замкнуто. Тогда аналогично двумерно¬ 
му случаю (см. п. 45.1) доказывается, что Е также измеримо, 
но уже в смысле п-мерной меры, и замкнуто, потому являет¬ 
ся компактом. 

Если функция /(х) = ••• > непрерывна на компак¬ 

те Е, то справедлива формула 
п раз 

I ... I Ял:і, ... , Х^сіХі ... <ІХ^ = 

Е 

п - Іраз 

. -* -> _ ^) 

= {•••І ... I Ял^і. •••, (45.35) 

••• ^п-1 

которая сводит интегрирование функции п переменных к по¬ 
следовательному интегрированию функции одной переменной 
и функции п — 1 переменных. 

Если проекция Е^^ ^ ^ множества Е на гиперплоскость 

К'^ ^ ^ в свою очередь может быть представлена в виде, анало¬ 
гичном виду множества Е, то получившийся в правой части 
равенства (45.35) (п — 1)-кратный интеграл можно свести к 
(п - 2)-кратному. Продолжая этот процесс, если, конечно, это 
возможно, дальше придем к формуле вида 
п раз 

I ... I Я^і, ••• , х^(Іх^ ... Лх^ = 

Е 

Ь У1(*1) Ч'2(Ч-*2) Ѵп-іС*! *»-!) 

= I I (ІХ 2 I (іх^... I Я^ 1 > ••• 2 ^„)<^^„-(45.36) 

“ Фі^і) ФаЦі.Жз) ф„_іЦі, ... 
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Таким образом, в рассматриваемом 
случае интегрирование функции от п 
переменных сводится к последователь¬ 
ному интегрированию п раз функций 
одной переменной. 

Обозначим теперь через ^ 

проекцию множества Е в пространство 
X ’ ^ через Е{х-^^, ... , — сече¬ 

ние множества Е гиперплоскостями раз¬ 
мерности п - т, проходящими через 
точку ... , О, ... , 0) и ортогональ¬ 
ными подпространству Д™ ^ . Объединив в формуле (45.36) 
т первых ж п — т последних интегрирований, будем иметь 
п раз 

I ••• I ... , х^)<Іх-^ ... <іх^ = 

Е 

т раз п - т раз 

= |...| (іх-^^...ах^ |...| Дхр ... + (45.37) 

Если Я^і> ... ; = 1 на Е, то из этой формулы аналогично 

(45.34) получим 

\іЕ= I ••• I \х,Е{Х]^, , х^^^сіх^ ... (іх^^^. (45.38) 

Е 

хі ... 

Пример. Вычислим интеграл от функции ^{х, у, г) = ху^г^ 
по конечной области Е, ограниченной поверхностями 2 = ху, 
у = х,х = 1ж2 = 0 (рис. 65). Применим формулу (45.36): 

[ 11 ху^г^сіх(іу(І2 = ^х(іх^У^(іу | 2^(І2 = 

в 0 0 0 

= і] хЫх] уЧу = х^Чх = 

0 0 о 

45.3*. Обобщенное интегральное 
неравенство Минковского 

В качестве еще одного примера применения правила переме¬ 
ны порядка интегрирования докажем одно часто применяемое 
интегральное неравенство. 



462 



Пусть функция Дл:, у) непрерывна на прямоугольнике А = 
= {(х, у) : а < л: < Ь, с < I/ < (і}. Тогда она, очевидно, при лю¬ 
бом фиксированном уе [с, (Ц непрерывна по х на отрезке [а, Ь] 
и при любом фиксированном хе [а, Ь] непрерывна по у на от¬ 
резке [с, (Ц. 

Для любого р > \ справедливо обобщенное неравенство 
Минковского 


I 1\Ях,у)\б. 


X 


пР 

бу 


Ь ргі 

\\Кх,у)Убу 

а с 


(45.39) 


Положим 


РІУ) = I \Кх, у)\бх. 


а 


(45.40) 


Функция Р непрерывна (см. лемму 1 в п. 45.1) и неотрицатель¬ 
на на отрезке [с, с?]. Поэтому ее р-я степень также интегриру- 

(і 

ема и неотрицательна на этом отрезке, и 0 < \РРШу < + ОО. 

с 

а 

Если ^РР{у)(Іу = о, то, в силу непрерывности функции Р, 

с 

будем иметь (см. свойство 9° п. 24.1): Р{у) = 0 на [с, с?]. Поэто¬ 
му из формулы (45.40), в силу того же свойства, следует, что 
при любом і/е[с, с?] имеет место / (х, у) = 0 на [а, 5], т. е. 
Дх, у) = о на А. В этом случае неравенство (45.39) очевидно 
справедливо. 

а 

Пусть ІРР(у)бу ^ 0. Тогда, изменив порядок интегрирова- 

с 

ния И применив неравенство Гельдера (24.48), получим, в си- 
лу (45.40), 


]рр(у)бу = Ду) ] ІДх, у)\ах бу = ] сгх||Дх, у)\рр \у)бу < 

с С Ьа -I ас 

<1 \\Кх,уІ^бу \Р<іУ^-'^\у)ау бх, (45.41) 

а 1-с -I 1-с 

где 1/у-І-1/у=1и, следовательно, у{р - 1) = р. Сократив обе 

\ 1 

части неравенства (45.41) на множитель ^Р^{у)бу ^ 0, бу- 

'с ' 

дем иметь 


а р ^ Д/д ь гЛ 


\РЪ)сіУ 


< I \\Кх, у)\р бу 

а 1-с 


пІ/Д 


бх. 


463 



Подставляя в это неравенство (45.40), получаем неравен¬ 
ство (45.39). Условие непрерывности функции / не является 
существенным для справедливости неравенства (45.39) и мо¬ 
жет быть ослаблено. Для простоты доказательства в качестве 
области определения функции / был взят прямоугольник. 
При более общих предположениях доказательство неравенст¬ 
ва Минковского, основанное на той же идее, можно найти в 
монографии Харди Г. Г., Литтлъвуда Д. Е., Полиа Г. Нера¬ 
венства. М., 1948. С. 179—180. 

45.4. Объем л-мерного шара 

Методом сведения кратного интеграла к повторному иногда 
удается вычислить значение краткого интеграла. Поясним это 
на примере получения формулы для величины объема /г-мер- 
ного шара радиуса г. Пусть 

= {х : + ... + г^} 

—п-мерный шар радиуса г с центром в начале координат. 

В случае плоскости (п = 2) известно, что 

і дх ду = 2^ - х^дх = лг^. (45.42) 

Отсюда можно найти объем трехмерного шара следующим об¬ 
разом: 

(45=34) 2} = 2л} (г^ - 2^)дг = |гЗ. 

Применим этот метод для вычисления объема У" шара 
при произвольном п = 1, 2, ... , предполагая, что 

( 4 > 

где _ 1 — некоторая константа 1 ^X 2 ^ Хз ^ 3 ^ • Имеем 



]ХѴ-=1 

I 

... 

\ёх-^ ёх 

2 ••• = 



+ ... + 




= 

2 } ёх-^І 



• •• 1 ёх2 

ёх^ ... ёх^ = 


„2 1 «2 1 
0 ^2 ^3 

... + - 

4 



2}ц„- 

-Ы- 

1/2 2 1 

= 2%„-іІ 

(^2 

— Х^У‘ 

п - 1)/2 ^ 

0 

л/'’ -^1 

0 



Х^ = Г С08 І 


71/2 




7Г/2 


2Х„ -1 і 

8ІП" І(ІІ = 


гГ", Хп = 

= 2%„ _ 1 1 8ІП" іёі. 


= г СОЗ <0 о 
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Получившийся интеграл был вычислен раньше (см. пример 2 
и. 26.2 в т.1), откуда 


^Хп -1 при га четном, 

'^п~ ^ Гл - ЦП 

- — при га нечетном. 

л!! 

Таким образом, для коэффициентов получена рекуррент¬ 
ная формула. Последовательно ее применяя, получим (при 
га = 1 очевидно = 2г, поэтому Хі = 2) 


_ л"* 

'^2т '^2т + \ 


2(2л)"» 
(2лг + 1)!!’ 


гаг = 1, 2, ... . 


(45.43) 


45.5. Независимость меры 
от выбора системы координат 

При определении меры множества в и. 44.1 остался невыяс¬ 
ненным вопрос о независимости меры от выбора системы ко¬ 
ординат. Мера множеств определяется посредством много¬ 
гранников, состояш;их из кубов, ребра которых параллельны 
координатным осям. Поэтому вопрос о независимости меры 
множеств от выбора системы координат сводится к независи¬ 
мости объемов кубов от этого выбора. Отношение (обозначим 
его Я,) объемов одного и того же куба, вычисленных в разных 
системах координат, не зависит от выбора конкретного куба, 
так как любые два куба с ребрами, параллельными коорди¬ 
натным осям одной системы координат, могут быть получены 
один из другого с помош;ью параллельного переноса и гомоте¬ 
тии с центром в совмеш;енных центрах симметрии кубов. Если 
указанное отношение равно единице, то мера множества не за¬ 
висит от выбора системы координат. 

Пусть в пространстве і?" заданы две системы координат. 
Меру множества, определенную с помош;ью первой из них, 
обозначим через ц, а с помош;ью второй — через |Л. Пусть 
^ — га-мерный куб с ребрами, параллельными координатным 
осям первой координатной системы, и пусть 

|4Ѳ = ЯрѲ. (45.44) 

Отсюда следует, что множества одновременно имеют меру 
нуль в обеих системах координат, следовательно, множества од¬ 
новременно измеримы или нет, причем если множество X ^ 
измеримо, то = ЯцХ. Для доказательства равенства Я = 1 
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заметим, что объем п-мерного шара радиуса г равен г" 
(см. и. 45.4), где — определенное число. Величина длины 
радиуса шара, как и длина всякого отрезка, имеет одно и то 
же значение при любом выборе системы координат. Таким 
образом, объем п-мерного шара не зависит от выбора сис¬ 
темы координат: 

= (45.45) 

Для многогранника (см. формулу (44.3)), состояш;его 

из кубов ранга к в первой системе координат (следовательно, 
с ребрами, параллелъными ее координатным осям), будем 
иметъ 

(45=44) (45.46) 

Поэтому 

но (см. лемму 6 в и. 44.1 при (П")) 

(45=45) 

т. е. 'к\іѴ^ = \хУ^. Это означает, что %=!. 

Итак, действительно мера множества не зависит от выбора 
системы координат. Поскольку переход от одного ортонорми- 
рованного базиса к другому осуш;ествляется с помощью орто¬ 
гональных матриц, мера является инвариантом при линей¬ 
ных ортогональных отображениях, т. е. отображениях, зада¬ 
ваемых формулами 

Уі “ 52 і ~ 2, ... , п, 

/-1 

с ортогональными матрицами С = і, ] = 1, 2, ... , п (см. 

и. 35.4). 

45.6*. Формулы Ньютона—Лейбница и Тейлора 

Приведем самый простой вывод формулы Тейлора: она может 
быть получена последовательным применением формулы Нью¬ 
тона—Лейбница к получающимся подынтегральным функци¬ 
ям. Остаточный член формулы Тейлора имеет вид повторного 
интеграла, который с помощью формулы перемены порядка 
интегрирования (см. формулу (45.35)), можно привести к уже 
известному нам его виду в интегральной форме с однократным 
интегрированием (см. теорему б в п. 33.5). 
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ТЕОРЕМА 2. Если функция / имеет на отрезке [а, Щ не¬ 
прерывную производную порядка пи [а, &], то для любого 
X € [а, &] имеет место равенство 


Я^)= і: (45.47) 

к-О к. 

{формула Тейлора с остаточным членом в форме повторно¬ 
го интеграла). 

Доказательство. Докажем формулу (45.47) по индук¬ 
ции. При /г = 1 она является формулой Ньютона—Лейбница 

/ (х) = У (Хо)-Ь I Д(Д) сгд. 

^0 

Если при некотором т = 1,2,...,га—1 имеет место формула 

т-І Т^НХп) ^ 

/ = Е + {сгд I- I Ю (45.48) 

то, применив формулу Ньютона—Лейбница к функции Д"®) і^т)’ 

т. е. 

/<'"> (Хо) + I +1) (І,„ + 1) +1, 

«о 

подставив получившееся выражение в интегральный член ра¬ 
венства (45.48) и проинтегрировав первое слагаемое, получим 


\ ді, \ ді,... I (/<-) (Хо) + I +1) + і) + Д = 


= /('")(Хо) I Лі I ^2 ••• I + 


ЯГп ЛГп 


I Л *». Т’’^Нхп) 

+ I I ЙІ2- I + + + (х-Хо)™ + 


^0 -^0 




+ I I ^2... I I + + + (45.49) 

Из равенств (45.48) и (45.49) следует, что 


Г(х)= ^ 




й = о 


к\ 


(х - Хо)^ + 


+ НД 1^2- I I/■<'" + + + 

х„ ж„ 

При т = га - 1 эта формула превраш,ается в формулу (45.47). □ 
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Покажем, что остаточный член 


г^{х)= I I Л 2 -" I (45.50) 

Жо Жо «о 

в формуле Тейлора (45.50) может быть преобразован к уже из¬ 
вестной его интегральной форме с одним интегрированием. 

Сначала заметим, что для любой непрерывной на отрезке 
[а, б] функции ф имеет место формула 

Ъ У -| & 

I с^і/ 1 ф (х) (у - х)^ сіх = - —- I ф (х) (Ь - д:)* + ^ (іх, к ^ -1. (45.51) 

Она получается с помоіцью изменения порядка интегрирова¬ 
ния (см. рис. 66, интегрирование производится по заштрихо¬ 
ванному треугольнику) 

Ь у ь ь 

I I ф (х) (г/ - х)^ (іх = I ф (х) (іх I {у - х)* ёу = 

а а ах 

= ^ I ф (х) (Ь - х)* + ^ (іх. 

а 

Далее справедлива формула 


I (ІІ1 I (ІІ2 ... I Ф (іД (И„ = I ф (і) Ф - і)* 1 сіі, 

й = 1,2, .... (45.52) 

Эта формула также доказывается по индукции: если справед¬ 
ливо равенство (45.52), то, применив его к интегралу 


получим 



Рис. 66 


I ^^2 ••• I Ф + і) + Ѵ 

а а 

I (ІІ^ I (ІІ2 ... I Ф(^А + і) + 1 (45""52) 

(45752) (к 4т)Т І I (45=51) 

(45=51) і! І 

т. е. формула (45.52) остается верной при 
замене кпак + 1. 
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Остаточный член (45.50) формулы Тейлора, в силу форму¬ 
лы (45.52), при ф(і) = /О) (і)^ а = х^, Ь = х ш к = п имеет вид 

= /ь - ім I ^ (іі, 

т. е. получилась запись остаточного члена в интегральной 
форме, полученной ранее в п. 33.5 (см. формулу (33.52)). 


§46 

Замена переменных в кратных интегралах 


46.1. Линейные отображения измеримых множеств 


В п. 41.5 изучались линейные однородные отображения евк¬ 
лидовых пространств. Рассмотрим теперь обш,ий случай про¬ 
извольных линейных, вообще говоря, неоднородных линей¬ 
ных отображений. 

Линейное отображение ^ : Д ” ^ Д ™ имеет вид 

Ь{х)=А{х) + а, (46.1) 

где А : Д" ^ Д^ — однородное линейное отображение (будем 
называть его соответствующим отображению ^), 


х = (Хі, ... , х„)еД”, г/ = (і/і, ... ,^/^е Д^, а = (а^, ... , а^ е Д™. 

Обозначим через Р параллельный перенос в т-мерном 
пространстве на вектор а 

Р{ 2 ) = 2 + а, 2 = ( 2 і, ... , е Д™. 


Тогда ясно, что 
или, как короче. 


Ь = Р-А, 
Ь = РА, 


(46.2) 


т. е. линейное отображение Ь является композицией однород¬ 
ного линейного отображения А и параллельного переноса Р. 

Если (Нц), і = 1, 2, ... , т, і = 1, 2, ... , п, — матрица ли¬ 
нейного однородного отображения А, то координатные функ¬ 
ции отображения Ь имеют вид 


Е аі-х^ + йі, і = 1, 2, ... , т, 

і -1 

и являются числовыми линейными функциями. 


469 



в дальнейшем ограничимся рассмотрением линейных ото¬ 
бражений евклидова пространства в евклидово пространство 
той же размерности, т. е. случаем т = п. Определитель мат¬ 
рицы линейного однородного отображения при некоторой 
системе координат будем называть и определителем самого 
отображения. Из линейной алгебры известно, что этот опре¬ 
делитель не зависит от выбора в пространстве ортогональной 
системы координат. 

ЛЕММА Л. Если 

Со= шах |а.|, (46.3) 

і, / = 1, 2, п 

то для любых точек х, х'еВ^, выполняется неравенство 

\Е(х') - Ь(х)\< пс^\х'- х\. (46.4) 

Доказательство. В п. 41.5 было доказано, что если А — 
линейное однородное отображение А: К" ^ К^, то для любого 
вектора хбі? ” выполняется неравенство 

Рі (х)| < 1^1 II |х|, (46.5) 

где ||А|| — норма оператора А, а также было доказано, что 


ІИ^ІІ < ] I І «й’ (46.6) 

’ і = 1; = 1 

где (Ну) — матрица А. 

Применив эти неравенства для рассматриваемого случая 
т = п, получим 

\Цх') - Цх)\ = \А{х') - А(д:)| = \А(х' - х)\ < ||А|| |л:' - л:| < 

' ' ' ^ (46.2) ' V /I г V /I . I 


< 

(46.6) 


У у а?:\х' - х\ < СпП \х' - X 

^ ір (46.3) ^ 


= 1 / = 1 


Неравенство (46.4) доказано. □ 

ЛЕММА 2. Если ^ определитель матрицы однородного ли¬ 
нейного отображения А, то для любого измеримого множе¬ 
ства Е выполняется равенство 

р^(Е) = \^\рЕ, (46.7) 


где Е = РА (см. (46.2)). 


Доказательство. Из линейной алгебры известно, что 
всякое линейное однородное отображение А может быть пред¬ 
ставлено в виде 


А = ВС, 


где В — неотрицательное самосопряженное линейное отобра¬ 
жение (неотрицательность линейного отображения В означа- 
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ет, что йеѣ В > 0), а С — ортогональное отображение. Таким 
образом, 

Ь = РА = РВС. 

При параллельном переносе Р и ортогональном отображе¬ 
нии С мера множества не меняется (см. и. 44.1 и п. 45.4). По¬ 
этому достаточно доказать, что для любого измеримого мно¬ 
жества Е выполняется равенство 

цБ(В) = |^| р В. 

Из линейной алгебры известно также, что для самосопря¬ 
женного неотрицательного отображения суш,ествует система 
координат, в которой его матрица диагональна: 

о ... о ^ 

° ^2-0 ^ і = 1,2, ...,п. (46.8) 

о о ...К 

\ ) 

Пусть Ѳ — га-мерный куб, ребра которого параллельны осям 
этой координатной системы и имеют длину К. Отображение В 
сводится к «растяжениям» в направлениях координатных осей: 
с коэффициентом в направлении і-й оси, і = 1, 2, , п. При 

таком растяжении объем всякого параллелепипеда с ребрами, 
параллельными осям координат, изменяется с коэффициен¬ 
том X;, а в результате коэффициент изменения объема куба ^ 
при отображении В будет равен Я-з ... Я„. Таким образом, 

рВ(0) = Я^ Яз ... Я„рО = йеі В^^^. 

Далее, из равенства А = ВС имеем йе! А = сіе! В йеі С. Оп¬ 
ределитель ортогонального отображения равен ±1, а йеі В > 0, 
поэтому |^| = Ійеі ^| = (іеі В. Следовательно, окончательно 

цВ(0) = ИцѲ. (46.9) 

Это равенство справедливо для всех кубов ребра которых 
параллельны координатным осям, в которых матрица преоб¬ 
разования В имеет диагональный вид (46.8). 

Пусть Е — измеримое множество, Е с -К", а 8^ (В) и 8^ (В) — 
множества, состояіцие из кубов ранга к в указанной системе 
координат и определяемые по формулам (44.3). 

Из включений (В) с В (В)следует, что 

В(зДВ)) с В(В) с В(ВДВ)). (46.10) 

Отметим также включение 

В(5ДВ)) \ В(8ДВ)) с В(ВДВ) \ зДВ)). 


471 




Множества Зі^(Е) и 8і^(Е)\8і^ представляют собой объ¬ 

единение конечного множества кубов ранга к в выбранной 
системе координат (часть этих кубов в множестве 5^(-Е)\8;^ (Е) 
может быть открытыми или полуоткрытыми). Поэтому множе¬ 
ства Б(8^ (Е)), В(8і^{Е)) и разность В(8і^{Е)) \ В{8^,Е)) будут объ¬ 
единением конечного множества образов этих кубов при отобра¬ 
жении В — «параллелепипедов» (замкнутых, открытых, полу¬ 
открытых) и поэтому являются измеримыми множествами. 

Мера множества В^(В) \ 8^,Е) равна сумме мер составляю- 
ш,их его кубов, поэтому мера его образа В{8^{Е) \ 8^,Е)) равна 
сумме мер образов этих кубов, а для них справедливо равен¬ 
ство (46.9). Следовательно, 

ц (В(В,(В)) \ В(8,(В))) < рВ(В,(В) \ 8,(В)) = |^| р (В,(В) \ 8,(В)). 

Поскольку, в силу измеримости множества В, имеет место ра¬ 
венство Ц (>5^.(В) \ 8і^(Е)) = О, то 

Ит р (В(8,(Е)) \ В(8,(Е))) = 0. 

к —^ 

Отсюда и из включений (46.10), согласно лемме 6 п. 44.1, яв¬ 
ствует, что множество В(Е) измеримо, а из того, что 

рВ(8^(В)) = \^\ р 8*(В), 

следует, что 

рВ(В) = ^1^ рВ(8;,(В)) = И ^1^ Р8 а(В) = |^| рВ. 

Лемма доказана. □ 


46.2. Метрические свойства 
дифференцируемых отображений 


Пусть О — открытое множество пространства і?" , а В — ото¬ 


бражение множества С в пространство і?” : 

у = Е(х),хеО. (46.11) 

В координатной форме отображение В записывается в виде 

Уі = уііх) = уііхі, Х 2 , ... , x^, і = 1,2, ... , п, хеО. (46.12) 
Введем обозначения: 


X' 


(0) = (х(0\ х'О), ... , х(0)), р(0) = В(х(0)) = (р(«>, ... , р(0)). 

Ах = X - = (Ах^, Ах2, ... , Ах^), |Ах| = / ^ Ах?. 
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Напомним, что отображение Р является дифференцируе¬ 
мым в точке (см. теорему 6 в и. 41.6), если его коорди¬ 

натные функции У; = уДх^, ^ 2 , ... , х^) дифференцируемы в 
этой точке и, следовательно, их можно представить в виде 


Уі = + Е “уЦ “ М» і = 1, 2, ... , /г, (46.13) 

і -1 

где 

Эг/Іх*®*) . . ^ „ 

П, 


І.і- 1,2. 


дx^ 

Ипі е,(х*®\ Ах) = 0, і = 1, 2, ... , п. 

Дх^О ' 

Обозначим через Р^( 0 ) линейное отображение, задаваемое 
формулами 

Уі = уТ^ + Е «уЦ- “ і = 1, 2, ... , п. 

У -1 


Индекс хО) в обозначении -б^(О) показывает, что это линейное 
отображение зависит от точки х*®>. 

Рассматривая элементы п-мерного пространства как векто¬ 
ры и тем самым их отображение как п-мерную вектор-функ¬ 
цию, дифференцируемое в точке х*®* отображение Р можно за¬ 
писать (см. и. 41.6) в виде 


Р{х) = Ь ( 0 )(х)-Ь е|Ах|, 1іпіе = 0, (46.14) 

* Дх ^ о 

где е = е(х(°). Ах) = (е^, 63 , ... , е„), = еДх<°), Ах), і = 1, 2, , п. 

Отсюда, используя обозначение о(Ах) = е|Ах|, Ипі е = 0, 
условие (46.14) можно записать в виде 


Р(х) - і^( 0 )(х) = о(Ах), Ах ^ 0. (46.15) 

Это означает, что для дифференцируемого в точке хО) отобра¬ 
жения Р суіцествует такое линейное отображение -б^(О)» что в 
окрестности точки хО) отображение Р отличается от линейно¬ 
го отображения Р^( 0 ) на бесконечно малую более высокого по¬ 
рядка, чем расстояние |х — х(°)| = |Ах| от точки х*®' до точки х 
при стремлении этого расстояния к нулю. В этом и состоит, 
как мы знаем, смысл дифференцируемости отображения в 
точке. 

Напомним еще, что отображение (46.11) называется не¬ 
прерывно дифференцируемым и на открытом множестве О, 
если все его координатные функции (46.12) непрерывно диф¬ 
ференцируемы на этом множестве (см. и. 37.2). 


473 



ЛЕММА Ъ.Если отображение (46.8) непрерывно дифференци¬ 
руемо на открытом множестве О К^, то 

Р(х) - Ь(х) = е\Ах\, хеО, (46.16) 

где на любом компакте Е ^ О функция е = е(л:<°). Ах) равно¬ 
мерно стремится к нулю при х - = Ал; ^ О, х^^^вЕ. 

Таким образом, новое, что привносит формула (46.16) по 
сравнению с формулой (46.14), состоит в том, что в формуле 
(46.14) точка была фиксирована, а в формуле (46.16) эта 
точка может меняться, оставаясь принадлежащей некоторо¬ 
му компакту Е. При этом стремление к нулю функции 
е(л:<°>. Ах) происходит равномерно на Е. Определение равно¬ 
мерного стремления функции к нулю на множестве было да¬ 
но в п. 37.2. 

Доказательство. Из непрерывной дифференцируемости 
координатных функций (46.12) следует, что функции = 
= еДхО), х), і = 1, 2, ... , га, в формулах (46.13) на любом ком¬ 
пакте Е ^ О при X ^ хО) равномерно стремятся к нулю (см. те¬ 
орему 4 в п. 37.2). Следовательно, на любом компакте Е ^ О 
при X ^ х*°\ хО)е Е, равномерно стремится к нулю и век¬ 
тор-функция е = (е;^, Ез, ..., е„), так как |е| = -ь е| -ь ... -ь е^. □ 

Л Е М М А 4. При непрерывно дифференцируемом отображении 
открытого множества компакт меры нуль, лежащий в 
этом множестве, отображается в компакт меры нуль. 

Доказательство. Непрерывно дифференцируемое ото¬ 
бражение является, очевидно, и непрерывным, а известно, 
что непрерывным образом компакта есть снова компакт (см. 
теорему 2 в п. 36.7). Оценим верхнюю меру образа компакта. 

Предварительно заметим, что всякое ограниченное мно¬ 
жество Е і?" содержится в некотором га-мерном кубе с 
ребром длины к = 2 сііат Е (см. и. 36.8). В силу включения 
Е имеет место неравенство 

< цѲе = (2 йіат Е)". (46.17) 

Пусть теперь О — открытое множество в , Е — компакт, 
Е О. Тогда его расстояние до непересекающегося с ним зам¬ 
кнутого множества положительно (см. лемму 7 в п. 35.2): 



Выберем номер так, чтобы диаметр куба ранга к^ (см. 
п. 44.1) был меньше 8. Тогда всякий куб ранга к^, пересекаю- 
іцийся с компактом Е, будет содержаться в множестве О. Мно¬ 
гогранник состояіций из всех таких кубов (см. (44.3)), 

также является компактом. В самом деле, компакт Е есть ог¬ 
раниченное множество, поэтому множество Зі^^^Е) представля¬ 
ет собой объединение конечного множества кубов ранга к^, 
каждый из которых, очевидно, является компактом. Пусть 
у = Е(х) непрерывно дифференцируемое отображение множест¬ 
ва С' в Д". Положим 

с= шах . (46.18) 

Х(= 8^ (Е) Эх. 

«о ^ 

г, у = 1,2,...,/г 

Пусть хе З^^^^Е), х'е 5^^(Д), и отрезок с концами в точках х и х' 
содержится в многограннике 3/^^(Е), Е(х) = (Уі(х), У 2 (х), ... у^(х)), 
Е(х') = {у]{х'), У 2 Іх'), ... , г/„(хО), АХ; = х- - х^, і = 1, 2, ... п. Тог¬ 
да, применив формулу конечных прираш;ений Лагранжа для 
функций многих переменных (см. теорему 3 в п. 39.2) и 
неравенство Коши—Шварца, будем иметь 



Отсюда следует, что для любого выпуклого множества А 1 = З/^^ІЕ) 
(определение выпуклого множества см. в п. 35.2) выполняется 
неравенство сііат Е(А) < сп сііат А. Действительно, 


с1іатД(А)= знр |Д(л;0 - Д(х)| < 

х.х'еЛ (46Л9) 

^ СП «НО |х'- х| = СП (Наш А. 

(46.19) 

Если множество А является п-мерным кубом с ребром 
длины к, с 5^^(Е), то, заметив, что сііат = к4п и что 
= Л", имеем 

сііат Е{^^^ < сп сііат = сп^І’^к, 
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поэтому 


< (2 сііат ПЯн)Т < 

(46.17) 


< 2" (46.20) 

Заметим, что для любого ранга к ^ справедливо вклю¬ 
чение 8і^(Е) с 8)^ (Е). Пусть 

8,{Е)=.у^Я^.^\ (46.21) 

где — кубы ранга к, і = 1, 2, ... , Нам понадобится еще 
равенство (см. п. 1.2*) 

] = (46.22) 

Из включения Е 8)УЕ) следует включение Е{Е) ^ 

с Е{8^,Е)), следовательно, 

< ц*Ч8.№)) „д,, ц*8 (, Й^в'/> ] 

,4й2, ,4 < 

-п Ік 

< 2"с"п2 ^ 2 "с"пЗ«/2ц5;,(і:). (46.23) 

Если мера компакта Е равна нулю, то Ііпі^ ц5^^(Е) = 0, от¬ 
куда, в силу неравенства (46.23), следует, что |Д,*Е(Е) = 0, по¬ 
этому и рЕ(Е) = 0. □ 

Обозначим якобиан непрерывно дифференцируемого ото¬ 
бражения (46.11) через 




Э(уі, У2, ... , Уп) 
Э(Хі, Жз, ... , Ж„)' 


(46.24) 


Л Е М М А 5. Если Е — непрерывно дифференцируемое отображе¬ 
ние с якобианом, не обращающимся в нуль, открытого мно¬ 
жества С ^ і?" в пространство Д", Е — компакт, Е ^ О, 
— п-мерный куб с ребром длины к, О, х^^^еЕ П то 

имеет место неравенство 


р*Е((ЭО < кПх(0))| рЯи + а(/г)/і", Иш а(/г) = 0. (46.25) 

й —> о 
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Подчеркнем, что в этом неравенстве бесконечно малая а = а(/і) 
не зависит ни от выбора точки х^^^еЕ, ни от выбора конкрет¬ 
ных кубов а зависит только от длин их ребер Н (и, конеч¬ 
но, от компакта Е). В этом случае говорят, что на компакте Е 
имеет место равномерная оценка (46.25). 

Заметив, что = й", эту оценку можно записать в виде 

рО;, + 0(цѲ^, Н^О. (46.26) 

Доказательство. Для линейного отображения Е^{ 0 ) (см. 
(46.13)), как и для всякого линейного отображения, абсолют¬ 
ная величина определителя матрицы (Ну), согласно лемме 2, 
равна коэффициенту изменения объемов тел при этом отобра¬ 
жении. Для отображения Е^( 0 ) указанный определитель совпа¬ 
дает с якобианом отображения Е в точке x(^^\ и, таким 

образом, 

(46.27) 

Используя связь (46.15) между отображениями Е и 7'^(0)> 
докажем неравенство (46.25). Пусть Е — компакт, Е С. 
Тогда 8 = р(Е, К'^\^) > 0. В дальнейшем всегда будем предпо- 
лагать, что (Дат = }і4п < 8. В этом случае всякий куб 
пересекаюш;ийся с компактом Е, будет содержаться в множе¬ 
стве О: с С. 

Согласно лемме 3 (см. (46.16)), 

І^'(х) - і^( 0 )(х)| = |е(х(0), Ах| |Ал:|, 

где функция е(х(°>. Ал;) равномерно на компакте Е стремится к 
нулю при X - лг***) = Ал: ^ 0, х^^'^вЕ. Поэтому если 

е(Ах) = вир | е(х(°), Ах|, 

Е 

ТО 

Ит |е(Ах)| = 0 (46.28) 

Дл: ^ о 

И справедливо неравенство 

І^'(х) - Д^(0)(^)1 ^ е(Ах)|Ах|, Е, х = -Ь Ахе О. (46.29) 
Если точки х<®) и X принадлежат одному и тому же кубу то 

|Ах| = |х - х(®)| < Лл/п, Х<°* Е X Е 
Поэтому, в силу неравенства (46.29), имеем 
|Е(х) - і^( 0 )(л;)| < е(Ах)/гл/п. 
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Положим 


(46.30) 


^ ^ ^ е(Ал:); 

|Ад:| < Н 


тогда 


|^’(л:) - (Ь ,о)(^)І ^ оСц/г, x^^^'^€іЕ х = + Алге (46.31) 


і™0 “«('') (46=28) О- 

(46.30) 


(46.32) 


При линейном отображении Ьхщ образом Р = ку¬ 

ба является невырожденный параллелепипед (якобиан 
(х<°)) Ф 0). Пусть V = I] (Р; а^Н) является ад/і-окрестно- 
стью параллелепипеда Р (определение окрестности множест¬ 
ва см. в и. 35.2, определение 23). Ясно, что 


т.) с и. 


(46.33) 


Пусть Р^^іг — га-мерный параллелепипед, (п — 1)-мерные 
грани которого параллельны соответствующим (п - 1)-мер- 
ным граням параллелепипеда Р и находятся от них на рас¬ 
стоянии ад/г, причем параллелепипед Р содержится внутри 

параллелепипеда (рис. 67). Тогда Т’цдй следо¬ 

вательно, 

Р(Ян)^Ра,н- (46.34) 

Пусть а^, 02 , ... , — длины ребер параллелепипеда Р = 

= Р^( 0 ) Оценим длины а^ + Аа^ ребер параллелепипеда 

Ра^іі, параллельных соответственно ребрам длин О; параллеле¬ 
пипеда Р, і = 1, 2, ... ,п. Пусть Н^ — расстояние между дву¬ 
мя параллельными {п - 1)-мер- 



ными гранями параллелепипе¬ 
да Р, содержащими ребра длин 
Оі, ... , 1 , а^ + ^, ... , а„. Тог¬ 

да расстояние между двумя 
параллельными (п — 1)-мер- 

ными гранями параллелепипеда 
-^Ид/г’ содержащими ребра длин 
-Ь Аа-^^, , аі _ + Да^ _ 

«г + і+ + ••• » в си¬ 

лу определения этого паралле- 


Рис. 67 


лепипеда, равно Н^ -Ь 2а^Н. Ина- 


475 



че говоря, Ні ^ Ні + 2ао/г являются длинами высот соответ¬ 
ственно параллелепипедов Р и 

Обозначим фр О < ф; < л/2, угол, образованный ребром 
длины Н; параллелепипеда Р с (п - 1)-мерной гиперплоско¬ 
стью, содержаіцей его ребра длин а^, ... , ... , а„ 

(этот угол, очевидно, равен углу, образованному ребром длины 
а^ -Ь Дн; параллелепипеда Р^^/г с соответствующей (п - 1)-мер- 
ной гиперплоскостью), т. е. угол между рассматриваемым реб¬ 
ром и его проекцией на указанную гиперплоскость. 

Длины ребер и высот параллелепипеда Р и Р„^/г связаны 

Ні I л + 2аф 

с углами ф соотношениями а,. =-, а,- + Да, = -. 11о- 

^ 81Пф; ^ ' 81Пф; 


этому 


_ Ні + 2ао/г _ Я; 

* 8ІПф; ЗІПфі 


2ао/г 
8іпф; ■ 


Элементы матрицы 


Эг/;(Хо) 

дx^ 


], соответствующей линейному 


отображению Р^( 0 ) являются непрерывными функциями на 
открытом множестве (?, а углы ф; непрерывно зависят от этих 
элементов и, следовательно, также являются непрерывными 
функциями точки на 0\ ф; = ф;(л:*®'). В силу невырожден¬ 
ности отображений Ь ( 0 )> ^ Ѳ, т. е. не обращения в нуль 

на О их якобианов, для всех точек е О имеем фДл;*®)) > О, 
і = 1, 2, ... , га. Поэтому наименьшие значения непрерывных 
на компакте Е функций ф^ также положительны: 


ШІНф; (Х) = С;, 

xеЕ^^ ' 


О < С 


2 


1 = 1 , 2 , 


га. 


Пусть Со = шах 


1 

ЗІПС]^’ 


1 

’ зіпс„ 


. Тогда 


Аа^ < 2соОСо/і. 


Разность замкнутого параллелепипеда Р„^/( и открытого 
Р^д^. («рамка», окаймляющая параллелепипед Р) является 
объединением параллелепипедов ^ и Р^ 2 ^ ребрами длин 
+ Аа^, ... ,а^_^ + Аа^_^, а^^^ + Аа^ + ^, ... , а„ -Ь Да„ и вы¬ 
сотами длины а^Н. Поэтому 

Ра,Н^Р^АРі,1^АРі.2- (46.35) 
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Ребра длины параллелепипеда Р получаются при ото¬ 
бражении і^( 0 ) из ребер куба имеющих длину к. Следова¬ 
тельно, в силу леммы 1, имеет место неравенство 


а^ < спк, с = 


піах 

,У = 1,2,.. 

хеХ 


Ъу^{x) 




< + ОО, 


Заметив, что объем любого п-мерного параллелепипеда не пре¬ 
восходит объема прямоугольного праллелепипеда с ребрами 
той же длины, т. е. произведения длин его ребер, имеющих об¬ 
щую вершину, имеем 

рР;. < (а^ + Да^) +Аа^_^)(а^+ ... {а^ + Аа^а^к < 

< {спк -Ь 2соао/г)" ^ ^а^к = (сп + 2соао)" ^ = 

= (сп + 2соаоГ^ і=1,2,...,п, у = 1,2. (46.36) 

Выше было отмечено, что, согласно лемме 2, имеет место 
равенство 

рР = рР^(о,(Ѳй) = [іЯн- (46.37) 

Оценим теперь верхнюю меру множества Р{^^^. 

\^Рі 2 ^ 

^ (46.36) 
(46.37) 


Р*Р((Эй) < ЦРа й ^ Н 

" (46.34) “о" (46.35) о'' 


і = О і = О 


(4 + 2соао(Л))" іЦо {к) (46.38) 

(46.37) 

Положив 

а{к) = 2п {сп -Ь 2соао(^))" ^ ^ сСо(^)> 


окончательно получим 

р*Р(Ѳ,) < кДхО))! р^^ + а{к) ІітМк) = 0. □ 

(4о.оо) Я —> о 

в левой части полученного неравенства стоит верхняя мера 
образа Р{Яі^) куба при отображении Р, а не его мера, так как 
осталось невыясненным, измеримо ли множество Р{Яі^) при 
сделанных выше предположениях. Для дальнейшего нам по¬ 
надобится лишь случай взаимно-однозначных непрерывно 
дифференцируемых отображений, якобиан которых не обра¬ 
щается в нуль. Поэтому ограничимся доказательством изме¬ 
римости образа измеримого множества лишь в этом случае. 

Если отображение Р непрерывно дифференцируемо и его 
якобиан не обращается в нуль на открытом множестве О про- 
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странства і?", то образ Р(С) этого множества также является от¬ 
крытым множеством и у точек хе О и Р(х)еР(0) суп];ествуют 
сколь угодно малые окрестности, взаимно-однозначно отобра- 
жаюш,иеся друг на друга (см. п. 41.8). Если, кроме того, отобра¬ 
жение Р взаимно-однозначно отображает все открытое множест¬ 
во О на его образ Р(0), то для любого множества Е ^ О его внут¬ 
ренность отображается на внутренность его образа: 

Р(Е,^,) = Р(Е\^„ (46.39) 

а если границы дЕ и дР(Е) множеств Е и Р(Е) содержатся соот¬ 
ветственно в множествах О и Р(0), то они также отображаются 
друг на друга: 

Р(дЕ) = дР(Е). (46.40) 

В этом случае имеет место также равенство 

Р(Ё) = Р(Ё). (46.41) 

В самом деле, 

Ё = Е,^, и ЭЕ, РЩ = Р(Е),^, и дР(Е), 

поэтому 

Р(Ё) = Р(Е,^, и ЭЕ) = Е(Еі„^) и Е(ЭЕ) = Р(Е\^^ У ЭЕ(Е) = Ё(Ё). 

ЛЕММА 6. Если отображение Р открытого множества С ^ 
^ в пространство ВЦ непрерывно дифференцируемо, взаим¬ 
нооднозначно и его якобиан не обращается в нуль на С, то об¬ 
раз всякого измеримого множества, лежащего вместе со своим 
замыканием в О, также является измеримым множеством. 
Доказательство. Пусть Е — измеримое множество и его 
замыкание Е лежит в С: 

Е^Ё<=0. (46.42) 

Замыкание Е множества Е, как замыкание каждого из¬ 
меримого множества, является компактом (см. замечание 3 в 

п. 44.1), а отображение Е непрерывно, поэтому образ Е(Е) 

множества Е при этом отображении также является компак¬ 
том и, следовательно, ограниченным множеством. Но по¬ 
скольку Е(Е) Е(Е), множество Е(Е) также ограничено. 

Граница ЭЕ измеримого множества имеет меру нуль и яв¬ 
ляется компактом (см. замечание 2 в п. 44.1). Поэтому и образ 
этой границы является компактом меры нуль (см. лемму 4): 

цЕ(ЭЕ) = 0. (46.43) 
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Поскольку при отображении Р граница образа множества яв¬ 
ляется образом его границы (см. (46.40)), граница дР(Е) обра¬ 
за Р(Е) множества Е имеет меру нуль: 

(46=40) (46=43)0- 


Таким образом, Р(Е) является ограниченным множеством 
с границей меры нуль и поэтому измеримо. □ 

Так как п-мерный замкнутый куб является измеримым 
множеством, в случае, когда этот куб лежит в открытом мно¬ 
жестве С, его образ при непрерывно дифференцируемом, вза¬ 
имно-однозначном отображении Р с якобианом, не равным 
нулю на О, является измеримым множеством. Поэтому для 
таких отображений в неравенстве (46.26) (см. лемму 5) в его 
левой части верхнюю меру можно заменить на просто меру, 
т. е. в этом случае справедливо неравенство 


где 


ІіРіЯ,) < |^р^'(x(0))| цѲ, + а(Л)ц<Э^, (46.44) 

Ит а(/г) = 0. (46.45) 


46.3. Формула замены переменных 
в кратном интеграле 

Пусть Р — непрерывно дифференцируемое взаимно-однознач¬ 
ное отображение открытого множества О К" в пространство 
и его якобиан не обраш,ается в нуль на множестве С. 

ТЕОРЕМА 1. Если Е — измеримое множество, содержащее¬ 
ся вместе со своим замыканием Е в открытом множестве О: 
Е ^ Е ^ О, а функция / непрерывна на множестве Р(Е), то 

I /(у)ду = I /(Р(х)) \^р(x)\дx. (46.46) 

Р(Е) Ё 

Эта формула равносильна формуле 

I /(у)(іу = 1йР(х))\Фр(х)\дх. (46.47) 

Г(_Е) Е 

Действительно, ограниченная функция одновременно ин¬ 
тегрируема или нет как на измеримом множестве, так и на 
его замыкании, причем в случае интегрируемости интегралы 
от функции по множеству и по его замыканию совпадают (см. 
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конец п. 44.3). В нашем случае функции /(у) и ^'(Р(x))\^р(х)\ 


непрерывны соответственно на компактах Р{Е) и Е (являю- 
ш,ихся замыканием измеримых множеств Е(Е) и Е), следо¬ 
вательно, ограничены и интегрируемы на них. Таким обра¬ 
зом, все входяіцие в формулы (46.46) и (46.47) интегралы 
суш;ествуют, а сами эти формулы равносильны. Эти формулы 
называются формулами замены переменных в кратном ин¬ 
теграле. 

Доказательство. Докажем формулу (46.46). Прежде все¬ 
го заметим, что ее достаточно доказать лишь при дополни¬ 
тельном предположении неотрицательности функции / на 

множестве Е{Е)\ 

Ку) > о, уе т- (46.48) 

В самом деле, функция /, как это уже отмечалось выше, 
ограничена на компакте Е{Е). Поэтому суш;ествует такая по¬ 
стоянная с > О, что Ку) ^ уеЕ(Е). 

Если теорема 1 справедлива для двух неотрицательных 
функций Д(у) = Ку) + с и / 2 (у) ^ і'О она, в силу свойства ли¬ 
нейности интеграла, справедлива и для функции 

Ау) = /і(у) - АІУ)- 

Обозначим через Е^^^\ у = 1, 2, ... , у^, всевозможные не¬ 
пустые пересечения замыкания Е множества Е с кубами 
ранга к. Таким образом, для каждого у = 1, 2, ... , у^^ суіцест- 

вует такой куб ранга к, обозначим его что 

Е)*) = Ё П 0]^) ^ 0. (46.49) 

Системы множеств 

= (46.50) 

образуют разбиения компакта Е, мелкости которых стремят¬ 
ся к нулю: 

ДтК.1 = 0 (46.51) 

(см. лемму 7 в п. 44.3). Отсюда следует, что системы множеств 
Е(хд ='{Е(Е(^))};:(* 
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Рис. 68 


образуют разбиения замыкания Р{Е) множества Р(Е) (рис. 68), 
мелкости которых также стремятся к нулю. 

Действительно, элементы Е^^^^ разбиения являются из¬ 
меримыми компактами как пересечения двух измеримых 
компактов Е и лежаш,их в открытом множестве О: 

= Ё Г) с о, 

поэтому, согласно лемме 6, их образы Р{Е^*^^) являются изме¬ 
римыми множествами. Из Е = следует, что 

, 46 - 1 , УРі"’ ] - , 

Наконец, в силу взаимной однозначности отображения Р пе¬ 
ресечение образов множеств при этом отображении равно об¬ 
разу их пересечения, поэтому 

РІЕІ'^^) П Р(Е^>^^) = П Е<.>^^). (46.52) 

Пересечения П Е^^\ і ^ І, имеют меру нуль и являют¬ 
ся компактами как пересечения двух компактов Ер^ЕХ^ и 
Е|^*ех^^. Следовательно, образы этих пересечений в свою оче¬ 
редь оказываются множествами меры нуль, поэтому и меры 
пересечений Е(ЕрД П Е(Е(^^) равны нулю: 

ц(Е(Ер)) П Е(Е)^))) = 52 , рЕ(Ер) П Ер)) = 0, і ^ у. 

Из выполнения условия (46.51) следует, что 

^^|Е(Х;^)| = 0. (46.53) 

Действительно, отображение Е компакта Е, будучи непрерыв¬ 
ным, является и равномерно непрерывным (см. теорему 6 в 
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п. 36.8), и поэтому для любого е > о существует такое 8 > О, что 
для всех множеств А Е, біашА < 8, выполняется неравенство 

йіат ^'(А) < е. (46.54) 

Выбрав такой ранг к^, что 10 < 8, получим, что для всех 

номеров к> к^ имеет место неравенство 

(хЛІ = шах (ііат ) < е, 

" / = 1 , 2....,4 1 


ИЗ которого непосредственно следует выполнение условия 
(46.53). 

Измеримый компакт Е лежит в открытом множестве С. 
Его граница дЕ является компактом меры нуль, и ее образ 
Е(дЕ) при отображении Е является границей образа Е(Е) = 
= Е{Е) компакта Е (см. (46.41)), следовательно, согласно 

лемме 4, также имеет меру нуль \ідЕ(Е) = 0. 

Рассмотрим теперь неполные интегральные суммы (см. 


п. 44.3) вида а 




для интеграла | Ку)<іу и оценим их 

Ш) 

для интег- 


с помощью неполных интегральных сумм а 
рала I /(Е(х)) |с/;'(л:)| (іх. 




Отберем те из множеств Е(Е***), которые не пересекаются 


с границей дЕ{Е) множества Е{Е). В силу свойств отображе¬ 
ния Е (см., в частности, (46.40)), это равносильно выбору тех 

множеств , которые не пересекаются с границей дЕ мно¬ 
жества Е. Для таких множеств Е{^^ имеем 

= Ё П с Ё, (46.55) 


т. е. множество является в этом случае кубом ранга к. 

Действительно, в силу условия (46.49), в кубе имеется 
точка компакта Е. Если бы этот куб не содержался в Е, то в 
нем нашлась бы точка, не принадлежащая Е, поэтому и то¬ 
чка X, принадлежащая его границе: хедЕ с Е (см. лемму 9 в 
п. 35.2). Таким образом, хеЕ П = Е|*^ и хе ЭЕ, что про¬ 
тиворечит выбору множества Е|^*. 
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Выберем теперь произвольным образом по точке в каж¬ 
дом из отобранных множеств ) разбиения -РСх^). В силу 

включения ** е ), суп];ествуют такие точки что 


р (^(;. А)) = г|(Л *) 

Неполная интегральная сумма а 


Р(':^)(дР(Е)) 


(46.56) 
для интеграла 


I /(у)с1у при выбранных точках рб’ *) имеет вид 

ЩЕ) 


^ Р(’:^)(дР(Е)) 


Г(_Е(*))ПЭГ(Я) - 0 


(46.55) 


(46=55) ^ (46.57) 

Соответствуюіцая этой интегральной сумме неполная интег¬ 
ральная сумма для интеграла | / (І^Сх)) \^р (л:)| (1х при 

выборе (46.56) точек ** записывается следуюш;им образом: 

^х(ЭЕ)= Е (46.58) 

* «(«сЕ 


Заметив, что функция /, будучи непрерывной на компак¬ 
те /(Е), ограничена на нем: 


\/Іу)\< с <+оо, уеЕ(Е), 

оценим сумму (46.57) с помоіцью неравенства (46.44): 

0 !*>сЕ 

-ЬсаГ^^ У +саГ^\і^- (46.59) 

(е^\ ' С. Ь 

Первое слагаемое в правой части неравенства является не¬ 
полной интегральной суммой (46.58), а второе, в силу выпол¬ 
нения условия (46.45), стремится к нулю при к ^ оо |^здесь 

10* і 

Ит = 0. 

ІЮ* Г 

Мелкости разбиений и і^(х^) стремятся к нулю при к ^ оо, 
поэтому, согласно теореме 5 п. 44.3, рассматриваемые непол- 
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ные интегральные суммы стремятся при к ^ оо к соответст- 
вуюп];им интегралам 

- ишу, 

ПЕ) 

^ХЛЭЁ) = I Шх)РА^)\(1х. 

* Е 

Перейдя к пределу при й ^ оо в неравенстве (46.59), получим 
неравенство 

< [Г(Р(х)рріх)\(іх. (46.60) 

ЩВГ) Е 

Теперь заметим, что отображение обратное данному 
отображению Р, также непрерывно дифференцируемо, взаим¬ 
но-однозначно, а его якобиан ^ріу) не обраіцается в нуль на 
открытом множестве Р(С), и для него имеет место формула 
(см. п. 41.6 и 41.7): 

р-і(у) = У = Я^)- (46.61) 

Для отображений Р и Р^^ имеет место равенство 

Р{Р-\у)) = у, увР{0), (46.62) 

так как отображение РР^^ является тождественным отображе¬ 
нием множества Р{0) на себя. 

Применим к интегралу, стояіцему в правой части неравен¬ 
ства (46.60), само это неравенство для отображения Р^^. Это 
можно сделать, так как для обратного отображения ^ вы¬ 
полняются все условия леммы 6. Заметив, что Е = Р^^{Р{Е)), 
получим 

\тх)Рр(х)\ах= I ПР(х)р^(хрх < 

^ х = Р~Ъ) 

ие%0) ]_тР-Чу))Рр(Р-Чу)Рр-ЛуРу ]_ГШу. 

X = Рру) ( 46 . 62 ) Р(Е) 

(46.63) 

Из неравенств (46.60) и (46.63) следует формула (46.46). □ 
ТЕОРЕМА 2. Если отображение Р : С ^ 7?" открытого изме¬ 
римого множества с 7?” на открытое измеримое множест¬ 
во ^ с. Ку взаимно однозначно, непрерывно дифференцируемо, 
его якобиан не обращается в нуль на Ѳ, если отображение Р 
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и его якобиан непрерывно продолжаемы на замыкание мно¬ 
жества О, а функция / непрерывна на множестве и непре¬ 
рывно продолжаема на его замыкание (т, то 

I т (іу = \! іпх)) \лх)дх, ё=т). (46.64) 

е е 

Таким образом, в условиях теоремы непрерывное продол¬ 
жение отображения Р может и не быть взаимно-однозначным 
на границе дС области интегрирования С, а непрерывное про¬ 
должение якобиана может на этой границе обраіцаться в нуль. 

Доказательство. Замыкание ё измеримого множества ё 
является измеримым компактом, на который по условию тео¬ 
ремы непрерывно продолжаема функция /, поэтому это про¬ 
должение интегрируемо на компакте ё, следовательно, сама 

функция / интегрируема на открытом множестве ё. В силу же 
непрерывной продолжаемости отображения Р и его якобиана 

на замыкание С множества ё, рассуждая аналогичным обра¬ 
зом, получим, что функция /(Р(х)) |г/^.(л;)| интегрируема на от¬ 
крытом множестве О. Таким образом, интегралы, стояіцие 
как в левой, так и в правой части равенства (46.64), в услови¬ 
ях теоремы суіцествуют. 

Множество О — открыто и измеримо, поэтому суіцествует 
последовательность таких измеримых открытых множеств 
к = 1, 2, ... , что (см. замечание 3 в п. 44.6) 

С^сС^ + і,/г = 1,2, ... ; (46.65) 

оо 

= (46.66) 

причем с с б', й = 1, 2, ... . 

Ясно, что замыкание множества 0/^ является компак¬ 
том. Применив теорему 1 к множествам получим 

I Ну)(іу= \ АР(х)рр(х)\ дх, к = \,2, ... . (46.67) 

г(е») с. 

Теперь заметим, что множества РіО/^), к = 1, 2, , также 

открыты и для них, в силу условий (46.65) и (46.66), выпол¬ 
няются условия 

Р(С^)^Р(С^^,), к = 1,2,..., ^иР(С,) = Р(С) = ё. (46.68) 
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Из (46.65) и (46.66), согласно полной аддитивности интеграла по 
открытым множествам (см. свойство 10° в п. 44.6), следует, что 

Ин^ I ^{Р{х)) |г/^'(л:)| (іх = I /(Р(х)) \^р (х)| (1х. 

с, с 

Аналогично из (46.68) имеем 

I I ^(У)(^У- 

т,) т) 

Поэтому, перейдя к пределу при к ^ оо в равенстве (44.67), по¬ 
лучим формулу (46.64). □ 

Замена переменных в кратном интеграле часто суш,ествен- 
но упрощает его исследование и вычисление. При этом в от¬ 
личие от однократного интеграла нередко целью замены пе¬ 
ременного является не упрощение подынтегральной функ¬ 
ции, а переход к более простой области интегрирования даже 
ценой некоторого усложнения подынтегральной функции. 

В качестве примера применения формулы замены перемен¬ 
ных в кратном интеграле рассмотрим для двумерного интегра¬ 
ла случай перехода от декартовых координат к полярным. 

Рассмотрим плоскость, на которой декартовы координаты 
обозначены г, ф и на ней открытый прямоугольник 

С = {(г, ф):0<г<Д, 0<ф< 2л}. 

При отображении 

л; = гсо8ф, г/ = г8Іпф, 0 < ф < 2л, 0 < г < К, (46.69) 

прямоугольник С отображается на множество плоскости с 
декартовыми координатами х, у, которое представляет собой 
круг х^ + у^ < Е^, из которого удален радиус 0<х<Е, у = 0 
(рис. 69). 

Отображение (46.69) и его якобиан 
Э(х, у) ^ С08ф -Г8ІПф 
Э(г, ф) 8ІПф ГС08ф 

непрерывно продолжаемы на замкнутый прямоугольник 

О = {(г, ф):0<г<іг, 0<ф< 2л}, 

образом которого при продол¬ 
женном отображении является 

замкнутый круг Ѳ, на котором 
отображение (46.69) уже не яв¬ 
ляется взаимно-однозначным: 
взаимная однозначность нару¬ 
шается на границе прямоуголь- 
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ника О — отрезки О < л: < і? при ф = О и ф = 2л отображаются в 
один и тот же отрезок 0<л;<Л, у = 0, а отрезок г = О, О < ф < 2л 
и вовсе отображается в точку (О, 0). Якобиан продолженного 
отображения обращается в нуль при г = 0. 

Согласно теореме 2, для отображения (46.69) и непрерыв¬ 
ной на круге ^ функции Дх, у) имеет место формула 

Л /(Х, у)сІХ(Іу = Л /(ГСОЗф, Г8ІПф)Г(ІГС?ф. 

Д.2 _|_ „2 ^ д2 О < ф < 271 

Приведем конкретный пример вычисления интеграла по этой 
формуле: 


Л С08Л ^Х^‘ + уЫхСІу = Л ГС08ЛГ(ІГС?ф 

+ / < 1 


о < ф < 27Г 
0<г<1 


= 1 С?ф I г С 08 ЛГ(ІГ = 2л 


Ггзіп яг 


I я 


о "о 


11 

-[ 8ІПЛГ(ІГ = 

тг^ 


4 

л’ 


46.4. Геометрический смысл 

абсолютной величины якобиана отображения 

Пусть Р — непрерывное дифференцируемое взаимно-одно¬ 
значное отображение открытого множества С с на откры¬ 
тое множество (т с Д" : Р(0) = Пусть якобиан отображе¬ 
ния Р не обращается в нуль на С л пусть как отображение Р, 

так и его якобиан, непрерывно продолжаемы на замыкание О 
множества О. Как и раньше, будем эти продолжения обозна¬ 
чать соответственно Р и ^р, называя продолженную функцию 
по-прежнему якобианом отображения Р. 

Пусть В — измеримая область, т. е. измеримое линейно 

связное открытое множество, содержащееся в замыкании О 
открытого множества О: 

Пс С. 

Таким образом, в некоторых точках области В якобиан 
отображения может обращаться в нуль. Это может происхо¬ 
дить в тех точках, которые принадлежат границе открытого 
множества О. Примером такой точки является точка (0,0) 
для проколотого круга С? ((х^, Х 2 ). Х^ 1} \ {(0,0)} и 

круга В = |(х^, Х 2 ): х^ + х| < і|. 

Пусть образ Р(В) области В является измеримым множест¬ 
вом. Будучи непрерывным образом области, множество Р(В) 
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также является областью (см. п. 36.9). Для его меры имеет мес¬ 
то формула (см. свойство 1® кратного интеграла в и. 44.6) 

\xР(^)= I сіу- 

Г(В) 

Применив к интегралу в правой части этого равенства 
формулу замены переменного в кратном интеграле (здесь 
/ (у) = 1), получим р Р(В) = I |=/Дл:)| (іх. 

в 

По теореме о среднем (см. п. 44.6) имеем | \^р(x)\(іx = |^^.(^)|р^), 
Таким образом, в 

№ = |^Д^)|, (46.70) 

Если {В} — семейство указанных областей, содержащее 
области сколь угодно малого диаметра, и если существует 
точка л:*®), принадлежащая всем областям этого семейства, то 

Иш 9Щ = |г^(0)| (46.71) 

Действительно, из неравенства < сііат В, х^^^еВ, 

^еВ, следует, что Ит ^ Отсюда, в силу непрерыв- 

(ііаті) ^ о 

ности якобиана отображения Р, имеем 
.. Ііт ^^,(^) = ^^,(x(‘»). 

аіаті) ^ 0 

Поэтому, перейдя к пределу в равенстве (46.70), получим фор¬ 
мулу (46.71), которая и выражает геометрический смысл абсо¬ 
лютной величины якобиана отображения. Короче говорят, что 
абсолютная величина якобиана отображения в данной точке 
равна коэффициенту изменения меры множества в этой точке. 


46.5. Криволинейные координаты 


Взаимно-однозначное отображение 


Уі Уі^х^, Х2, ... , х^), 

^ “ У2(^1^ ^ 2 ’ ••• ’ 

у = Р(х) = < 


Уп УЛ^І’ ^ 2 ’ ••• ’ 


(46.72) 


множества С і?" в пространство Ку ставит в соответствие 
каждой точке х = (х^, Х 2 , ... , х„) набор п чисел у^, У 2 , ... , 

Эти числа можно рассматривать как другие координаты той 
же точки X. Эти координаты называются, обычно, криволи¬ 
нейными координатами, так как кривые, получающиеся из 
уравнений г/; = уДх^, Хз, ... , х„), і = 1, 2, ... , п, при фиксиро- 
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вании всех аргументов, кроме одного (эти кривые называются 
координатными линиями), не являются, вообще говоря, пря¬ 
мыми, как в случае декартовых координат. 

Таким образом, формулы (46.72) можно рассматривать не 
только как формулы, задающие отображение множества из од¬ 
ного пространства в другое, в каждом из которых заданы декар¬ 
товы координаты, соответственно Хз, ... , х^ и г/^, У 2 , ... , г/„, 
но и как переход от координат х^, х^, ... , х„ к новым координа¬ 
там у-у, У 2 , ... , Ул той же точки в том же самом пространстве. 

В этом случае в формуле замены переменных в кратном 
интеграле (46.64), т. е. при такой интерпретации соотноше¬ 
ний (46.72), в обеих частях равенства следует писать одну и 
ту же область интегрирования 

I Ях, у)ду = I /(Р(x))\^р(x)\дx, 

о с 

так как интегрирование производится по одному и тому же 
множеству, описываемому разными способами. 

Обратный переход от уу, У 2 , ... , г/„ к Ху, Хз, ... , х^ осу¬ 
ществляется при помощи обратного отображения 

Ху — Ху{уу, У 2 , ... , Ул), 

, Хр = хЯуі, у?, ... , у„), 

х = р-\у)= \ ^ 2ѴУ1- (46.73) 

р^'п ~ ^гХУі’ ^2’ ••• ’ Уп)" 

Рассмотрим для наглядности более подробно двумерный 
случай. Пусть задано взаимно-однозначное отображение 

и = и{х,у), ѵ = ѵ{х,у) (46.74) 

открытого множества С плоскости К^ уВ плоскость Будем 
рассматривать пару (и, ѵ) как новые координаты точки (х, у). 
Уравнения координатных линий в этом случае имеют вид 

X = х(и, Ѵуу), у = у{и, Ѵуу), Ор — сонзѣ 
и 

X = х(ио, ѵ), у = уіиуу, ѵ), Нц — сонзі;, 

т. е. представляют собой параметрически заданные плоские 
кривые. 

Будем предполагать, что отображение (46.74) удовлетво¬ 
ряет всем условиям, при которых была доказана формула за¬ 
мены переменных в кратных интегралах (см. теорему 2 в 
п. 46.3 при п = 2) и что отображение 

X = X {и, ѵ), у = у (и, ѵ) (46.75) 

является отображением, обратным к отображению (46.74). 
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Исследуем, какой смысл будет иметь в этом случае модуль 
якобиана. Зафиксируем какие-либо значения Нд, Ац, Од, Аѵ. 
Пусть Мд = (цд, Од), В — множсство всех точек, криволиней¬ 
ные координаты и, ѵ которых удовлетворяют неравенствам 
Цд < и < Нд -Ь Аи, Од < о < Од -Ь Ао, И пусть: В ^ Ѳ. Множество 
В называется координатным (криволинейным) параллело¬ 
граммом. Множество В открыто (почему?), и его граница пред¬ 
ставляет собой кусочно-гладкий контур (он состоит из кривых 
вида X = х{и^, о), у = у{и^, о), где Од < о < Од -Ь Ао и т. п.), поэто¬ 
му В квадрируемая область. Вычислим ее плоіцадь (рис. 70). 
Применив формулу замены переменного в интеграле и интег¬ 
ральную теорему о среднем (см. п. 44.6), получим 


\іВ = 11 дхду = I 


г Э(х, у) 
' д„ Э(и, ѵ) 


ёидѵ = 


Э(х, 

У) 

и^ + Аѵ 1 

[ ди 

’о + Ди 

І" дѵ = 

Э(х, 

У) 

Э(и, 

V) 

М “о 

1^0 

Э(и, 

V) 


АиАѵ, Ме В. 


В силу непрерывной дифференцируемости функций (46.75), 


Э(х, у) 
д(и, ѵ) 


Э(х, у) 
д(и, ѵ) 


+ е, где Ит е = 0. Таким образом, 

Аи^ + Аѵ^ о 


цВ 


АиАѵ -Ь еАиАѵ. 

д(и, V) 


Эта формула показывает, что модуль якобиана в точке (нд, Од) 
представляет собой коэффициент у произведения АиАѵ главной 
части площади координатного параллелограмма с вершиной в 
точке (Нд, Од) при Аи^ -Ь Аѵ^ 0. Это замечание часто использу¬ 
ется на практике при вычислении якобиана преобразования 
криволинейных координат в декартовы. Покажем это на при¬ 
мере полярных координат г, ф. Зафиксируем какие-либо зна¬ 
чения г, г -Ь Аг, ф и ф -Ь Аф и рассмотрим координатный парал¬ 
лелограмм В (рис. 71), образованный координатными линия- 
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ми г, г + Аг, ф и ф + Аф. Длины двух его сторон равны 
соответственно Аг и гАф. Вычислив площадь этого параллело¬ 
грамма так, как если бы он был обыкновенным прямоугольни¬ 
ком, будем иметь \іВ = гАгАф. 

Итак, коэффициент у произведения АгАф оказался рав¬ 
ным г, откуда естественно ожидать, что = г. В действи- 

д{и, ѵ) 

тельности (см. пример в п. 46.4) так и есть. Это произошло 
потому, что при наших неточных вычислениях площади В 
допущена ошибка более высокого порядка малости, чем про¬ 
изведение АгАф при Аг^ + Аф^ ^ 0. В самом деле, вычислив 
\іВ как разность площадей двух секторов, получим 

цХ) = |(г -Ь Аг)2 Аф - Іг^Аф = гАг Аф -Ь ^Аг^Аф. 

УПРАЖНЕНИЯ. Написать формулу замены переменной для следующих 
преобразований координат. 

1. X = г С08 С08 ф, г/ = г С08 8ІП ф, 2 = г 8ІП \1/;0<г<-Ьоо,0<ф< 2л 

(сферические координаты). 

2. X = г сов <р, у = г 8 ІП ф, 2 = 2 ; о < г < -Ь °о, о < ф < 2л, - оо < г < -I- оо 
(цилиндрические координаты). 


§47 

Криволинейные интегралы 

47.1. Криволинейные интегралы первого рода 

Пусть в трехмерном пространстве задана кривая 

Г = {г(0 а < і < 6} 

(см. § 16). Мы будем рассматривать однозначные функции Р, 
определенные на точках г{і) этой кривой: Р = Р(г(і)). Если 
р(х), а < X < (3 — какое-либо другое представление той же кри¬ 
вой Г пі = і(х), а < X < Р — отображение отрезка [а, Р] на отре¬ 
зок [а, Ь], осуществляющее эквивалентность этих представле¬ 
ний (т. е. і = ііх), а < X < Р — допустимое преобразование 
параметра, см. п. 16.1), то, поскольку значение функции Р оп¬ 
ределяется лишь точкой кривой, будем иметь 

Е(р(х)) = Е(г(^)), і = і{х), а<х<р. 

Рассматриваемые функции Р принимают, вообще говоря, 
различные значения в точках кривой, соответствующих раз¬ 
личным значениям параметра, но совпадающих как точки 
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пространства (см. кратные точки в п. 16.2). Такая точка зре¬ 
ния соответствует физической интерпретации кривой Г, на¬ 
пример, как траектории движения материальной точки, а 
функции Р — как некоторой силы, действуюш,ей на нее и за- 
висяш,ей не только от положения точки в пространстве, но и 
от момента, в котором эта точка находится в данном месте. 
Кроме того, такой подход дает и определенные математиче¬ 
ские преимущества, которые будут видны в дальнейшем. 

Из сказанного следует, что указанные функции, заданные 
на кривой, нельзя рассматривать как функции, определенные 
на некотором множестве пространства и поэтому, строго 
говоря, их нельзя обозначать через Р{х, у, г), где х, у, г — де¬ 
картовы координаты пространственных точек. Однако в рас¬ 
сматриваемых ниже вопросах такое обозначение является 
традиционным, поэтому мы будем его употреблять. Если всег¬ 
да помнить, что в этих вопросах речь идет о функциях, опре¬ 
деленных на точках кривых, то его использование не приве¬ 
дет к недоразумениям. 

Пусть теперь задана спрямляемая ориентированная кривая 
Г, причем г(8) = {х(8), у(8), 2 ( 8 ), О < 8 < 5} — ее представление, 
где в качестве параметра взята переменная длина дуги 8, и 
пусть А = г(0) и В = г(5) — начальная и конечная точки этой 
кривой. 

В этом случае будем писать Г = АВ. Противоположно ори¬ 
ентированную кривую обозначим ВА. 

Определение 1. Пустъ на точках г(8) кривой Г задана неко¬ 
торая функция Р. Тогда интеграл | Р{х, у, г)д8 определяется 
по формуле д ів 

I Р(х, у, 2 )д 8 = I В(х(8), г/(8), г{8))й8 (47.1) 

1 в о 

и называется криволинейным интегралом первого рода от 
функции Р по кривой АВ. 

Этот интеграл обозначается также символами 

I Р(г(8))д8 и |В(г(8))(І8, или, КОрОЧе, I Рд8. 

АВ ^ Г 

Таким образом, хотя определение криволинейного интег¬ 
рала первого рода и связано с понятием кривой, т. е. с гео¬ 
метрическим образом, оно сводится к обычному интегралу по 
отрезку, и поэтому на криволинейный интеграл переносятся 
все свойства обычного интеграла. 
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Отметим некоторые специфические свойства интеграла 
(47.1). 


1°. I (І8 = 8. 


М 

Это свойство очевидно. 

2°. Если функция Е непрерывна в точках кривой Г как 
функция параметра з, т. е. если непрерывная функция 
Е (г( 8 )), О < 8 < 5, то интеграл |М 8 существует. 

г 

В самом деле, согласно определению (47.1), интеграл | Есіз 

г 


8 

СВОДИТСЯ к интегралу | ^'((х(8), уіз), 2(8))с?8, от непрерывной 

о 

функции по отрезку, а этот интеграл, как известно, суіцест- 
вует. 

3°. Криволинейный интеграл первого рода не зависит 
от ориентации кривой: 


I Е{х, у, 2 )д 8 = I Е{х, у, 2 )д 8 . 

АВ ВА 


Действительно, пусть М = г(8) — точка кривой АВ и 8 — 
длина дуги АМ. Если а = 5 — 8, то а равняется длине дуги 
ВМ (рис. 72). Функция г = г (3 - а), О < а < 5, является 

представлением кривой В А, поэтому, выполнив в интеграле 
(47.1) замену переменного 8 = 5 - а и заметив, что дз = -да, 
получим 

8 

I Е(х, у, г)д8 = I Е(х(8), 1 /( 8 ), 2 ( 8 ))д 8 = 

АВ о 

= Е(х(8 - а), у(8 - а), 2(5 - а))да = 

8 


= I Е(х(8 - а), у(8 - а), 2(5 - а))да = | Е(х, у, 2 )да. 

о ВА 


В 



Это свойство криволинейного интеграла 
первого рода связано с тем, что, согласно 
определению, длина дуги кривой считает¬ 
ся положительной независимо от конца, 
от которого она отсчитывается. 

Прежде чем перейти к следуюш,ему 
свойству, заметим, что | Едз, как и всякий 

г 

интеграл, является пределом соответству¬ 


ете 



ющих интегральных сумм; специфика этого случая состоит 
лишь в том, что эти суммы можно описать в геометрических 
терминах, связанных с кривой Г, по которой ведется интегри¬ 
рование. Сформулируем это более точно. 

4Р. Пустъ X = — разбиение отрезка [О, 5], 

[8; _ 8;], А8; = §; “ 8; - 1 — Олина Зузи кривой Г от точки 

К 

г(8; _ до точки г (8;), і = \, 2, и = ^ ^’(г(^;))А8. Тог- 

і = 1 

да если функция -?’(г(8)) интегрируема по Риману на отрез¬ 
ке [О, 5], то 

Ит а, = [ Рдв. (47.2) 

N^0 і* 

Действительно, а^, очевидно, является интегральной сум- 

8 

МОЙ Римана интеграла | Р(г(8))с?8, и поэтому формула (47.2) 

о 

непосредственно следует из (47.1). Формула (47.1) очень удоб¬ 
на для изучения свойства интеграла | Рйз, однако она далеко 

г 

не всегда удобна для его вычисления, так как нередко бывает 
очень сложно или даже практически невозможно найти пред¬ 
ставление данной кривой, где за параметр взята переменная 
длина дуги. Укажем поэтому формулу для интеграла | Рс?8 

г 

при любом параметрическом представлении кривой Г. 

5°. Пусть Г — гладкая кривая (см. определение 16 в 
п. 16.4), г(0 = {ф(0. 'К(0, %(0; а < ^ < Ь} — ее непрерывно диф¬ 
ференцируемое представление, и, следовательно, 

ф'Д^) -Ь ^'\і) + х'Чі) >0, а < ^ < Ь*). 

Пусть функция Р непрерывна на кривой Г (в том смыс¬ 
ле, что функция Р[г(і)] непрерывна на отрезке [а, Ь]). Тогда 

I Р{х, у, г)д8 = I Р(ц>{і), у(^), хИ)ШЧі) + ѴЧі) + 1'Чт- (47.3) 

г “ 

в самом деле, при сделанных предположениях кривая Г 
спрямляема, и переменную длину дуги 8 = 8(^) можно при¬ 
нять за параметр (см. следствие 2 из теоремы 2 в п. 16.5), и 
поэтому интеграл ^ Рдз имеет смысл. Выполнив замену пере- 
г 


* Напомним, что это условие означает отсутствие особых точек на 
кривой (см. определение 15 в п. 16.4). 
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менного 8 = 8 (і) в правой части равенства (47.1) и вспомнив, 
что (см. и. 16.5) 

получим формулу (47.3). 

Из (47.3) следует, что для данной кривой значение интег¬ 
рала, стоящего в правой части равенства (47.3), не зависит от 
выбора параметра на кривой, так как при любом выборе па¬ 
раметра этот интеграл равен интегралу, стоящему в левой 
части этого равенства. 

47.2. Криволинейные интегралы второго рода 

Ряд математических и прикладных задач приводит к криво¬ 
линейным интегралам другого типа. Например, если г = г{і) 
является радиусом-вектором движущейся материальной точ¬ 
ки, а Р = Р(і) — сила, действующая на эту точку, то естествен¬ 
но определить работу силы Р вдоль траектории Г рассматри¬ 
ваемой точки как интеграл | Р(1г или, если Р = (Р, В), асіг = 

г 

= ((іх, (іу, йг), в координатной записи как интеграл 

^ Рйх + ^(іу + В(І 2 . (47.4) 

г 

Вспоминая, что (см. п. 16.5) 

^ = со8а, ^ = С08|3, ^ = С08У, (47.5) 

Лз Лз йз 

где і = (со8 а, С08 (3, С08 у) — единичный касательный вектор, 
интеграл (47.4) можно представить формально в виде 

I (Рс 08 а + ^С 08 (3 + Рс 08 у)(І8. 

г 

Сформулируем теперь строгое определение интегралов ви¬ 
да (47.4). Пусть Г = АВ — гладкая ориентированная кривая, 
т. е. непрерывно дифференцируемая ориентированная кри¬ 
вая без особых точек. Тогда существует такое ее непрерывно 
дифференцируемое представление 

г(і) = {х = ф(^), у = \і/(і), 2 = х(0, а < і < Ь}, А = г(а), В = г{Ь), 
что 

> 0> а < і < Ь. 

Пусть 8 = 8 (і) — переменная длина дуги, О < 8 < 5, 
5 — длина всей кривой Г, отсчитываемой от точки А, 

(со8 а, С08 (3, С08 у) — единичный касательный вектор к кри¬ 
вой, а = а(8), (3 = (3(8), у = у(8), О < 8 < 5, и пусть функция Р, 
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как и в п.47.1, определена на множестве {г(і), а < ^ < Ь} всех 
точек кривой Г. 


Определение 2. Интеграл | Р{х, у, г)(іх определяется по фор- 

АВ 


муле 

\Р{х,у, 2 )дх= ^Р{х,у, 2 )сова д8. (47.6) 

АВ АВ 

Аналогично, по определению полагается 


\Р(х,у, 2 )ду= \Р(х,у, 2 )соз^д 8 , (47.7) 

^ АВ 


I Р(х, у, 2 )д 2 = I Р{х, у, 2 ) С 08 у (І8. 

АВ АВ 

Интегралы вида (47.6) и (47.7) называются криволинейны¬ 


ми интегралами второго рода от функции Р по кривой АВ. 


Естественность этих определений видна из формул (47.5). 
Как в случае интеграла (47.1), так и в случаях интегралов 
(47.6), (47.7) говорят, что функция Р интегрируется по кри¬ 
вой АВ. 

Отметим некоторые свойства криволинейных интегралов 
второго рода, ограничиваясь для краткости только случаем 
интеграла (47.6). 

1°. Если функция Р непрерывна на кривой Г, т. е. непре¬ 
рывна функция Р{г(і)), а ^ і ^ Ь, то интеграл (47.6) сущест¬ 
вует. 

Действительно, при сделанных относительно кривой Г 
предположениях функция і = і(8) {і — параметр на кривой Г, 
8 — переменная длина дуги), непрерывно дифференцируема 

на отрезке [О, 5], поэтому функция сов а = ^ 4^ непрерывна 

аі аз 

на этом отрезке и, следовательно, функция Е(г(Д8)))со8а(8) не¬ 
прерывна на [О, 8] и, в силу криволинейных интегралов пер¬ 
вого рода, интеграл (47.6) суіцествует. □ 

В дальнейпіем в этом пункте для простоты будем предпо¬ 
лагать, что функция Р непрерывна на кривой Г. В этом слу¬ 
чае все приведенные ниже интегралы заведомо суш,ествуют. 

2°. Криволинейный интеграл второго рода меняет знак 
при изменении ориентации кривой, т. е. 

I Р(х, у, 2 ) дх = - ^ Р(х, у, 2 ) дх. 

АВ ВА 

(Само собой разумеется, что в случае, когда рассматривае¬ 
мый интеграл равен нулю, никакого изменения знака не проис- 
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ходит, так как его просто нет. Од¬ 
нако написанное равенство остает¬ 
ся верным.) 

В самом деле, если а — угол, 
образованный положительным на¬ 
правлением касательной к кривой 

АВ с осью Ох, а а' — угол, образо¬ 
ванный положительным направ¬ 
лением касательной к кривой ВА с осью Ох, то для соответст- 
вуюіцих точек имеем а' = а -Ь л (рис. 73) и, следовательно, 
С08 а' = -С08 а. 

Использовав теперь свойство независимости криволиней¬ 
ного интеграла первого рода от ориентации кривой (см. 
п. 47.1), получим 

I Р{х, у, 2)(ІХ = I Р(х, у, 2 )С 08 а'(І8 = “ | Р(х, у, 2 )С 08 а (І8 = 

ВА ВА ВА 

= - I Р{х, у, 2)С03 а(І8 = - I Р{х, у, 2 )ёх. 

М АВ 

Таким образом, это свойство криволинейного интеграла 
второго рода вытекает из того факта, что криволинейные ин¬ 
тегралы 

I Р(х, у, 2 )йх и I Р{х, у, 2)(ІХ 

АВ ВА 

равны соответствуюш,им криволинейным интегралам первого 
рода, подынтегральные выражения которых отличаются толь¬ 
ко знаком.□ 

3°. Если Р — непрерывная на кривой Г = АВ функция, 
то для интеграла (47.6) справедлива формула 

I Р(х, у, 2 )дх = I -?’(ф(0, 'К(і), (47.8) 

АВ “ 

Действительно, согласно определению (47.6), 

I Р(х, у, 2 )дх = I Р{,х{,8), УІ8), 2(8))С03 а(8)д8. 

ІЛ о 

Выполнив в интеграле, стоящем в правой части этого равенст¬ 
ва, замену переменного з = 8 (і), а < і < Ь, и замечая, что (см. 

(47.5)) С08 а = ^ = получим 

аз 8 , 

8 ^ Х' 

I Р(х(8), у(8))СОЗ а(8)д8 = I -?’(ф(^), \1/(0> = 

о а 

= \ Р{ф), \1/(о, □ 
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Отметим, что мы доказали также, что интеграл, стоящий 
в правой части этой формулы, не зависит от выбора парамет¬ 
ра на кривой, сохраняющего ее ориентацию. 

В частном случае, когда за параметр і можно взять пере¬ 
менную X, т. е. когда кривая Г обладает представлением у = 
= у{х), 2 = 2(х), а < х < б. И, следовательно, не имеет кратных 
точек, функция Г является однозначной функцией не толь¬ 
ко точек кривой, но и соответствующих точек пространства 
(в этом случае разным точкам кривой соответствуют разные 
точки пространства, и наоборот). Формула (47.8) принимает в 
этом случае вид 

I Р(х, у, 2 ) = I Р(х, у(х), 2 (х)) (іх. (47.9) 

АВ “ 

Если на гладкой кривой 

АВ = {г(і); а < і < &}, г{і) = (ф(0, '1/(і), Х(^)), 
заданы непрерывные функции Р(г(0), Ѳ(г(0), Р(г(і)), то для 
интегралов | ^(іу и | Вйг имеют место формулы, аналогичные 

формулам (47.8), и поэтому 

I Рйх -Ь ^(іу + Есіг = 

АВ 

= I [РігЦЩ'іі) + + (47.10) 

а 

Если вектор с координатами Р, В, определенными на 

кривой Г = АВ, обозначить через а, а вектор с координатами 
йх, йу, (І 2 — через гіг, ю а (іг = Рсіх + ^(іу + Есіг и для инте¬ 
грала (47.10) получится запись \а(іг, т. е. 

/а (іг = \Р(іх + ^(іу + Есіг. 

Левая часть этого равенства называется векторной за¬ 
писью криволинейного интеграла второго рода, а правая — 
его координатной записью. 

4°. Интеграл \ Р(х, у, 2 )(іх является пределом соответ- 

Ів 

ствующих интегральных сумм, описываемых в терминах, 

связанных с кривой Г, точнее', пустъ х = {і;}- ^ о — разбиение 
отрезка [а, Ь], |х| — его мелкость, _ і, і;], і = 1, 2, ... , и 

а,= ^Р(г(д)Ах., (47.11) 

і = 1 

где Ах; = ф(і;) - (^{^^ _ ^); тогда 

Ині \Р{х,у, 2 )дх. (47.12) 

^ ^ АВ 
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Сумма называется интегральной суммой криволиней¬ 
ного интеграла второго рода (47.6). 

В самом деле, по формуле конечных приращений Лагран¬ 
жа, Ах. = ф'(гі;)Аі;, где гі;Е [^^ _ ] = 1, 2, 

поэтому 

а, = 

Положим 

а, = Р(г(^^)Ш^)Аі^. 

і = 1 

Сумма является интегральной суммой Римана для функ¬ 
ции Р(г(^))ф'(і), поэтому 


Ит^ = 1 Р(гіі))(?'(і)ді. 


(47.13) 


С другой стороны. 


Рх - <^х1 ^ 


< со(5. 


± |Р(г(^,))| іфЧл,) - 

І = 1 

; Ц)')(Ь - а) 8нр |-Р(г(і))|, 

а< і < Ь 


< 


где со(5.^; фО — модуль непрерывности функции ф'. Так как из 
непрерывности функции Р(г(і)) на отрезке [а, &] следует, что 
вир |Р(г(0)| < оо, а из непрерывности функции ф' на том же от¬ 


резке следует, что Ипі со(8, 

|х| ^ О 

му, в силу (47.13), получим 


V, фО = о, то ІІП1 

| т |^0 


щ щ = 0. Поэто- 


Ь 

Ипі а = [ Р(г(і))(р'(і) йі. 

^1 ^ а 

Отсюда, согласно равенству (47.8), следует формула (47.12). □ 
Мы рассмотрели только те свойства криволинейных ин¬ 
тегралов, которые связаны со спецификой их определения, 
с кривой, по которой производится интегрирование. Естест¬ 
венно, что так как рассматриваемые интегралы сводятся к 
обычным интегралам по отрезку, то нетрудно показать, что 
для них справедливы свойства линейности, аддитивности по 
дугам, по которым происходит интегрирование, возможность 
интегрирования неравенств и т. п. 


47.3. Расширение класса 

допустимых преобразований параметра кривой 

Непрерывно дифференцируемая ориентированная кривая без 
особых точек определялась (см. п. 16.2—16.4) как кривая, 
имеющая непрерывно дифференцируемые векторные пред- 
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ставления г (і), а <, і < Ь, такие, что г' (і) ^ О на отрезке [а, &]. 
В качестве допустимых преобразований параметра при этом 
рассматривались функции і = і(х), а < х < (3, і(а) = а, і(|3) = Ь, 
которые были непрерывно дифференцируемыми и имели по¬ 
ложительную производную на отрезке [а, Ь]. Это требование, 
однако, часто оказывается слишком обременительным. На¬ 
пример, для дуги Г единичной окружности с центром в начале 

координат представления у = Ѵі “ 1,их = зіп і, 

у = С 08 і, О < і < 7 г/ 2, оказываются неэквивалентными в этом 

смысле. Да и само представление у = Ѵі “ О < л: < 1, не оп¬ 
ределяет в нашем смысле непрерывно дифференцируемую 
кривую, поскольку у него при х = 1 производная не существу¬ 
ет. Поэтому естественно расширить класс допустимых преоб¬ 
разований параметров и допустимых представлений непре¬ 
рывно дифференцируемых кривых. Это можно сделать сле¬ 
дующим образом. 

Рассмотрим совокупность векторных представлений г = 
= г(і), а < і < Ь, непрерывных на отрезке [а, Ь] и непрерывно 
дифференцируемых на интервале (а, Ь). Допустимым преоб¬ 
разованием параметра будем называть всякую функцию і = 
= Дх), а < X < (3, Да) = а, Д(3) = Ъ, непрерывную на отрезке 
[а, |3], непрерывно дифференцируемую и имеющую положи¬ 
тельную производную на интервале (а, (3). Как всегда, два 
представления называются эквивалентными, если можно пе¬ 
рейти от одного к другому с помощью допустимого преобра¬ 
зования параметра. 

Определение 3. Класс эквивалентных представлений ука¬ 
занного типа задает непрерывно дифференцируемую кри¬ 
вую, если в этом классе существует по крайней мере одно 
представление г = г{і), а < і < Ь, непрерывно дифференцируе¬ 
мое на всем отрезке [а, &]. 

Определение 4. Непрерывно дифференцируемая кривая назы¬ 
вается кривой без особых точек, или, короче, гладкой кри¬ 
вой, если при некотором ее представлении г (і), а ^ і ^ Ь, вы¬ 
полняется условие г'{і) ^ О, а ^ і ^ Ь. 

В смысле этого определения для указанных выше пред¬ 
ставлений дуги окружности оказываются эквивалентны и за¬ 
дают гладкую кривую. 

Гладкие в смысле определения 4 кривые спрямляемы, так 
как имеют непрерывно дифференцируемое на отрезке пред¬ 
ставление. В качестве одного из параметров на такой кривой 
может быть выбрана длина дуги. 


503 



Остаются в силе и все данные выше определения криволи¬ 
нейных интегралов и их свойства. Нужно только иметь в ви¬ 
ду, что при некоторых представлениях кривых в формуле 
(47.10) могут получаться несобственные интегралы, так как 
производные ф'(^), 'ІЙ(і), X (0» стояш;ие под знаком интеграла, 
не являются, вообіце говоря, непрерывными вплоть до кон¬ 
цов промежутков интегрирования. 

Следует подчеркнуть, что расширение класса представлений 
кривой позволяет вычислять криволинейный интеграл при бо¬ 
лее разнообразных представлениях кривой. Например, интег¬ 
рал I Р{х, у)<іу, где Г — рассматриваемая выше дуга единичной 
г 

окружности, а Р — непрерывная на кривой Г функция, можно 
вычислить, используя оба указанных представления: 

I Р(Х, у)(1у = Р(Х, Ѵі - 

Г о УІ-Х^ 

71/2 

I Р(х, у)(іу = - I Р(8ІП І, С 08 І)8ШІ(И. 

Г о 

в первом случае может получиться несобственный интеграл. 

Вместе с тем при доказательстве теорем можно 
выбирать «хорошие представления», т. е. непрерывно диффе¬ 
ренцируемые вплоть до концов отрезка, а проведенные рас¬ 
смотрения окажутся справедливыми и для расширенного по¬ 
нятия кривой. 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что при новом определении непрерывно 
дифференцируемой кривой Г = {х{і), у{і), г{іу, а < і < Ь} ее длина выра- 

ь 

жается формулой | + у'^ + г'^сН, где написанный интеграл, вообще 

а 

говоря, несобственный. 

47.4. Криволинейные интегралы 
по кусочно-гладким кривым 

Определение 5. Если кривая Г — кусочно-гладкая, т. е. пред¬ 
ставима в виде объединения конечного числа гладких кри¬ 
вых Г^, Г 2 , ... , а функция Е(х, у, 2 ) по-прежнему определе¬ 
на на точках кривой Г, то, по определению, положим 

к 

I Р(х, у, г) дх= I Р(х, у, г) йх. 

г ‘ 1 г. 

Подчеркнем, что здесь гладкость кривых понимается в 
обобш,енном смысле, т. е. в смысле определения 4. 
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Если Г — кусочно-гладкая кривая, а х = х(і), у = у{і), 
2 = 2 {і), а < і < Ь, — ее кусочно-гладкое представление, то 
также будем иметь 

I Р(х, у, 2 )(іх = I Р{{х{і), у{і), 2 (і))х'(і) (ІІ 

г а 

(здесь производная х'(і) может быть не определена в конечном 
числе точек отрезка [а, Щ и интеграл, стоящий в правой части 
равенства, следует понимать, вообще говоря, в несобственном 
смысле). 

Аналогичные определения имеют место и для интегралов 
вида (47.7). В дальнейшем придется иметь дело с суммами 
интегралов вида (47.6) и (47.7), т. е. с интегралами вида 
(47.4), где Р, ^ и Е — некоторые функции, определенные на 
точках кривой Г. Согласно определениям (47.6) и (47.7), для 
кусочно-гладких кривых Г также справедлива формула 

I Р(1х + ^ёу + Есіг = IВ С 08 а -Ь ^ соз |3 -Ь Д соз у ёз. 

г г 

Замечание 1. Если Г — конечная совокупность кусоч¬ 
но-гладких ориентированных кривых Г^, і = 1, 2, ... , к, то, 
по определению, 

IЕ с?8 = XI I ^ Р ёх = IЕ и т. д. 

Г г 

Замечание 2. Мы дали определение криволинейных 
интегралов для кривых, лежащих в трехмерном пространст¬ 
ве К^. Аналогично они определяются и для кривых, лежа¬ 
щих в любом п-мерном пространстве Д", п = 2, 3, 4, ... . Кри¬ 
волинейные интегралы в га-мерном пространстве обладают 
свойствами, аналогичными рассмотренным выше в трехмер¬ 
ном случае, причем доказательства их также совершенно 
аналогичны приведенным выше. Поэтому не будем останав¬ 
ливаться ни на формулировках, ни на доказательствах соот¬ 
ветствующих утверждений. 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Доказать, что данные в настоящем пункте определе¬ 
ния криволинейных интегралов по кусочно-гладким кривым не зависят 
от способа разбиения этих кривых на гладкие дуги. 


47.5. Интеграл Стилтьеса 

Более общее понятие криволинейного интеграла второго рода, 
независимое от понятия криволинейного интеграла первого ро¬ 
да, можно получить с помощью предела интегральных сумм 
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(см. (47.11)), т. е. принять за определение равенство (47.12). При 
этом нет необходимости делать предположения о какой-либо 
гладкости кривой, по которой ведется интегрирование. 

Такой подход к понятию криволинейного интеграла второ¬ 
го рода приводит естественным образом к обобіцению интегра¬ 
ла Римана, которое называется интегралом Стилтьеса. Сфор¬ 
мулируем его определение и опипіем кратко его свойства. 
Отметим, что интеграл Стилтьеса находит свое применение 
не только в теории криволинейных интегралов, но, например, 
и в теории вероятностей. 

Пусть функции /(х) и §(х) заданы на отрезке [а, &], х = 

= {^г};Іо — разбиение этого отрезка, Х;], А§(х^) = 

= §{х^ - ё-(Х;_ і), і = 1 , 2 , ... , и 


а^(/, §) = а,(/, §; 



X /(УА^(х,). 


(47.14) 


Определение 6. Функция / называется интегрируемой по 
функции § на отрезке [а, Ь], если для любой последователь- 

І = 

ности разбиений х„ = {х!"^}. _ р этого отрезка такой, что пре¬ 
дел Ііп^ |х„| = О, и для любого выбора точек х\"-Ц, 

і = \,2, ... , существует, и при этом один и тот же, предел 


^) = I Ах)дё{х). 

а 

Этот предел называют интегралом Стилтьеса* функции / 
по функции § и пишут 


\Кх)дё{х) = Ипі с^Аё)- (47.15) 

і КИО 

В случае §{х) = х интеграл Стилтьеса является, очевидно, 
интегралом Римана. Если функция ё'(^) — постоянная, то ин¬ 
теграл от любой функции по ней равен нулю. 

Как обычно, можно сформулировать равносильное опреде¬ 
ление интеграла Стилтьеса на «е— 8 »-языке. Сделаем это. 

Ь 

Число, обозначаемое |/(х)с?^(х), называется интегралом 

а 

Стилтьеса от функции / по функции § на отрезке [а, Щ, если 
для любого е > О суіцествует такое 8 > О, что для всех разбие- 


* Т. И. Стилтьес (1856—1894) — нидерландский математик. 
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ний X = отрезка [а, &] мелкости |х| < 8 и для всех то¬ 
чек I, X;], і = 1, 2, ... , выполняется неравенство 

а^(/, §; ... Дг ) “ I Кх)(іё{х) < е. 

Т д 
а 

Интеграл Стилтьеса обладает свойством линейности как 
относительно функций /, так и относительно функций §. Бо¬ 
лее точно, справедливы следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если существуют интегралы Стилтьеса 

ъ 

I /;(х) сі§ (х), а Хі€.Е, і = 1, 2, , п, то существует интеграл 

а 

^ п 

Стилтьеса | ( /Д^)) (•^) и 

а і = 1 

I (X Ѵі (^)) = X ^Л и 

аі=1 і=1а 

Ъ 

ТЕОРЕМА 2. Если существуют интегралы | Дх) (іёі{х), а К, 

а 

^ п 

і = 1, 2, ... , п, то существует и интеграл | /(х) (1{'^ (•^))» 

а і = 1 

причем 

I Кх) (I (X \ §І (^)) = X Л I /" (^) (:5С). 

а і=1 і = 1 а 

Эти теоремы доказываются аналогично случаю интеграла 
Римана с помощью предельного перехода в соответствующих 
равенствах для интегральных сумм. 

47.6. Существование интеграла Стилтьеса 

Отметим два класса функций, по которым у непрерывных 
функций существуют интегралы Стилтьеса. 

Функция называется кусочно-постоянной на отрезке, ес¬ 
ли она имеет на нем конечное число точек разрыва и посто¬ 
янна на каждом из промежутков, остающихся на отрезке 
после удаления из него точек разрыва функции. 

ТЕОРЕМА 3. Непрерывная на отрезке [а, &] функция / ин¬ 
тегрируема по кусочно-постоянной на этом отрезке функ¬ 
ции ё^ и интеграл Стилтьеса равен сумме произведений 
скачков Сі^ функции ё во всех ее точках разрыва а^, а < а/^^ Ь, 
к = 1, 2, ... , п, на значение функции / в этих точках: 

I /(х)сг^(х)= I; (47.16) 

а к-1 
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Здесь, если а < < Ь, то + 0) - §'(а^ - 0); если = а, то 

с,г = + 0) - §(а), а если = Ь, то = §(Ь) - §(Ь - 0). 

Доказательство. Пусть сначала кусочно-постоянная 
функция § имеет на отрезке [а, Ь] только одну точку разрыва 

X = с. При X = а для любого разбиения х = ~ отрезка [а, Ь] 

и точек е х^, і = 1, 2, при і = 2, 3, ... , имеем 

А§(Хі) = §(Хі) - §{х^_ ^) = о, и поэтому, в силу непрерывности 
функции У, 

I /(х) а§(х) = Ит (/, ё) = Ит / (^(х^) - §(а)) = 

= Да) (ё(а + 0) - §(а)), 

так как в силу постоянства функции § на полуинтервале (а, Ь] 
имеем §{а -Ь 0) = §{х), хе (а, &]. 

Аналогично, если единственной точкой разрыва функции 
ё является точка х = Ь, то 

I Кх) Лё (л:) = ДЬ) іёФ) - ёФ - 0)). 

а 

Пусть теперь единственная точка разрыва х = с функции ё 
лежит между точками а и Ь, т. е. а < с < Ь. Если х = {х^І^о — 
такое разбиение отрезка [а, Ь], что точка х = с в него не вхо¬ 
дит, т. е. суіцествует такой номер ід» что 

X, _ 1 < с < х- , (47.17) 

‘о ^ ‘о 

то, в силу кусочного постоянства функции ё, для всех і Ф ц имеем 
АЖл:і) = §-(л:;)-Жл:і_і) = 0, (47.18) 

а при і = ід, в силу неравенства (47.17), 

ё{Хі^ - і) = ёФ - 0), ё{x^^) = ёФ + 0) 

и поэтому 

Аё-(Х;^) = ё{x^^ - ё{x^^ _ і) = ёФ + 0) - ёФ - 0). 

Если Е [Х;_ X;], і = 1, 2, ... , і^, то интегральные суммы име¬ 

ют вид 

а, = і: Д^,) = Д^. ) ^ёіх,) = т) (ёф + 0) - ёФ - 0)) 

і -1 ч о и 

(остальные ее слагаемые при і ^ ц, в силу равенства (47.18), 

обраіцаются в нуль). 
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Обозначим через х* разбиение отрезка [а, Ь], получающее¬ 
ся из разбиения х добавлением к нему точки х = с, е. х* = 
= X и {с}. Ясно, что |х*| < |х|. Пусть Е с], г \2 ^ [^’ ^іоі и 

= ЯЛі) (ёіс) - ёіс - 0)) -Ь ЯЛг) (ё (с + 0) - ^(с)) (47.19) 

— некоторая интегральная сумма, соответствующая разби¬ 
ению X*. 

Рассмотрим еще частный случай интегральной суммы 
(47.19), у которой Лі = ГІ 2 ^ 

с ^ + 0) - ^(с)) = 

= Ас) {§(с + 0) - §(с - 0)). 

Сравним суммы а^, а^* и а^* В силу непрерывности функции /, 
имеем 

Ііт (а^ - а^* ^ = Ит (Д^; ) - Ас)) (ё(с -Ь 0) - ё(с - 0)) = 0, 

|х| ^ о ’ КІ ^ о ^ 

Ит (а^* - аД = Ит [(Ащ) - Ас)) (§(с) - §(с - 0)) -Ь 

|х| ^0 І'^І ^ о 

+ (ДЛз) - Ас)) (§(С + 0) - §(с - 0))] = 0. 

Из последних двух равенств следует, что интегральные суммы 
а^, а^* и а^* ^ при |х| ^ 0 одновременно имеют пределы или нет, 
причем если эти пределы существуют, то они равны. Суммы 
а^* р — постоянные величины и, следовательно, очевидным обра- 

Ь 

зом имеют предел. Поэтому интеграл | Дх) (і§ (х) существует и 

а 

I Дх) (І§ (х) = ^ = Дс) -Ь 0) - §{с - 0)). (47.20) 

а 

Если функция § — кусочно-постоянна, то она является сум¬ 
мой кусочно-постоянных функций, имеющих только одну точку 
разрыва. Применив к каждой из них формулу (47.20) и сложив 
результаты, получим, в силу теоремы 2, формулу (47.16). □ 
Замечание. Одним из следствий доказанной теоремы 
является возможность представить любую конечную сумму 

^ и^ как интеграл Стилтьеса. Действительно, кусочно-посто¬ 
янная функция 

о, если X = о, 

к 

^ если к - 1 < к, к = 1,2, ... , п, 

і = 1 
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имеет при ^ О точку разрыва = к - к = 1, 2, ... , п, со 
скачком С/^ = П/^. Поэтому, в силу формулы (47.16), при / = 1 
имеем 

I а§(х) = 

о ' “ 1 

Таким образом, понятие конечной суммы входит в понятие 
интеграла Стилтьеса. 

Обобщением утверждения об интегрируемости по Рима¬ 
ну непрерывной на отрезке функции является следующая тео¬ 
рема. 

ТЕОРЕМА 4. Непрерывная на отрезке функция интегриру¬ 
ема по монотонной на этом отрезке функции. 

Доказательство. Пусть функция /(х) непрерывна на от¬ 
резке [а, Ь], а функция ё(х) монотонна на этом отрезке. Доста¬ 
точно рассмотреть случай только возрастающих функций, так 
как если функция ё'(х) убывает, то функция - §{х) возрастает и 

Ъ 

из существования интеграла Стилтьеса | /(х)(і(-^(х)), согласно 
теореме 2, следует и существование интеграла Стилтьеса 

I /(х)сг^(х) = /(х)сг(-^(х)). 

а а 

Таким образом, случай убывающей функции сводится к слу¬ 
чаю возрастающей. 

Итак, пусть / — непрерывная, § — возрастающая функ¬ 
ции. 

Ь 

Доказательство существования интеграла | /(х)с?^(х) про- 

а 

ведем методом, аналогичным методу доказательства интегри- 
руемости по Риману непрерывной на отрезке функции. 

Пусть X = {х}1^\^ — разбиение отрезка [а, Ь], А^(Х;) = §(Хі) - 
- §(х^ _ > 0. Функция /, будучи непрерывной на отрезке [а, б], 

принимает на отрезках х^ в некоторых точках на¬ 

ибольшие и наименьшие значения. Обозначим эти точки со¬ 
ответственно Г]; и 

т^ = ш^іп Дх) = Я^;), М; = шах Дх) = Дг];), і = 1, 2, ... , (47.21) 

Положим 

8,= ^ т,А§(x^), 8,= ^ МД^(х,). (47.22) 

І = 1 І = 1 
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Очевидно, 
Покажем, что 

Имеем 




Ііт (5 - 8 ) = 0. 

|х| ^ о " ^ 




О < 3 ,- 8 , < V [/(Лі) - /(^і)]А§(х^) < 

(47.23) ^ ^ (47.21) “ 'ѵ'зг-'^ вѵ г/ 

(47.22) 

Е со(/; А;)А^(Х;) < со(/; |х|) ^ (§(х^ - ^(х^ і)] = 


= со(/; |х|)(ЖЬ) - ё'(а)). 


(47.23) 

(47.24) 


(47.25) 


Поскольку функция / непрерывна на отрезке [а, 5], она равно¬ 
мерно непрерывна на нем, поэтому ее модуль непрерывности 
со(/; |х|) стремится к нулю при |х| ^ 0: 

Ііт со(/;|х|) = 0. (47.26) 

|т| -> о 

Из неравенства (47.25) и равенства (47.26) следует утвержде¬ 
ние (47.24). 

Покажем теперь, что для любых двух разбиений х^ и Хз от¬ 
резка [а, Щ выполняется неравенство 


(47.27) 

Пусть сначала разбиение х* = ^ отрезка [а, Ь] вписано в 

разбиение х, Д * = [x^_ х*], А^(х*) = §(хр - ё(х'-_ і). 

Обозначим через Д* те отрезки разбиения х*, которые со- 

н 

держатся в отрезке А; разбиения х, і = 1, 2, ... , і.^. Тогда 


А, = уА;;, А^, = ^АЖхр 
и 

и, если т* = тіп /(х), М* = тах Я-^)» то 


Поэтому 


< т;іх;), М; > м;іх;). 


8,= у гпЛ§, < УА§(х'-) < 

^ ‘ ^ (47.28) ' 4- ^'^(47.29) 




ті А§(х;) = X т;А§(х;) = 8,,. 


(47.29) 

•' I 

Аналогично доказывается, что 

Я < Я. 


(47.28) 


(47.29) 


(47.30) 

(47.31) 
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Поэтому для любых двух разбиений и Хз отрезка [а, б], 
взяв разбиение х этого отрезка, вписанное в разбиения х^ и Хз, 
получим 

8, < 8 < Я < 5, . (47.32) 

_ ^1 (47.30) ^(47.23) ^(47.31) ^2 

Положим 

7* = вир 8^, г = іп7 5^. 


X - і: 

Из неравенства(47.32) следует, что 

7*<Г. 

Покажем, что на самом деле 

І. = І\ 


(47.33) 

(47.34) 

(47.35) 


Из определения (47.33) и неравенства (47.34) следует, что 

(47.36) 

поэтому и неравенство 

о <7*-7* <5^-8,. (47.37) 

Отсюда, в силу стремления правой части неравенства к нулю 
при |х| ^ о (см. (47.24)), и следует равенство (47.35). 

Если 7 = 7* = Г, то из (47.36) имеем 8^ < 7 < 8^, следова¬ 
тельно, 

0<7-8,<5,-8„ 0<5,-7<5,-8,. (47.38) 


Из этих неравенств снова, в силу стремления к нулю их пра¬ 
вых частей при |х| ^ 0, следует, что супхествуют пределы 

Ит 8.= Ііт 3. = І. (47.39) 

| х |^0 ^ | х |^0 ^ 

Для любой интегральной суммы Стилтьеса 


<^Х = Е Н^)АёіX^), < X;, І = 1, 2, 


в силу очевидных неравенств Д^) Д^) Дг];), і = 1, 2, ... 

... , имеем 8^ < < 5^. Отсюда и из равенства (47.39) следу¬ 

ет, что существует конечный предел Ит а = 7, т. е. существу- 

х| ^ о 

ет интеграл Стилтьеса от функции / по функции §. □ 

Укажем случай, когда интеграл Стилтьеса превращается 
в интеграл Римана. 


ТЕОРЕМА 4'. Если функция / непрерывна, а функция § не¬ 
прерывно дифференцируема на отрезке [а, Ь], то функция / 
интегрируема на этом отрезке по функции § и 


I Дх) д§{х) = I Дх)^'(х) дх (47.40) 

а а 

(в левой части равенства — интеграл Стилтьеса, спра¬ 
ва — интеграл Римана). 
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Эта теорема равносильна доказанному выше свойству 4® 
криволинейного интеграла второго рода (см. п. 47.2) при 

т = пт), т = ф ( о . 

Нам понадобится следуюіцая лемма. 

Ъ 

ЛЕММА 1. Если существует интеграл Стилтъеса | /(х) (і§{^х) и 

а 

Г{х) = Да + Ь- х), §*(х) = ^(а + Ь - х), а< х<Ь, (47.41) 


то существует интеграл 

]Пх)<іёЧх) = -]кх)<1§і=с). (47.42) 

а а 

Таким образом, при изменении ориентации отрезка [а, Ь], т. е. 
при замене переменной х на і по формуле х = а + Ъ — і, интеграл 
Стилтьеса меняет знак. Это следует из того, что когда перемен¬ 
ная X изменяется в обратном направлении, т. е. от точки Ъ к 
точке а, прираш;ения А§’(Х;) функции ^(х) меняют знак. Точнее, 


АЖл:;) = ё{Хі) - ё{Хі _ і) = -(^(Х; _ і) - ё^х;)). 

Поэтому интегральным суммам а^(/, ё) будут соответствовать 
интегральные суммы -аД/, §■), следовательно, и их пределы 
будут отличаться знаком. 

Левая часть формулы (47.42) обычно обозначается 

а 

I /(х)ёё(х). При такой записи эта формула принимает вид 

ь 

I ^{х)(іё{х) = /(х)сг§-(х). 

Ь а 


Доказательство. Если х = {х}- = і^ — разбиение отрезка 
[н, Ь], [х^ ^, х^], і 1, 2, ... , 

X* = а + Ь - x^, і + і = і = О, 1, ... , (47.43) 

^^ = а + Ь-^^ + -у, і + і = і^, і = О, 1, ... , і.,- 1, (47.44) 


то X* = {х*}^_ — также разбиение отрезка [а, Ь], 

|хі = |х|, ^;е[х;_і,х;], у = і, 2,..., 

,47Л1) Яа + Ь - ^;) . і), ^ + і - д, 


1 = 1 , 2 , 




(47.45) 


А^*(х;) = ^*(х;) - ёЧх;_,) ё(а + ь- хр -ё(а + ь- х;_ 

(47=43) + і)’ 

і + І = іг, 1 = 0, 1, 2, ... , 


(47.43) 

(47.46) 
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Поэтому 


(47.46) 

(47745) + і) ( А§(Х^ + і)) ^ ^ 

(47.46) ‘ 

і^Т-1- Іт,)А§(х,) = -а,(/, ё). (47.47) 

Отсюда 

I ГШёЧх) ^ Ит^ а,*(Г, ё1 ,4,=47) 

(47=47) -|1|™о (47=15) “ I □ 

ъ 

Интеграл Стилтьеса | ^{х)йё{х) обладает и рядом других свойств, 

аналогичных свойствам интеграла Римана. Например, свойст¬ 
вом аддитивности по отрезкам интегрирования. Мы не будем ос¬ 
танавливаться ни на подробных формулировках этих свойств, 
ни на их доказательствах, предоставляя это проделывать чита¬ 
телю по мере внутренней потребности. 

47.7. Обобщение понятия 
криволинейного интеграла второго рода 

Используя понятие интеграла Стилтьеса, дадим теперь более 
общее, чем раньше, определение криволинейного интеграла 
второго рода I Р(іх + ^(і^| + Ксіг по кривой Г. 
г 

Пусть Г — параметрически заданная кривая: Г = {г(і); а < 
< і < &}, г(і) = (ф(^), Х(0); и, следовательно, функции ф, 

і|/, X непрерывны на отрезке [а, &], и пусть на множестве то¬ 
чек этой кривой задана функция Р, т. е. на отрезке [а, Ь] за¬ 
дана функция Р{г(і)) = Р(ц>(і), 11/(0, Хіі))- 

Определение 2 *. Криволинейным интегралом второго рода 

I Рдх от функции Р по кривой Г называется интеграл 
г 

Стилтьеса 

] Р{г{і))дф). (47.48) 

а 

Если функция Р непрерывна на кривой Г, т. е. непрерыв¬ 
на функция Р{гіі)) на отрезке [а, &], а кривая Г гладкая, и по- 
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этому функция X = ф(^) имеет на отрезке [а, Ь] непрерывную 
производную то, согласно теореме 4 п. 47.6, имеем 

р(г(О)с^Фа) ,47=40)1 адО)ф'(і) сИ = \Рах, (47.49) 

где, в силу формулы (47.10), в правой части равенства стоит 
криволинейный интеграл второго рода в смысле определения 2 
п. 47.2. Из равенства (47.49) следует, что для непрерывных на 
гладкой кривой функций определения 2 и 2* криволинейных 
интегралов второго рода равносильны. 

Криволинейный интеграл второго рода в смысле определе¬ 
ния 2* можно брать и по кусочно-гладкой кривой, т. е. по кри¬ 
вой, являюп];ейся объединением конечного множества глад¬ 
ких кривых. При этом указанный интеграл, в силу его адди¬ 
тивности, будет равен сумме интегралов по гладким частям 
кривой, и тем самым он и в этом случае равен соответствую¬ 
щему интегралу второго рода в смысле определения 2 (см. оп¬ 
ределение 5 в п. 47.4). 

Существенное обобщение понятия криволинейного интег¬ 
рала в определении 2* достигается прежде всего за счет того, 
что интеграл (27.24) может существовать и для «негладких» 
кривых, т. е. в том случае, когда нельзя использовать поня¬ 
тие касательных векторов, которое необходимо для того, что¬ 
бы можно было применить определение 2. 

Криволинейный интеграл (47.48), подобно криволинейно¬ 
му интегралу (47.6) (см. определение 2), не зависит от выбора 
представления ориентированной кривой. Действительно, 
пусть і = /(и), а < и < (3, — допустимое преобразование пара¬ 
метра, т. е. непрерывное строго возрастающее отображение 

отрезка [а, (3] на отрезок [а, Ь] и пусть х = — разбие¬ 

ние отрезка [а, (3]. 

Положим 

іі = Ящ), і = о, 1, ... , (47.50) 

Тогда X* = { іД ! _ является разбиением отрезка [а, Ь], и важно 
заметить, что, в силу равномерной непрерывности функции 
і = /(и) на отрезке [а, (3], из стремления к нулю мелкости раз¬ 
биения X следует стремление к нулю мелкости х*, т. е. 

Ит 1x1 = 0. (47.51) 

І-сИо' ' 

Если [Н; _ 1 , Н;] и 

ц^ = т^), і = 1,2,...,і„ (47.52) 
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то для представлений гіі), а < і < &, и г(/(и)), а < п < (3, кри¬ 
вой Г, положив (см. (47.14)) 

(і^ ° г = /, ф ° /), а^* = а^.* {Р ° г, ф), имеем 

(47=14) X ПтШЫКщ) - ф(Я«,- 1»] (4,=50) 

‘ ^ (47.52) 

(47=50) Х/'(^(Л;))[Ф(^.) - Ф(^;- і)] (47=14) ^х- 
(47.52) ‘ 

Поэтому из существования конечного предела Ііпі и вы- 

|х| ^ о 

полнения условия (47.51) следует существование конечного 
предела Ипі ач и равенство 

I *1 г\ 

X I ^ о 

Ііпі = Ипі от. 

|х| ^ о ''' |х| ^ о 

Согласно определению интеграла Стилтьеса, это равенство 
представляет собой равенство интегралов 

I РІИГІиШі^ти)) = I РШ)(іі?(і), 

а а 

что, в силу определения 2* криволинейного интеграла, озна¬ 
чает равенство 

I (1^ о г о У) с?(ф о У) = I Р(і(р. 

г г 

Это и означает независимость интеграла (47.48) от выбора 
представления кривой. 

Если под гладкой кривой понимать кривую, которая име¬ 
ет хотя бы одно представление, непрерывно дифференцируе¬ 
мое вплоть до концов отрезка, на котором оно задано, и не 
имеет особых точек внутри этого отрезка (см. определения 3 
и 4 в п. 47.3), то для функций, непрерывных на такой кри¬ 
вой, определения 2 и 2* криволинейных интегралов второго 
рода эквивалентны, т. е. дают одно и то же значение интегра¬ 
ла, какое бы представление этой кривой ни выбрать. В самом 
деле, во-первых, для представления кривой непрерывно диф¬ 
ференцируемого вплоть до концов отрезка, на котором оно 
задано, эти определения, согласно доказанному выпіе, экви¬ 
валентны; во-вторых, оба эти определения не зависят от вы¬ 
бора параметра на кривой. 

Криволинейный интеграл (47.48), подобно интегралу (47.6), 
меняет знак при изменении ориентации кривой, по которой 
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производится интегрирование. Это сразу следует из (47.42), 
так как изменение ориентации кривой соответствует преобра¬ 
зование параметра і = а + Ь-і*,а<^і<Ь, следовательно, 
переход от функций ф(і) к функциям Р{г(а + Ь - і*)), 

ф(а -Ь Ь - і*), а<і* <Ь. 

На криволинейный интеграл в смысле определения 2* пе¬ 
реносятся и другие свойства интеграла (47.6) такие, как ли¬ 
нейность, аддитивность по дугам, интегрирование неравенств 
и т. п. 

Аналогично интегралу | Р{х, у, 2 )<іх обобщаются и поня- 

г 

тия криволинейных интегралов второго рода вида 

I Р(х, у, 2 )<іу и I Р{х, у, 2 )й 2 -, 
г г 

ъ 

они определяются как интегралы Стилтьеса | Р{г{і))(1\і^{і) и, 

а 

Ь 

соответственно, | Р(г(і))(і\\((і). 

а 

Таким образом, можно рассматривать в этом смысле и ин- 

Ь 

теграл вида | Р(іх -Ь ^(іу + Кй 2 . Этот интеграл, в силу его ад- 

а 

дитивности по дугам, совпадает с интегралом, рассмотрен- 
ным в п. 47.2, не только по гладким кривым (как это было 
доказано выше), но и но кусочно-гладким. Следовательно, в 
данном случае остается справедливой формула 

I Р(іх + ^(іу + К(І 2 = I (Рсо8 а + ^соз Р -Ь Ксоз у)сІ8, (47.53) 

г г 

где (со8 а, С08 Р, со8 у) — единичный касательный вектор к 
кривой в тех точках, в которых у нее существует касательная. 

Рассмотрим два примера криволинейного интеграла вто¬ 
рого рода в смысле определения (47.48). 

Примеры. 1. Пусть кривая Г такова, что на ней можно 
взять за параметр одну из координат, например координату х, 
т. е. кривая Г имеет представление 

у = у{х), 2 = 2 {х), а<х<Ь, (47.54) 

а функция Р непрерывна на этой кривой. 

Тогда криволинейный интеграл ^Рйх в смысле опреде- 

г 

ъ 

ления 2* равен интегралу Стилтьеса | Р{х, у(х), 2 {х))(іх, 
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который в этом случае является интегралом Римана от непре¬ 
рывной на отрезке [а, &] функции Р{х, у{х), 2 (х)) и поэтому 
существует. 

Итак, для криволинейного интеграла в смысле определе¬ 
ния 2* при сделанных предположениях, как и для криволи¬ 
нейного интеграла в смысле определения 2, когда интегриро¬ 
вание ведется по кусочно-гладкой кривой, имеет место фор¬ 
мула 

ь 

I Р(л:, у, г)(1х = I Р(х, у(х), 2 {х))(іх. (47.55) 

г а 

Отметим, что здесь эта формула в отличие от формулы 
(47.9) получена для произвольной непрерывной кривой вида 
(47.54), т. е. эта кривая может быть, в частности, неспрям¬ 
ляемой, не иметь касательной ни в одной точке и т. п. 

2. Если кривая Г лежит в плоскости, перпендикулярной 
оси Ох, т. е. имеет представление 

X = х^, у = у(і), 2 = г{і), а < і < Ь, (47.56) 

то 

^ Р(х, у, 2 )(іх = 0. (47.57) 

г 

Это следует из того, что интеграл Стилтьеса (как это было 
отмечено выше) от любой функции по постоянной равен нулю. 

Криволинейный интеграл второго рода в новом расширен¬ 
ном смысле встретится, во-первых, тогда, когда кривая Г = 

= АВ является графиком непрерывной относительно одной 
из координат функции, например функции у = /(х), а < х ^ Ь, 
на плоскости переменных х, у, а функция Р{х, у) непрерывна 
на этом графике. В этом случае 

Ъ 

I р{х, у) ах I р(х, /(х)) ах 

АВ ' “ 

И, следовательно, 

ь 

^ Р{х,у)ах =-^ Р{х, ^{х))ах‘, (47.58) 

ВА “ 

во-вторых, тогда, когда кривая Г лежит в плоскости перемен¬ 
ных х,уж является отрезком, параллельным одной из коорди¬ 
натных осей, например оси Оу : х = x^, с < і/ < с(. В этом случае 

\Р(х,у, 2 )ах (47.59) 
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47.8. Формула Грина 

В дальнейшем для наглядности будем всегда предполагать, 
что на плоскости и в пространстве заданы правые прямоуголь¬ 
ные системы координат (если, конечно, не оговорено что-то 
другое). 

Определение 7. Пустъ простой замкнутый контур Г явля¬ 
ется границей ограниченной плоскости области О. Если 
ориентация контура выбрана таким образом, что при дви¬ 
жении по контуру соответственно выбранной ориентации 
область О остается слева (такой обход обычно называется 
обходом контура против направления движения часовой 
стрелки), то эта ориентация называется положительной, 
в противном же случае (т. е. когда обход контура произво¬ 
дится по направлению движения часовой стрелки) — отри¬ 
цательной (рис. 74). 

Будем говорить также, что обход контура, соответствую- 
ш;ий положительной (отрицательной) ориентации, происхо¬ 
дит в положительном (отрицательном) направлении. 

Положительно ориентированный контур будем обозначать 
через Г+, а отрицательно ориентированный — через Г . Эти по¬ 
нятия определены не строго, не в точных математических тер¬ 
минах («правая система координат», «слева», «справа» и т. п.). 
В дальнейшем во всяком отдельном случае рассматриваемая 
ориентация всегда будет конкретно указываться. Тем самым 
наше «обіцее» определение положительной и отрицательной 
ориентации простого замкнутого контура послужит лишь для 
геометрической наглядности рассматриваемых ниже вопросов. 

Конечно, понятие ориентации контура можно сформулиро¬ 
вать и в четкой математической форме. Сделаем это для слу¬ 
чая замкнутого гладкого контура. Пусть на плоскости задана 
прямоугольная декартова система координат с координатны¬ 
ми ортами і, ]. Пусть Г — гладкий замкнутый ориентирован- 



Положительная 

ориентация 



Отрицательная 

ориентация 


Рис. 74 
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ный контур, X — единичный 
касательный вектор, задаюпхий 
его ориентацию (см. п. 16.4) и 
V — единичная нормаль, направ¬ 
ленная в сторону конечной об¬ 
ласти, ограниченной контуром Г 
(эта нормаль называется внут¬ 
ренней нормалью). Контур Г на¬ 
зывается положительно ориен¬ 
тированным относительно за¬ 
данной системы координат, если 
упорядоченная пара векторов т, ѵ имеет ту же ориентацию, что 
и пара координатных ортов і, /. Это означает, что определитель 
матрицы перехода от векторов т, ѵ к базису і, ] положителен. 

В дальнейшем плоскую область О замыкание кото¬ 

рой может быть представлено одновременно в виде (45.1) и 
(45.28), т. е. область, граница которой может быть представле¬ 
на как в виде объединения графиков непрерывных функций от 
переменной х, так и в виде объединения графиков непрерыв¬ 
ных функций от переменной у и, быть может, еш,е отрезков, 
параллельных соответствуюпхим координатным осям, будем 
для краткости называть элементарной областью (рис. 75). 

Ясно, что элементарные области и объединения конечного 
множества элементарных областей являются квадрируемыми 
множествами, так как их границы имеют меру нуль. 

Будем говорить, что квадрируемая плоская область О разби¬ 
та на конечное число квадрируемых областей і = \, 2, , к, 

если множество их замыканий является разбиением 

замкнутой области О (см. п. 44.3). 



ТЕОРЕМА 5. Пусть плоская область О может быть разби¬ 
та на конечное число элементарных областей и ее граница Г 
является простым замкнутым контуром. Если на замыка¬ 
нии О области С заданы функции Р{х, у) и ^(x, у), непре- 

— ар 

рывные на О вместе со своими частными производными т— 

оу 


и 


^ * 
дх’ 


то имеет место формула 


* Непрерывность частных производных на С понимается как их не¬ 
прерывность на открытом множестве Ѳ и их непрерывная продолжа¬ 
емость на границу О (см. п. 39.3). 
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(47.60) 


называемая формулой Грина*. 

СЛЕДСТВИЕ. Если в условиях теоремы контур Г, являю¬ 
щийся границей области О, кусочно-гладкий и (со8 а, 8Іп а) — 
единичный касательный к нему вектор (в тех точках, где 
он существует), то 

- ^^дхду = I (Рсо8 а + ^ 8ІП а)д8, (47.61) 

где 8 — переменная длина дуги на контуре Г. 

Доказательство. Пусть сначала область С сама элемен¬ 
тарна и, следовательно, ее границу можно представить как 
объединение графиков двух непрерывных функций ф(х) и 
\|/(х), ф(х) < Т|/(л:), а < X < и, быть может, отрезков прямых 
д; = аих = Ь, а также как объединение двух графиков непре¬ 
рывных функций а(г/) и (3(у), а(г/) < |3(і/), с < г/ < с? и, быть мо¬ 
жет, отрезков прямых у = с тя. у = д. 

В этом случае, применяя правило сведения двойного ин¬ 
теграла к повторному, теорему Ньютона—Лейбница (п. 25.3) 
и формулу (47.58), имеем 



ь , ^ ь 

= IР X, ' 1 /(х) - I Р[х, ф(х)](іх = I Р(х, у)дх - I Р(х, у)дх = 

“ “ вс АВ 

= -^Р{х,у)дх - ^Р{х,у)дх. (47.62) 

СВ АВ 

Для кривых АВ VI СВ ничего, кроме их непрерывности, 
не предполагалось, поэтому естественно, что здесь все криво¬ 
линейные интегралы второго рода понимаются в смысле оп¬ 
ределения 2* (см. п. 47.7). 

Замечая, что для отрезков ВС и ВА (см. (47.59)) 

\ Р(х, у)дх = ^ Р{х, у)дх = о, (47.63) 

вс ВА 


* Дж. Грин (1793—1841) — английский математик. 
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и сложив равенства (47.62) и (47.63), имеем 

= - |Рс?х - ^ Рёх - ^ Р(іх - ^ Р(іх = -^ Р(іх. (47.64) 

о АВ вс 6Ъ ВА 

При этом получилась ориентация граничного контура Г, при ко¬ 
торой следуют последовательно одна за другой точки А, В, С, В. 
Эта ориентация является положительной (см. определение 6) и 
обозначается через Г+. 

Совершенно аналогично, исходя из того, что область О 
элементарна, выводится формула 

\Я(іу. 

о г+ 

Вычитая из левой и правой частей этой формулы соответ¬ 
ственно левую и правую части формулы (47.64), получаем 
формулу Грина (47.60). 

Рассмотрим обш;ий случай. Пусть область Ѳ разбита на 
элементарные области Ср і = 1, 2, ... , к, иГ^ — ограничивающие 
их контуры. В силу доказанного, для каждого і = 1, 2, ... , й 

Сложив эти равенства, получим 

в силу аддитивности двойного интеграла по множествам (см. 
и. 44.6), имеем 





дх 


дг/ I 


сіхсіу. 


(47.66) 


В сумме, стоящей в правой части равенства (47.65), криво¬ 
линейные интегралы берутся дважды по всем внутренним час¬ 
тям границ Гр областей Ср т. е. таким дугам кривых Гр кото¬ 
рые являются частью границ двух областей і = \, 2, к, 
и, следовательно, не входят в границу области О; при этом 
ориентации этих дуг кривых Г^ противоположны (рис. 76). 
В силу изменения знака криволинейного интеграла второго 
рода при изменении ориентации кривой, сумма двух криво¬ 
линейных интегралов по указанным частям кривых Г^ равна 
нулю. Поэтому в правой сумме формулы (47.65) останутся 
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Рис. 76 


Рис. 77 


только интегралы по положительно ориентированным частям 
границы Г области О, даюіцие в сумме ^Рсіх + Яйу. Таким 
образом, г+ 

^ ^ Р(іх + ^(іу = ^ Р(іх + ^(^^|. (47.67) 

7 = 1 Г+ Г+ 

Из (47.65), (47.66) и (47.67) следует формула (47.60) в общем 
случае. □ 

Пусть Ѳ — ограниченная область на плоскости и пусть 
ее граница состоит из конечного числа простых контуров, 
которые будем называть граничными контурами. Если гра¬ 
ничный контур является одновременно и границей неограни¬ 
ченной области, лежащей в К^\0, то будем называть его 
внешним, а если он является одновременно и границей огра¬ 
ниченной области, лежащей в К^\0, то внутренним. Так, на 
рис. 77 контур внепіний, а контуры и Г ;2 внутренние. 

Если граница области О состоит из внешнего контура и 
внутренних контуров Г^і, Г; 2 ’ ••• если область О может 

быть разбита на конечное число элементарных областей, то 
справедлива формула 

^и^-^Ух(іу= \ Р(іх + Я(іу+ ^ ІР(іх + Я(іу, (47.68) 

с ''ОХ ду ) ^_ 

В которой криволинейные интегралы берутся по отрицательно 
ориентированным внутренним контурам и по положительно 
ориентированному внешнему контуру. 

Функции Р и как и выше, предполагаются непрерывны- 

дР до й 

ми вместе со своими производными ^ и ^ в замкнутой облас¬ 
ти С. 

Доказывается эта формула так же, как и (47.60), если 
только заметить, что в сумме, стоящей в правой части равен- 
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ства (47.65), останутся криволинейные интегралы по поло¬ 
жительно ориентированным частям внешнего контура и по 
отрицательно ориентированным частям внутренних контуров 
(рис. 76). 

Отметим еш,е, что в формуле (47.68) все контуры (как 
внешние, так и внутренние) ориентированы таким образом, 
что при их обходе область интегрирования остается слева. 

Определение 8. Пустъ граница дС ограниченной плоской об¬ 
ласти О состоит из конечного числа простых кусочно-глад¬ 
ких контуров. Совокупность этих контуров, ориентиро¬ 
ванных так, что при обходе по каждому из них область С 
остается слева (справа), называется положительной (от¬ 
рицательной) ориентацией границы С и обозначается Э(7+ 
(соответственно — ЭС ). 


Формулу Грина можно распространить и на другой, чем 
указанный в теореме 1, класс областей. Для этого заметим, 
что, в силу этой теоремы, формула Грина справедлива для 
треугольника, а значит, и для любого многоугольника. По¬ 
этому предельным переходом, аппроксимируя границу облас¬ 
ти конечнозвенными ломаными, можно получить формулу 
Грина для любой области (и даже просто открытого множест¬ 
ва), граница которой состоит из конечного числа кусочно¬ 
гладких кривых. Мы не будем останавливаться на доказа¬ 
тельстве этого факта, а ограничимся лишь его формулиров¬ 
кой. При этом, используя определение 8, запишем формулу 
(47.68) в более компактном виде. 


ТЕОРЕМА 5'. Пустъ граница плоской ограниченной области 
С состоит из конечного числа кусочно-гладких кривых. Тогда 


если функции 
области С, то 


Р, О, ^ и ^ непрерывны на замыкании 
ду дх 




ЭС+ 


о. 


где — положительно ориентированная граница области С. 


Формула Грина является для кратных интегралов анало¬ 
гом формулы Ньютона—Лейбница для однократных интегра¬ 
лов: и в той и в другой формуле интегралы от производных 
по области интегрирования выражаются через значения 
функции на границе указанной области (в случае формулы 
Грина эти значения еіце интегрируются). 
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47.9. Вычисление площадей 

с помощью криволинейных интегралов 

Положив в формуле Грина ^ = х, Р = О, получим (іу = 

О 

= I Х(іг/ и, следовательно, 

^xС=^x(іу. (47.69) 

г+ 

Аналогично, положив Р = —у, ^ = О, получим 

\хС = -\у(іх. (47.70) 

г+ 

Складывая формулы (47.69) и (47.70), имеем 

]хО = ^ \ х<іу - усіх. (47.71) 

^ г+ 

Примеры. 1. Найдем с помощью формулы (47.71) пло¬ 
щадь 5, ограниченную эллипсом ^ ^ = 1. Используем его 

параметрическое представление: х = а соз і, у = Ъ зіп і. Приме¬ 
нив формулу (47.71), получим искомую площадь: 

1 ^ Зті 

5 = - I хсіу - убх = (соз^^ -Ь зіп^і) (іі = паЬ. 

^ г+ о 

Сравнивая этот метод вычисления площади, ограни¬ 
ченной эллипсом, с приведенным раньше (см. пример 4 в 
п. 28.1), легко убедиться, насколько здесь меньше объем вы¬ 
числений. 

2. Найдем площадь, ограниченную астроидой (см. в т. 1 
рис. 92) X = а соз® і, у = Ъ зіп® і, 0 < і < 2л. Замечая, что здесь 
возрастание параметра і соответствует положительной ориен¬ 
тации контура, имеем 

5 = 11 х(іу - уЛх = I (соз^ I зіп^ і + зіп^ і соз^ I) (іі = 

= 8Іп22і (іі = (1 - СОЗ 4.і)(іі = 

47.10. Геометрический смысл 

знака якобиана отображения плоской области 

Пусть Р — взаимно-однозначное непрерывно дифференцируемое 
отображение плоской области С плоскость якобиа¬ 

ном, всюду в С не равным нулю. Тогда, в силу принципа сохране- 
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ния области, множество О* = Р{0) также является областью (см. 
следствие 2 теоремы 7 в и. 41.7), а якобиан, в силу его непрерыв¬ 
ности, сохраняет знак на О (см. следствие 2 теоремы 8 в п. 36.9), 
т. е. либо всюду на О положителен, либо всюду отрицателен. 

Пусть в координатной записи отображение Р задается 
формулами 

X = х(и, ѵ), у = у(и,ѵ). (47.72) 

ЛЕММА 2. Если Г — кусочно-гладкая кривая, лежащая в О, 
то ее образ Г* = -^(Г) при отображении Р также является 
кусочно-гладкой кривой. 

Доказательство. Пусть сначала Г — гладкая кривая, 
т. е. непрерывно дифференцируемая кривая без особых точек 
(см. определения 15 и 16 в п. 16.4), и пусть и = и{1), ѵ = ѵ(і), 
а< і < Ь, — некоторое ее представление. Тогда на отрезке [а, Ь] 
функции и{і) и ѵ{і) непрерывно дифференцируемы и 



> 0 . 


Представлением кривой Г* = І^(Г) является пара функций 
X = х(и{і), ѵ{і)У, у = у{и{і), ѵіі)); а < і < Ь, которые, в силу 
свойств композиции непрерывно дифференцируемых функ¬ 
ций (см. и. 36.3 и 37.3), также непрерывно дифференциру¬ 
емы. Покажем, что кривая Г* также не имеет особых точек. 
В самом деле, так как 


йх ^ Эж йи дх йѵ йу ^бу Ли ду йѵ 
сП ди сП дѵ сП’ йі ди йі дѵ йР 
ТО, рассматривая эти равенства как систему линейных уравне¬ 
ний относительно — и —, видим, что если в некоторой точке 
йі йі 

іе [а, Ь] выполнялись бы равенства ^ ^ = 0, то, в силу необ- 

раіцения в нуль якобиана 

дх дх 
д(х, у) ^ ди дѵ 
V) ^ д_у’ 
ди дѵ 

указанная система имела бы единственное решение, которым 
является нулевое решение, т. е. в той же точке і были бы спра¬ 
ведливыми равенства ^ ^ ^ ^ ^ ^ самым соответствую- 

ш,ая точка кривой Г была бы особой, что, по предположению, 
не имеет места. 

Итак, если кривая Г — гладкая, то кривая Г* = 1^(0 так¬ 
же гладкая. Отсюда сразу следует, что образ кусочно-гладкой 
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кривой при рассматриваемом отображении также является 
кусочно-гладкой кривой, ибо кусочно-гладкая кривая (см. 
определение 16 в п. 16.4) представляет собой объединение ко¬ 
нечного числа гладких кривых. □ 

Пусть теперь В ^ С, В — ограниченная область и ее гра¬ 
ница дВ является простым кусочно-гладким контуром Г (та¬ 
кие границы называются кусочно-гладкими). Пусть далее В* = 
= В(В). Тогда, в силу принципа сохранения области, множе¬ 
ство В* также область и, кроме того, ее граница дВ* есть об¬ 
раз границы дВ области В (см. (46.40) в п. 46.2), т. е. дВ* = 
= Р(дВ). Поэтому граница дВ* также является простым (в силу 
взаимной однозначности отображения Р) кусочно-гладким (со¬ 
гласно лемме 1 этого пункта) контуром Г*. Следовательно, по 
контурам Г = дВ и Г” = дВ* можно вычислять криволинейные 
интегралы. Пусть области В и В* таковы, что к ним примени¬ 
ма формула Грина, например, они удовлетворяют условиям, 
налагаемым на область в теореме 1 п. 47.8. (На самом деле, 
как уже отмечалось, при сделанных предположениях формула 
Грина всегда применима, однако это не было доказано.) 

Обозначим через Г+, как обычно, положительно ориен¬ 
тированный контур Г (см. п. 47.8). Пусть и = и{і), ѵ = ѵ(і), 
а < і < Ь, — представление контура Г+ и, следовательно, 

X = х[иЦ), у = у(и(і), ѵ(і)); а<і<Ь, (47.73) 

некоторое представление контура Г*. 

Будем предполагать еш,е, что суш,ествуют смешанные про¬ 
изводные и и что они непрерывны, следовательно, и 
дѵ ди ди дѵ 

равны друг другу во всех точках области С. 

Согласно формуле (47.69), 

11В" = е\хду, (47.74) 

г* 

где е = -Ы, если ориентация контура Г* положительна, и е = -1 
в противоположном случае. Иначе говоря, е = -Ы (соответ¬ 
ственно е = — 1), если положительному обходу данного контура Г 
соответствует при отображении (47.72) положительный же 
(отрицательный) обход контура Г* = -^(Г). 

Преобразовав интеграл (47.74) по формуле (47.8) и ис¬ 
пользовав представление (47.73) контура Г*, имеем 

= е\ х^ди + х^дѵ. (47.75) 

і ди дѵ 
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к получившемуся интегралу применим формулу Грина (см. 

теорему 1 в п. 47.8). Положив Р = х^, ^ и заметив, что в 

ди дѵ 

ЭТОМ случае 

ад ^ ^ ^ д^г/ ЭР ^ ^ ^ 

ди ди дѵ дидѵ’ дѵ дѵ Ли дѵди 

і^здесь используется потребованное выше суш,ествование вто¬ 
рых частных производных и получим 

д^ _ дР _дхду _ дх ду _ д(х, у) 
ди дѵ дидѵ дѵ Ли д(и, ѵ)’ 

откуда 

рП* = е Г Р(іи + Я(1ѵ = е [ [^ = е 

( 47 . 75 ) ' ^Ід(и,ѵ) 

Левая часть этого равенства больше нуля, значит, правая 
часть также положительна, и так как якобиан отображения 
(47.72) не меняет знака, то это возможно лишь в том случае, 

когда > О, т. е. когда число е имеет тот же знак, что и 

д{и, ѵ) 

якобиан а в этом случае . Тем самым 

а(и, ѵ) д(и, ѵ) д(и, ѵ) 

знак е не зависит от выбора контура Г, а определяется знаком 
якобиана, который один и тот же во всех точках области С. 
Таким образом, доказана следуюіцая теорема. 

ТЕОРЕМА 6. Если выполнены сделанные выше предполо¬ 
жения, то справедлива формула 

^іВ* = е\\%^дидѵ. (47.76) 

Э(м, V) 

Следовательно, если > О ка П, то е = -Ы, иначе гово- 

д{и, ѵ) 

ря, если якобиан отображения Е положителен, то положи¬ 
тельному обходу всякого контура Г С, являющегося гра¬ 
ницей ограниченной области В О, при отображении Р 
соответствует положительный обход контура Г* = Р(Г). 

Если же якобиан <0 на В, то е = -1, т. е. положитель- 

д{и, ѵ) 

ному обходу всякого контура Г указанного типа соответ¬ 
ствует при отображении Р отрицательный обход контура 
Г* = 7^(0. 

Таким образом, геометрический смысл знака якобиана 
состоит в том, что в случае положительного якобиана 
ориентация контура при отображении сохраняется, а при 
отрицательном — меняется. 
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47.11. Условия независимости 

криволинейного интеграла от пути интегрирования 

Все кривые (контуры), рассматриваемые в этом пункте, будут 
всегда предполагаться кусочно-гладкими; для краткости это 
каждый раз специально не оговаривается. Отметим еще, что 
во всякой области О любые две ее точки всегда можно соеди¬ 
нить кусочно-гладкой кривой, например ломаной (см. лемму 
1 в и.36.8), лежащей целиком в О. 

Пусть задана плоская область О и на ней определены не¬ 
прерывные функции Р = Р(х, у) ш ^ = ^(x, у). Рассмотрим 
вопрос о том, при выполнении каких условий криволиней¬ 
ный интеграл | Р(іх + ^(іу при произвольно фиксированных 

точках ЛеСт и ВеС' не зависит от выбора кривой АВ, их со¬ 
единяющей и лежащей в Ѳ. 

ЛЕММА 3. Условие независимости рассматриваемого криво¬ 
линейного интеграла от указанного пути интегрирования 
равносильно равенству нулю интеграла по любому замкну¬ 
тому контуру, лежащему в области О. 

Доказательство 1. Действительно, пусть для любого зам¬ 
кнутого контура Г Ст имеет место равенство | Рбх -Ь ^<іу = О и 

г 

даны две кривые (АВ)^ и (АВ) 2 , соединяющие в О точки Л и В 
(рис. 78). Обозначим через (ВА )2 кривую, получающуюся из 
{АВ )2 заменой на ней ориентации на противоположную. Объ¬ 
единение {АВ)^ и (ВД )2 кривых (АВ)^ и (ВА )2 является зам¬ 
кнутым контуром, поэтому 

I Р(іх + Я(іу = 0, (47.77) 

(АВ)іи(а)2 

НО 

I Рбх+ Яйу = 

(АВ),и(М)2 

= I Рбх -Ь ^(1у -Ь I Рйх -Ь ^(іу = 

ІАВ\ (ВА\ 

= I Рсіх -Ь ^сіу - I Рбх -Ь Ябу. (47.78) 

(АВ)і (АВ)2 


В 
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Из (47.77) и (47.78) следует, что 

I Рйх + ^(іу = I Рйх + Яйу, 

(АВ)і (АВ)2 

т. е. криволинейный интеграл | Рйх + ^(іу не зависит от пути 

интегрирования АВ <=■ С при фиксированных Ле О и Ве С. 

2. Обратно: пусть интеграл \Р (іх + ^ сіу не зависит от пути 
интегрирования в указанном смысле и задан замкнутый кон¬ 
тур Г, лежаіций в О. Выберем на нем две точки Ан В ^А; тог¬ 
да Г = АВ и ВА и 


^ Р(іх + ^(іу = 1 + 1 = 1“ I =0> 

г Зі ВА АВ (АВ)^ 

где (АВ)^ обозначает кривую, получающуюся из кривой ВА 
заменой на ней ориентации на противоположную. □ 

Сформулируем критерий независимости интеграла от пу¬ 
ти интегрирования. 

ТЕОРЕМА 7. Пустъ функции Р(х, у) и Я{х, у) непрерывны в 
плоской области О. Для того чтобы криволинейный интег¬ 
рал I Рбх + Ябу при фиксированных точках Ае О и Ве С не 

АВ 

зависел от пути интегрирования АВ ^ Ѳ, необходимо и до¬ 
статочно, чтобы выражение Рбх -Ь ^бу являлось полным 
дифференциалом некоторой функции и = и(х, у), определен¬ 
ной в области О: 

би = Рбx-\-^бу (47.79) 


это равносильно тому, что ^ = Р,^ = ^, (х, у)еС\ 

ОХ оу ) 

При выполнении этого условия для любых двух точек 
А = (Хц, Уо)еС и В = (х^, Уі)€0 и любой кривой АВ, соединяю¬ 
щей эти точки в С : АВ О, имеет место тождество 


I Рбх + Яду = и{х^, Уі) - и(Х(,, уД. (47.80) 

АВ 

Доказательство необходимости условия (47.79). До¬ 
пустим, что рассматриваемый интеграл не зависит от пути ин¬ 
тегрирования, лежащего в области С, а только от его началь¬ 
ной и конечной точек. Пусть Мц = (Хц, уДе О и М = (х, у)е О и 

МцМ — некоторая кусочно-гладкая кривая, соединяющая в О 
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точки Мд и М (такая кривая, даже ломаная, всегда сущест¬ 
вует, см. лемму 1 в и. 36.8). Положим 

и{М) = и(х, у) I Р(іх + Я(іу. 

щм 

функция и{х, у) однозначна, так как значение и{М) = и{х, у) 
не зависит от выбора кривой, соединяющей в О точки Мд и М. 
Покажем, что 

= Р(х, у) и = Я(х, у). 

Зафиксируем точку М = (х, у), а точку М^^ = (х + Н, у)еО, 
Н ^ О, выберем так, чтобы отрезок ММ^^, соединяющий М и 
(который, очевидно, параллелен оси Ох и имеет длину |/г|), 
содержался в О (рис. 79). Для всех достаточно малых чисел к 
это всегда имеет место (почему?). Тогда 

и{х + к, у) - и(х, у) = | Р(іх -Ь Я(іу - | Р(іх + ЯЛу = 

= I Р<іх + Я<ІУ- 

мм^ 

Вдоль отрезка ММ^ координата у постоянна, поэтому 
I Я<іу = О и, следовательно, и(х + к, у) — и(х, у) = | Р(іх = 

ММі, мм^ 

X + к 

= I Р{і, у)<іі. Применив интегральную теорему о среднем, 

л: 

получим 

и{х + к, у) - и(х, у) = Р(х + Ѳк,у) к, О < Ѳ < 1, 


откуда 

и(х + к, у)^ - и(х, у) ^ (47.81) 


Правая часть этого равенства, в силу 
непрерывности функции Р(х,у), имеет 
предел при к ^ О, следовательно, и ле¬ 
вая часть при к ^ О имеет предел. Пе¬ 
рейдя к пределу в (47.81), будем иметь 


ди(х, у) 
дх 


Р(х, у). 


Совершенно аналогично доказыва¬ 
ется и равенство = ^(х, у), 

оу 
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Итак, существование функции и(х, у), для которой имеет 
место соотношение (47.79), доказано. 

Пусть теперь Ае С, Ве С, АВ — некоторая кривая, соединяю¬ 
щая в О точки А и В, и пусть х = х{1), у = у{і), а ^ і ^ Ь — ее 
представление и, следовательно, А =(х(а), у(а)), В = (хф), уф)). 
Тогда 

I Р(Іх + Я(іу = I (Р{хф), уф))х'ф) + Я{хф), уф))у'ф)Уі = 

АВ 

^ ( ри(хи), ^ МхЦ), = г = 

і V ох аі оу аі ) і 

= и(хф), уф)) - и(хф), уф)) = и(В) - и(А), 
т. е. формула (47.80) также доказана. 

Доказательство достаточности условия (47.79) для 
независимости криволинейного интеграла от пути интегрирова¬ 
ния непосредственно следует из формулы (47.80). Действитель¬ 
но, начальная точка любого замкнутого контура Г совпадает с 
конечной, а поэтому, в силу (47.80), 

I Рсіх + Ясіу = и(А) - и{А) = 0. 
г 

Согласно лемме 3, это и означает независимость соответст¬ 
вующего криволинейного интеграла от пути интегрирования. □ 

Теорема, аналогичная теореме 4, имеет место и в простран¬ 
ственном случае для интегралов | Рйх + Я(1у Ч- Ксіг. Ее доказа- 

г 

тельство проводится по той же схеме, что и в плоском случае. 

Заметим, что, хотя доказанная теорема и дает необходи¬ 
мые и достаточные условия независимости криволинейного 
интеграла от пути интегрирования, эти условия трудно про¬ 
веряемы. 

Если сузить класс рассматриваемых областей, то можно 
получить существенно более простой и эффективный крите¬ 
рий. Введем следующее определение. 

Определение 9. ТТлоскал облаетъ О называется односвязной, 
если, каков бы ни бы простой контур Т С, ограниченная 
область В, границей которой является Г, содержится в Ѳ. 

Образно говоря, односвязность области означает, что об¬ 
ласть не имеет «дыр». Круг является примером односвязной 
области, круговое кольцо — неодносвязной (рис. 80). 
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Прежде чем формулировать дру¬ 
гой критерий независимости криво¬ 
линейного интеграла от пути интег¬ 
рирования, докажем лемму, которая 
понадобится при доказательстве это¬ 
го критерия. 

Л Е М М А 4. Пустъ функции Р(х, у) и ^{x, у) непрерывны в об¬ 
ласти С', Г — гладкая кривая, лежащая в О, х = х(і), у = у(і), 

а < ^ — ее представление, х = _ о — разбиение отрез¬ 
ка [а, &], — ломаная с вершинами в точках {х{і^, уНі)), 

і = О, 1, ... , см. п. 16.5). Тогда 

Ііт \ Рдх-\-Яду = \ Рдх-\-^ду. (47.82) 

N^0^^ г 

Заметим, что, в силу равномерной непрерывности на от¬ 
резке [а, Ь] функций х{і) и у{і), длины звеньев ломаной Л^, 
т. е. длины отрезков с вершинами в точках (х(і; _ ^), г/(і; _ ^)) и 
(х(іі), уііі)), при |х| ^ о также стремятся к нулю. 

Доказательство. Кривая Г является компактом; так как 
этот компакт не пересекается с замкнутым множеством 
Е^у\С, то расстояние между ними больше нуля (см. лемму 7 
п. 35.2). Пусть Г] — какое-либо число такое, что р(Г, К^у\0) > 
> Г] > 0. Обозначим через совокупность всех точек плоскос¬ 
ти, находяш;ихся от Г на расстоянии, не большем чем Г]. Множе¬ 
ство ограничено, замкнуто (см. в п. 35.3 лемму 11) и б'. 

В силу равномерной непрерывности функций х{і) и у{і) на 
отрезке [а, б], суіцествует такое число е > 0, что для любых 
двух точек І'€і[а, б] и і"Е[а, Ь], удовлетворяюш;их условию 
\і' — 1"\ < е, выполняется неравенство 

р(М', М") = ^[х{П - х(Д)]2 + [у{і") - у(Д)]2 < п, 

где М' = {х{і'), у(і')), М" = (х(і"), у(і")). Все точки отрезка с 
концами в точках М' и М", очевидно, также находятся от точ¬ 
ки М' на расстоянии, не большем чем Г], и поэтому лежат в 
множестве и, следовательно, в О. Это означает, что если 
мелкость |х| разбиения х отрезка [а, Ь] такова, что |х| < е, то все 
точки ломаной лежат в б' и для таких разбиений х имеет 

смысл интеграл | Рдх -Ь Яду. 

л. 
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Рассмотрим интегралы | РЛх и | Рйх. Положим 

г л, 

Хі = хіі^), Уі = у{і^),Рі = Р{Хі, у^),^x^ = x^- Хі_^,і = 1, 2, ... , і,, 

= Е РА^і. 

і = 1 

Как известно (см. и. 47.2, свойство 4Р), 

Ііт а,= \РсІх. (47.83) 

N^0 " I 

Пусть далее = (х^, і/^) — вершины ломаной Л^; тогда 

\Р(іх= ^ I Р(іх. (47.84) 

л, 

с другой стороны, заметим, что (используя обозначения из 
п. 47.2) 

^ (іх = I сова с?8 = |М;_ ^М;| С 08 а = Ахр 

поэтому 

^^=ІРА^і=І I РА^- (47.85) 

‘“1 ‘ = 

Обозначим через длину ломаной Л^, через 5 — длину 

кривой Г, а через со(8; Р) — модуль непрерывности функции 

Р{х, у) на компакте Г и положим 8 = шах \М.-^М\. В си- 

* і = 1 , 2 , ... , 

лу равномерной непрерывности функций х{і) и у(і) на отрезке 
[а, Ь], будем иметь Ііт 8.^ = 0. Заметив, что, в силу определе- 

|х| —> о 

ния длины кривой, < 5, из (47.84) и (47.85) получим 
||Рсгх-а,|< ^1 I |р-Р;|сгх|< 


< со(|х|; Р) 52 |Ах;| < со(|х|; Р)і, < со(|х|; Р)5. 

і - 1 

Отсюда, в силу равномерной непрерывности функции Р{х, у) 

на множестве Г имеем Ііт ([ Рсіх — ст )= 0 и, значит, соглас- 

N^0 2. 

но (47.83), 

(47.86) 


Ііт [ Р<іх = [ Рсіх. 

І'^І ^ о л, г 

Аналогично доказывается и равенство 

Ііт [ ^с1у = [ ^сіу. 

N^4 г 


(47.87) 
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Из (47.86) и (47.87) непосредственно и следует утвержде¬ 
ние леммы, т. е. формула (47.82). □ 

Замечание. Утверждение, аналогичное лемме, спра¬ 
ведливо и для криволинейных интегралов в пространстве, 
причем доказательство пространственного случая проводится 
по той же схеме, что и для плоского. 

ТЕОРЕМА 8. Пустъ функции Р(х, у) и Я{х, у) непрерывны 

вместе со своими частными производными ^ и ^ в пло¬ 
ду дх 

ской области С. Для того чтобы криволинейный интеграл 
I Рдх 4- ^с^у при произвольно фиксированных точках Ав С и 

АВ 

Ве О не зависел от пути интегрирования АВ ^ С, необходи¬ 
мо, а если область С односвязна, то и достаточно, чтобы 

во всех точках области О выполнялось равенство ^ 

ду дх 


Доказательство необходимости. Пусть рассматри¬ 
ваемый интеграл не зависит от пути интегрирования, лежаіце- 
го в области С, а зависит только от его начальной и конечной 
точек. Тогда суіцествует функция и = и(х, у) такая, что ди = 

= Рдх -Ь ^ду, т. е. такая, что ^ = Р, ^ Так как ^ 

дх ду ду дудх 


дх 


д^и дР д^ 

И, ПО условиям теоремы, производные тг- и а сле- 
дхду ду дх 


довательно, и смешанные производные 

дР 

ны, то (см. п. 38.1) они равны, т. е. 3 - = 


дЧ 
дудх 
д_Я 
дх' 


И 


д^и 

дхду 


непрерыв- 


Доказательство достаточности. Пусть сначала Г — 
замкнутая ломаная без самопересечений, Г ^ О, и В — ограни¬ 
ченная ею конечная часть плоскости, лежаіцая в силу односвяз¬ 
ности области О в этой области: В<= О. Очевидно, функции Р и^ 

определены в замыкании В области В, поскольку В = В и Г <= С. 
Многоугольник В можно разбить на треугольники, а каждый 
треугольник является областью, элементарной относительно 
обеих координатных осей. Поэтому для области В, согласно тео¬ 
реме 1 п. 47.8, имеет место формула Грина, а так как ^ то 

ду дх 


р<іх + дау-іі{^Я-^^у„ау-о. 
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Отсюда следует, что и для любой замкнутой ломаной Г (быть 
может, самопересекаюш,ейся), лежащей в области С, также 
имеет место равенство 


\Р(іх + Я(іу = 0, (47.88) 

г+ 

поскольку любая ломаная распадается на конечное число зам¬ 
кнутых ломаных без самопересечений и отрезков, проходимых 
и в одном, и в другом направлениях. И по первым, и по вторым 
частям ломаной Г рассматриваемый интеграл равен нулю. 

Наконец, если Г = {г(і); а < і < Ь} — произвольный прос¬ 
той кусочно-гладкий контур Г ^ то при достаточно мел¬ 
ких разбиениях х = отрезка [а, Ь] ломаные с вер¬ 
шинами в точках і = О, 1, лежат в С. Поэтому, по 

доказанному, | Рсіх + ^(іу = 0. Отсюда предельным перехо- 

л, 

дом при |х| ^ о, согласно формуле (47.82), следует, что и 


I Рйх + ^(іу = 0. □ 

г 


Иногда условие ^ ^ называют критерием полного диф¬ 
ференциала в односвязной области, поскольку это условие не¬ 
обходимо и достаточно для того, чтобы выражение Рдх -Ь ^ду 
в односвязной области О являлось дифференциалом некоторой 
функции и{х, у), (х, у)е С. 

В заключение этого пункта отметим, что требование одно¬ 
связности рассматриваемой области при доказательстве до¬ 
статочности условий теоремы 7 для независимости криволи¬ 


нейного интеграла от пути интегрирования является сущест¬ 
венным и его нельзя отбросить. Подтвердим это примером. 


Пример. Р(х, у) = - 

-Ь г/ 

Легко проверить, что 

_ дР 

Эх ду 


, ^іx, у) = . 

^ х^ -Н 


(47.89) 


для всех точек плоскости, исключая начало координат (0, 0). 
При X ^ о это следует, например, из того, что 


д( агсіё^ ^ ^ х2 + у2>0; (47.90) 

\ X і Х^ -ь 1/“^ 

равенство (47.89) означает равенство смешанных вторых про¬ 
изводных функции агс1;§-. 

X 
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Таким образом, в этом случае за область О можно взять 
всю плоскость с «выколотым» началом координат: О = 
= Д^\{(0, 0)}. Область О, очевидно, не односвязна. В качестве 
замкнутого контура возьмем единичную окружность Гц = 
= {х = С08 і, У = 8ІП о < ^ < 2л}; тогда 


I Рйх + ^(іу = I 

Го Го 


-уЛх + хйу 
+ у^ 


2л 

\(іі = 2л. 
о 


Следовательно, в этом случае условия (47.89) выполнены 
и суш,ествует замкнутый контур Гц, по которому интеграл не 
равен нулю. Нетрудно убедиться, что вообш,е по любой ок¬ 
ружности Г,, радиуса г с центром в начале координат 


\Р(іx + ^(іу = 2■к. (47.91) 

Далее, каков бы ни был простой кусочно-гладкий контур 
Г, являющийся границей ограниченной области Н, содержа¬ 
щей начало координат (в этом случае говорят, что контур Г 
содержит внутри себя начало координат), для него также 

^ Р(іх -\- ^(іу = 2ті. (47.92) 

г 

Для доказательства этого возьмем окружность Г^ такого 
радиуса г, что Г^ Н; тогда Г и Г^не пересекаются. Соединив 
контуры Г и Г^ отрезками и Л 2 , как показано на рис. 81, 
получим два замкнутых контура Г^ и Г 2 , не содержащих вну¬ 
три себя начала координат и состоящих из дуг Г' и Т", ок¬ 
ружности Г^, частей Г' и Г" контура Г и отрезков и Л 2 . 

В силу условия (47.89), для 
этих контуров справедливы ра¬ 
венства 

I Р(іх + Я(іу = 0, I Р(іх + ^ёу = 0. 

Гі г^ 

Сложив эти равенства и опустив 
для краткости подынтегральные 
выражения, получим (рис. 81) 

0 =|+| = |+ |+ | + | + 

г. Гг Г'+ Г'- л| 

+ 1 +1+ і+і- 

г"+ Лг Г';- 

-І + І-І-І-І-І- 

Г'+ р-+ р'+ р-+ р+ рь 
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Рис. 82 


Отсюда, в силу (47.91), и следует (47.92). 
Более того, это равенство выполняется и в 
случае, если контур Г, обходя «один раз» 
вокруг начала координат, образует конеч¬ 
ное число «петель», не охватывающих на¬ 
чало координат (рис. 82), поскольку ин¬ 
теграл по этим петлям равен нулю. 

Если Мц— фиксированная точка рас¬ 
сматриваемой области С, МцЕ С, Ме С, 

М^М — какая-либо кривая, соединяющая 
в С точки Мц и М, то н(М) = | Рйх + ^<іу 


является уже многозначной функцией, 
значения которой определяются выбором различных путей, со¬ 
единяющих точки Мд и М. Если Гд — какая-либо фиксирован¬ 
ная кривая, соединяющая Мд и М, то все значения функции и в 
точке М задаются формулой 


н(М) = I Рйх + ^(^у + 2тт, га = О, ±1, ±2, ..., 

Го 

И каждый обход вокруг начала координат изменяет значение 
функции га(М) на величину ±2л в зависимости от направления 
обхода. 

В данном случае в этом легко убедиться и непосредствен¬ 
но: из формулы (47.90) следует, что 


X ^ У \ X 

^0 ^0 

где I Агсі^ ^1 — некоторое фиксированное значение Агсі^ 

V X 70 X 

поэтому га(М) = Агсі^ - — многозначная функция. 

Вдумчивый читатель заметил, что многие рассуждения, 
проведенные в этом примере, не зависят от конкретного вида 
функции Р и ^ и являются справедливыми всегда, когда мы 
имеем дело с одной изолированной «особой точкой», т. е. точ¬ 
кой, в которой нарушается условие (47.89). Конечно, при 
однократном «обходе» такой особой точки будет получаться 
не 2л, а, вообще говоря, какое-то другое число (может быть, 
нуль). 

Результат, аналогичный теореме 5, имеет место и когда 
Г — пространственная кривая (см. п. 52.6). 
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УПРАЖНЕНИЕ 3. Доказать формулу 


\\ѵАи<і:с<Іу = -Ц+ I 
с с » » Р+ 

где О — плоская область, для которой справедлива формула Грина, Г — 
ограничивающий ее контур, ѵ — единичная внешняя нормаль к конту¬ 
ру Г, а А — оператор Лапласа (см. п. 41.10). 


§48 

Несобственные кратные интегралы 

48.1. Основные определения 

Как и ранее для однократных интегралов, введем понятие не¬ 
собственного кратного интеграла, т. е. кратного интеграла от 
функций, которые могут быть неограниченными и определен¬ 
ными на неограниченных областях. Определение кратного не¬ 
собственного интеграла сформулируем в таком виде, что оно 
будет охватывать оба указанных случая (ср. с п. 29.1). 

Определение 1. Пусть С — открытое множество {ограни¬ 
ченное или неограниченное) в п-мерном пространстве Д”. 
Последовательность открытых множеств к = 1, 2, , 

будем называть последовательностью, монотонно исчерпы¬ 
вающей открытое множество С, если'. 

\)Ок^Ои + г, к = \,2, ... ; 

Здесь С, как всегда, обозначает замыкание (см. п. 35.2) 
множества С. 

Замечание. Мы уже встречались с понятием последо¬ 
вательности открытых измеримых по Жордану множеств моно¬ 
тонно исчерпываюіцих измеримое же (и, следовательно, огра¬ 
ниченное) открытое в Д" множество (см. замечание 3 в п. 44.6). 
Докажем, что для любого открытого множества О Д" сущест¬ 
вует монотонно исчерпывающая его последовательность изме¬ 
римых по Жордану открытых множеств. 

Если ^|^ = {х : |л;| < к} — шар радиуса ке П, а 8^ = 8^{0 П — 
совокупность всех кубов ранга к, содержащихся в множестве 
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с П то существует такая подпоследовательность после¬ 
довательности натуральных чисел, что последовательность 
открытых множеств = (Зи ) , т = 1, 2, , состоящих из 

т іпі 

внутренних точек многогранников Зи , монотонно исчерпы- 

вает множество С. Выполнение условия От ^ О^ ^ при вы¬ 
боре подпоследовательности к^ можно осуществить, выбрав 

для каждого номера т такой номер + і» ^ ^к ^ 

^ (8/г ^ + !• Номер + 1 Существует, так как рас¬ 

стояние р(8ь , дС) границы до открытого множества О до 
компакта Зи положительно, а диаметры кубов, входящих в 
многогранники з^^, стремятся к нулю при к ^ оо. Условие О = 

= у следует из того, что О = V 3/^(0). 

Определение 2. Пустъ на открытом множестве О задана 
функция / {ограниченная или неограниченная), интегрируе¬ 
мая по Риману на любом измеримом по Жордану открытом 

множестве В таком, что В ^ О. Функция / называется ин¬ 
тегрируемой в несобственном смысле на открытом множе¬ 
стве С, если для любой последовательности открытых изме¬ 
римых по Жордану множеств к = \, 2, ... , монотонно ис¬ 
черпывающей множество С, существует предел 
не зависящий от выбора указанной последовательности 
к = 1,2, ... . 

Этот предел называется несобственным интегралом 
от функции / по открытому множеству О и обозначается 
через \/дО, или, более подробно, 

Я-Ііях, , Х2, ... , х^)дх^дх2 ... дх^. 

О 

Таким образом, 

\иО= \іт^иО^. (48.1) 

Если интеграл \ /дО существует, то говорят также, 
что он сходится, а в противном случае — что он расхо¬ 
дится. 

Следует заметить, что в случае га = 1 данное здесь опреде¬ 
ление несобственного интеграла не эквивалентно определению 
несобственного интеграла от функции одного переменного, 
данного в § 29. Это связано не только с терминами, в которых 
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формируются определения (там несобственным интегралом 
называлась определенного вида функция), а прежде всего с 
тем, что в указанном параграфе мы в качестве множеств 
брали лишь интервалы, т. е. одномерные открытые измери¬ 
мые множества весьма специального вида. Поэтому введенное 
в настояіцем параграфе понятие несобственного интеграла 
(48.1) будем применять только в случае /г > 2, сохранив для 
случая п = 1 прежнее понятие несобственного интеграла. 

Если открытое множество О измеримо по Жордану и 
функция / интегрируема на О, то несобственный интеграл от 
функции / совпадает с обычным интегралом Римана; это сле¬ 
дует из полной аддитивности интеграла Римана (см. п. 44.6). 

Определение (48.1) позволяет перенести на несобственные 
интегралы ряд свойств собственных интегралов: аддитив¬ 
ность интеграла по множествам, линейность интеграла, ин¬ 
тегрирование неравенств, сведение кратного интеграла к по¬ 
вторному, формулу замены переменного и др. 

Например, если х = Р(и) — непрерывно дифференцируе¬ 
мое взаимно-однозначное отображение открытого множества 
В ^ і?" на открытое множество О Д” и якобиан ^{и) этого 
отображения нигде не обраіцается в нуль на В, то для любой 
непрерывной на О функции / справедлива формула замены 
переменного в интеграле: 

\тсіО = иШи))\Ли)\аВ. 

Доказать это можно точно так же, как доказана теорема 2 
в п. 46.2; следует только вместо полной аддитивности интег¬ 
рала использовать определение (48.1). 

Используя аддитивность несобственного кратного интегра¬ 
ла по множествам интегрирования, определение (48.1) можно 
переписать в другом эквивалентном виде. Замечая, что для из¬ 
меримого открытого множества О справедливо равенство 

\то-\то=\то\Оо), 

можно сказать, что интеграл \і(іО сходится тогда и только тог¬ 
да, когда для любой последовательности измеримых откры¬ 
тых множеств /г = 1, 2, ... , монотонно исчерпываюіцей 

множество С, суш;ествуют интегралы | /ё{0\Сіг) и 

Ііш 1М(С\Ск) = 0. (48.2) 

к^°о 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать формулу (48.2); в частности, показать, что 
интегралы 1/й(? и 1/й((?\Оо) одновременно сходятся или расходятся. 
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48.2. Несобственные интегралы 
от неотрицательных функций 

ТЕОРЕМА 1. Пустъ функция / неотрицательна на откры¬ 
том множестве С Д". Тогда, какова бы ни была последова¬ 
тельность {Сі^ открытых измеримых по Жордану мно¬ 
жеств 0)^, монотонно исчерпывающих множество О, предел 

\іт^^(x)д^, (48.3) 

конечный или равный +оо, всегда существует и не зависит 
от выбора указанной последовательности {С^}. 

Если он конечен, то интеграл \^{х)дО существует и, следо¬ 
вательно, предел (48.3) равен этому интегралу, если же пре¬ 
дел (48.3) бесконечен, то интеграл ]^{х)дС не существует. 

В последнем случае пишут \^{х)дС = -І-оо. Это оправдыва¬ 
ется тем, что, в силу сформулированной теоремы, для любой 
другой последовательности {4)^^} открытых измеримых мно¬ 
жеств монотонно исчерпывающих множеств Ѳ, также 
имеем ^іт \^{х)дС^ = 4-°°. 

Д О к а 3 а т е л ь с т в о. Пусть 0^^, к = \, 2, ... ,— последова¬ 
тельность измеримых открытых множеств, монотонно исчер¬ 
пывающая открытое множество С. Тогда, согласно определе¬ 
нию такой последовательности, а так как / > О, то 

+ = ... , и, следовательно, всегда сущест¬ 
вует конечный или бесконечный предел Ин^ ^ 

Пусть теперь /г = 1, 2, ... , — какая-либо другая после¬ 
довательность измеримых множеств, монотонно исчерпываю¬ 
щая открытое множество С. В силу доказанного выше, су¬ 
ществует конечный или бесконечный предел Иш = І 2 . 

Покажем, что , 

І^ = І2. (48.4) 

Для любого фиксированного элемента первой последо¬ 
вательности существует номер к^ = к^(к) такой, что 

(48.5) 

В самом деле, — измеримое и, следовательно, ограни¬ 
ченное множество, поэтому его замыкание также ограни¬ 
чено, т. е. является компактом. В силу этого, существование 

такого номера к^, что имеет место включение ^ Сй, 
вытекает из леммы Гейне—Бореля (см. п. 35.3), так как 
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система множеств образует открытое покрытие компакта 

Сгд, и, следовательно, из него можно выделить конечное 
покрытие {Ві, В 2 , , В)^ }. Ясно, что, в силу включений В^ 

с 1)2 ^ ... -^Ад’ выполняется включение (48.5). 

Теперь заметим, что, в силу условия / > О, из включения 
(48.5) вытекает, что Но, очевидно, ^ -^ 2 ’ 

поэтому при любом к = 1, 2, < І 2 - Перейдя в этом 

неравенстве к пределу при к ^ оо, получим < І 2 . 

Подобным же образом доказывается и неравенство /і > І2. □ 

Пример. Рассмотрим интеграл 7 = 11 ~ У^сіхсіу. Поло¬ 

вѣ 

жим = {(х, у) : < к^), к = 1, 2, ... . Эта последователь¬ 

ность является последовательностью открытых квадрируе¬ 
мых множеств (в данном случае просто кругов), монотонно ис- 
черпываюіцей всю плоскость К^. 

Пусть 7;^ = 11 ~ У йхйу. Перейдем к полярным коорди¬ 

натам: 

9 2 п к 2 ^ 

7^ = [ I е '■ г(іг<іц) = I с?ф| е^'' гсіг = -2л^ = л(1 - ). 

0 0 о 

Отсюда, согласно определению (48.1), 

Формула (48.6) позволяет найти величину интеграла 

+ 00 

I ах, 

— со 

называемого интегралом Пуассона* и часто встречаюш,егося в 
приложениях. Действительно, обозначая через В^^ квадрат 
{(х, уУ. |х| < к, \у\ к}, к= 1, 2, ... , и, применив к интегралу по В/^ 

2 2 

от функции ~ У формулу сведения кратного интеграла к 
повторному (см. п. 45.1), получим 

I = \ \ ~ ѵ^(іх(іу = Ит \ I ~ У^сіхсіу = 

= ^Ііп^ I ® ~ У^(іх(іу = ^Ин^ 1I е^У^ (іу = 

-к -к -к -к -к 

г К 9 л2 /+“ 9 л2 

= Ит ( I ах ] = ( | ах 1 . 

Й -> оо V ^ -оо 

* С. Пуассон (1781 —1840) — французский физик и математик. 
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Поэтому из (48.6) сразу следует, что 

+ О0 

I ах = 7л. 

—со 

ТЕОРЕМА 2 (признаксравнения). Пустъ на открытом мно¬ 
жестве С выполняются неравенства О < Кх) ^ ^(х), ХЕ (?. 
Тогда из сходимости интеграла \§(х)дО следует сходи¬ 
мость интеграла \^{х)дѲ, а из расходимости интеграла 
\^{х)дС следует расходимость интеграла 1§(х)дО. 

Эта теорема доказывается аналогично подобной теореме в 
одномерном случае (см. п. 29.3). 

В качестве примеров и эталонов для сравнения с другими 
интегралами рассмотрим интегралы 

7-4 ах^... ах, ^ 

п^ + --- + -^>1(7^? + - + ^1)“ 

[•••[ ах„ ^ (48.8) 

Первый интеграл берется по внешности единичного шара; 
второй — по самому шару. 

Для исследования этих интегралов удобно ввести сфериче¬ 
ские координаты р, ф^, ... , ф^ _ ^ в п-мерном пространстве. 
Они вводятся по формулам 


Х^ = рс 08 ф „_1 С 08 ф„_ 2 -' 

.. СО 8 Ф 2 С08ф^, 

Х 2 = рС08ф„_іС08ф„_2-' 

.. СО 8 Ф 2 8 ІПф^, 

Хз = рС08ф„_іС08ф„_2-' 

.. С08фз 8 ІПФ 2 , 

X; = рС08 ф„ _ 1 ... С08 ф; 8 ІП ф;_ 1, 

Х„ = р 8 ІП ф„_і. 


оо, 0 < фі < 2 л, -5 < ф. 

<|, і = 2 , 3, 


(48.9) 


где 


С помош;ью этих формул декартовым координатам х-^, ... , х„ 
точки пространства сопоставляются сферические координаты 
р, ф^, ... , фд _ ^ и обратно. При этом следует иметь в виду, что, 
подобно полярным координатам на плоскости, здесь не су- 
ш,ествует полного взаимно-однозначного соответствия между 
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множествами п чисел {х^, ... , х^) и (р, ф^, ... , ф^ _ ^). Отметим, 
что р = + ... + х^. 

Элементарными, но несколько громоздкими вычисления¬ 
ми, которые не будем здесь приводить, можно показать, что 
якобиан этого преобразования имеет вид 


д(х^, ^ 2 , ... , Хд) _ „ _ 

Э(р, Фі, ... , ф„_і) 

Положим для краткости 


С08 Фз С08^ Фз • • • С08” ^ф„ - і • 


Ф(ф2, ... , ф„ _ і) = С08Фз С082фз ... С08" ^ф^ _ і. 


Легко убедиться, что Ф(Фз, ... , ф„ _ > О и что 

2ж л:/2 л:/2 

с = I I ... I Ф(фз, ... ,ф„_і)(іфі...(іф„_і>0. 

о -7 і/2 -71/2 

Это сразу следует из следствия свойства 9® кратных интег¬ 
ралов в п. 44.6. 

Исследуем теперь сходимость интеграла (48.7). В качест¬ 
ве последовательности открытых измеримых множеств 
к = 1 , 2 , ... , монотонно исчерпываюіцей внешность единич¬ 
ного шара возьмем последовательность множеств 


0^ = \х = (р, фі, ... , ф„_;^): 1 -Ь і < р < й|, й = 1, 2, ... . 
Перейдя к сферическим координатам, получим 

|- ■■■ _ 

{^ХІ + ... + х 2 )“ 

к 2% 71/2 71/2 

= I I I ••• I Ф(Ф2’ ••• - Ф„-і)Ф^Фі ••• Сгф„-1 = 

1 + 1/й о -71/2 -7Г/2 

к 

= С I р"“^““ф. 

1 + 1/к 

Таким образом, вопрос о сходимости интеграла (48.7) свел- 

-Ьсо 

ся к сходимости интеграла | р” “ ^ “ “с?р, который, как извест- 

1 

но (см. п. 33.3), сходится при п — 1 — а < — 1, т. е. при а > п, 
и расходится при а < /г. Итак, доказана следующая лемма. 
ЛЕММА Л. Интеграл (48.7) сходится, если а больше размер¬ 
ности пространства, и расходится в противном случае. 

Рассмотрим теперь интеграл (48.8). Положив 




^ (р» Фі> ••• ’ Фп 
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получим 



. гіхі, ... ,сгх„ 


0^ (7^1 + ••• +л:2)“ = 

- 1/к2п п/2 

п/2 

ІИ- 

• I Р"“^““Ф(Ф2— - Ф«-і)Ф^Фі ••• ^Фп-1 

\/к 0 -п/2 

-п/2 


1 - 1/к 


= с 1 “ф. 


І/А 


Таким образом, вопрос о сходимости интеграла (48.8) свел- 

1 

ся к сходимости интеграла | р” “ ^ “ “с?р. Этот интеграл, как из- 

0 

вестно, сходится, если п — 1 — а> — 1 , т. е. если а < п, и рас¬ 
ходится в противном случае. Полученный результат сформу¬ 
лируем снова в виде леммы. 

ЛЕММА 2. Интеграл (48.8) сходится, если а меньше размер¬ 
ности пространства, и расходится в противном случае. 

Подобно одномерному случаю (см. п. 29.3), с помоіцью ин¬ 
тегралов (48.7) и (48.8) можно сформулировать критерии схо¬ 
димости несобственных кратных интегралов, однако мы не 
будем на этом подробно останавливаться. 

48.3. Несобственные интегралы от функций, меняющих знак 

Определение 3. Несобственный интеграл //<7(7 называется 
абсолютно сходящимся, если сходится интеграл Л/|с?С. 

Для изучения абсолютной сходимости интеграла от функ¬ 
ции /(х) будут полезны функции 

у [/(х), если /(х) > 0 , / [ -/(х), если /(х) < 0 , 

ІО, если/(х)<0; 1 0, если/(х) > 0. 

Легко видеть, что 

/+ = ^, /- = ^, (48.10) 

о </Дх) < |Ях)|, о </Дх) < |/(х)|, (48.11) 

Ах) =/+(х)-/_(х), |Ял:)| =/Дх)-Ь/Дх). (48.12) 

Из формул (48.10) следует, что если функция / интегриру¬ 
ема по Риману на некоторой измеримой по Жордану области, 
то и функции и /_ интегрируемы по Риману на этой облас- 
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ти; из первой формулы (48.12) следует обратное утвержде¬ 
ние. Поэтому из (48.10)—(48.12) следует, что интеграл //сіС' 
абсолютно сходится тогда и только тогда, когда сходят¬ 
ся интегралы и \і_дѲ. 

Как и в случае несобственных интегралов от функции од¬ 
ного переменного, из абсолютной сходимости кратного интег¬ 
рала следует его сходимость (при этом, конечно, рассматри¬ 
ваются только такие функции, которые интегрируемы на 
каждом открытом измеримом множестве, содержащемся 
вместе со своим замыканием в открытом множестве, по кото¬ 
рому производится интегрирование). Это сразу получается на 
основании формул (48.11), первой формулы (48.12) и из тео¬ 
ремы 2 настоящего параграфа (см. п. 48.2). Однако для крат¬ 
ных несобственных интегралов справедлива и обратная тео¬ 
рема. 

ТЕОРЕМА 3. Если кратный интеграл \^дО (п > 2) сходит¬ 
ся, то он и абсолютно сходится. 

Эта неожиданная на первый взгляд теорема связана с от¬ 
личием определения несобственных интегралов от функции 
одного из п переменных (га > 1), указанных в начале этого па¬ 
раграфа*. 

Доказательство теоремы. Пусть интеграл \^дО абсо¬ 
лютно расходится, т. е. для некоторой (значит, и для всякой, см. 
теорему 1 в п. 48.2) последовательности открытых измеримых 
по Жордану множеств к = \, 2, , монотонно исчерпываю¬ 
щей открытое множество С, имеем ^Ин^ = +°°- Без огра¬ 

ничения общности (переходя, если надо, к подпоследовательнос¬ 
ти) можно предполагать, что 

Л/'|сгС, + і>ЗЛ/-|сгС^ + 2/г, /г = 1,2,.... (48.13) 


* Отметим, однако, что можно было бы и в га-мерном случае получить 
ту же связь между сходимостью и абсолютной сходимостью интеграла, 
что и в одномерном случае, если соответствующим образом ввести опре¬ 
деление несобственного га-кратного интеграла. Например, в случае ин¬ 
тегралов по всему пространству для этого достаточно в определении ин¬ 
теграла в качестве элементов монотонно исчерпывающей последователь¬ 
ности брать только /г-мерные шары с центром в начале координат. 
Впрочем, если применить к одномерному интегралу определение несоб¬ 
ственного интеграла, данное в п. 48.1, и понимать одномерный интеграл 
Римана в смысле § 44, то теорема 3 вместе с ее доказательством будет 
справедливой и при га = 1. 
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Пусть ^ тогда — открытое измеримое мно¬ 
жество, и так как ^ ^ то (см. рис. 221) С ^ ^ I) 

С і^п 

1\Г\ао,^, = 1\Г\аА, + 1\г\ас,. 

Отсюда, в силу неравенства (48.13), 1\/\<іАі^ > + 2к. Ис¬ 

пользуя вторую формулу (48.12), получим 

\і^<ІА^ + \^_(ІА,>2М<іО, + 2к. 

Пусть для определенности > //'_с?А^^; тогда 

2\и(іА, > /МА, + /МА, > 2\\ти + 2й 


и, следовательно, 

\ис1А,>МаС, + к. (48.14) 

Нашей целью является получение неравенства подобного 
типа не для функции /+, а для функции /. Для этого, каза¬ 
лось бы, можно просто отбросить точки, в которых функция 
обраш;ается в нуль; тогда на оставшемся множестве мы 
имели бы / = /^. Однако получившееся множество может, во¬ 
обще говоря, оказаться неизмеримым, а поэтому мы будем 
действовать обходным путем. 

Из неравенства (48.14) следует, что при любом достаточно 

мелком разбиении х = множества А, (см. п. 44.3) для 

любой интегральной суммы Римана имеем 


5:> /І/Ис, + й, і = і,2. 


ч- 


і - 1 

Выберем указанное разбиение х открытого измеримого мно¬ 
жества А, таким, чтобы все элементы Е^ этого разбиения, 
имеющие положительную меру, также были открытыми из¬ 
меримыми по Жордану множествами. Обозначим через Е* те 
множества положительной меры Е^еx, для которых /’ф(^) > О 
во всех точках ^€.Е^. Пусть х* = {Е*}. Выбрав для тех -Е^йх*, 
у которых \x,Е^ > О, точки так, что = О, получим 


і:'/ДУрЕ;>/|/|с/0, + й, (48.15) 

і 

где (а также и в дальнейшем) знак «штрих» у суммы означает, 
что суммирование распространяется только на те индексы і. 
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для которых = Е*. Положим = 1)'Е* 
(см. рис. 83). Очевидно, что Б^^ — открытое 
измеримое множество, лежащее в множест¬ 
ве Аі^, а X* = {Е*} является его разбиени¬ 
ем. На множестве имеем /^ > О и, сле¬ 
довательно, /+ = /. Из неравенства (48.15) 

следует, что для нижней суммы Дарбу 8* 
функции У на множестве справедливо 

неравенство 8** > Отсюда при |х| - 

имеем, что 

1Гс1В,>1\Г\с10, + к. 

Заметим, что / > -|/| и, следовательно. 

Сложив неравенства (48.16) и (48.17), получим 

\тв,+\то,>к. 



Рис. 83 
О, очевидно, 

(48.16) 

(48.17) 

(48.18) 


Пусть Б;, = Б^ и й = 1, 2, 
измеримое множество и 


Очевидно, Ву — открытое 


^ ^ + 1’ ^ 2, 


(48.19) 


в силу того что множества Б^^ и 0/^ не пересекаются (так как не 
пересекаются множества и из (48.18), имеем ІМВи > к, 
откуда 

Ііт^\МВк = +°°- (48.20) 

Из включения (48.19) следует, что множества к = 1, 2, ... , 
образуют последовательность измеримых открытых мно¬ 
жеств, монотонно исчерпывающую открытое множество О, 
так как таковой являлась заданная последовательность 
к = 1, 2, ... , поэтому равенство (48.20) означает, что интеграл 
/ расходится. □ 

Итак, для кратных интегралов сходимость несобственного 
интеграла //(іб? эквивалентна его абсолютной сходимости. 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Заменив в определении кратного несобственного ин¬ 
теграла всюду открытые множества областями (в частности, рассматри¬ 
вая только монотонно исчерпывающие данную область последователь¬ 
ности, состоящие только из измеримых областей), показать, что и при 
таком «более узком» определении кратного несобственного интеграла со¬ 
храняется аналог теоремы 3. 
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§49 


Некоторые геометричеокие и физические 
приложения кратных интегралов 

49.1. Вычисление площадей и объемов 

Пусть Е — измеримое множество в і?". Как известно (см. 
и. 44.6), 

^Е = І(ІЕ. (49.1) 

Таким образом, с помощью га-кратного интеграла можно вычис¬ 
лять меру измеримых множеств в /г-мерном пространстве (пло¬ 
щадь — в двухмерном, объем — в трехмерном). Если п-крат- 
ный интеграл (49.1) можно свести к повторному (см. § 45), то 
вычисление меры измеримого множества Е га-мерного про¬ 
странства сведется к вычислению (п - 1)-кратного интеграла. 

Пусть, например, В — открытое измеримое множество 
в (га - 1)-мерном пространстве и ... 

... , _ ^) — неотрицательная функция, определенная и непре¬ 

рывная на замыкании В множества В, а 
0 = {х = (Хі, ... , х^; (Хі, ... , х„_і)еП, О < < /(х^, ... , х„_і)} 

(таким образом, О является га-мерным аналогом криволиней¬ 
ной плоской трапеции, рассмотренной нами в п. 28.1). Тогда 

. ^„-і) 

ІіС = 1<ІС = 1(1В I <іх^ = , х^ _{}ёВ, 

О 

т. е. 

п - Іраз 

цС = • I /(х^, ... , Х„_і)с(Хі ... с(х„_і. 

в 

Меру произвольных (не обязательно измеримых по Жор¬ 
дану), в частности неограниченных, открытых множеств про¬ 
странства Д", га > 2, если ее понимать в смысле определения 
п. 27.1 и 27.2, т. е. как нижнюю меру Жордана ц*, можно вы¬ 
числить с помощью несобственных интегралов. Действитель¬ 
но, пусть С — произвольное открытое множество в Д" и 
к = 1, 2, ... , — последовательность открытых измеримых мно¬ 
жеств, монотонно исчерпывающих множество О (см. п. 48.1). 
Тогда, как известно (см. п. 27.2), Іін^ \іСі^ = ц*(7. Но, в силу 

(49.1), поэтому ц*(7 = 
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По определению же кратного несобственного интеграла, 
Ііт \(іОу = \(іО. Таким образом, 

й ^ оо в 

= \(іО, 

где интеграл в правой части равенства понимается, вообще го¬ 
воря (а именно: если (? не является измеримой областью), как 
несобственный. 

Напомним, что для вычисления объемов тел часто оказы¬ 
вается удобным метод сечений (см. формулу (45.38)). 

49.2. Физические приложения кратных интегралов 

С помощью кратных интегралов можно вычислить различные 
физические величины: массу и заряд тела, центр тяжести, мо¬ 
мент инерции, поток жидкости. 

Найдем в качестве примера центр тяжести плоской фигу¬ 
ры. Пусть в некоторой квадрируемой области О, расположен¬ 
ной в первом координатном квадрате, т. е. в множестве точек 
(х, у), в которых X > О, у > О, распределена некоторая мас¬ 
са, вообще говоря, с переменной поверхностной плотностью 

р (х, у), т. е. на замыкании О области С задана некоторая не¬ 
отрицательная и непрерывная функция р(х, у). Область С с 
распределенной в ней массой будем называть фигурой 8, а ве¬ 
личину 

М= ||р(х, у)с?х с^у (49.2) 

о 

— ее массой. Если р(х, у) — не тождественный нуль, то М > 0. 

Определим и найдем центр тяжести фигуры 5. Возьмем 
какое-либо разбиение х = {О;}, і = 1, 2, ... , к, области С (см. 
п. 44.3). Множество О; с распределенной в нем массой плот¬ 
ности р(х, у), (х, у)е О;, назовем фигурой 5;. Выберем по неко¬ 
торой точке (^;, гі;)е С^. Величину = р(^;, гі;)р,0; назовем при¬ 
ближенным значением массы фигуры (естественность та¬ 
кого названия следует из формулы (49.2)). Величины же 
и т^{\^ назовем приближенными значениями статистических 
моментов фигуры 8^ і = 1, 2 , ... , к, соответственно относи¬ 
тельно координатных осей Оу и Ох (естественность этого на¬ 
звания следует из того, что статическими моментами матери¬ 
альной точки массы т с координатами (х, у) относительно 
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осей Ох и Оу называются величины ту и тх, см. и. 28.6). 
Наконец величины 


І = 1 І = 1 


(49.3) 


назовем приближенными статическими х-моментами фигуры 
5 относительно осей Ох и Оу, а их пределы при |х| ^ О 

Ит 5^(х) = 8 ^, Ііт 5 (х) = 5 

|т| ^ О |х| ^ О ^ ^ 

— статическими моментами фигуры 8 относительно осей 
Ох и Оу. Эти пределы при сделанных предположениях су- 
ш,ествуют. Действительно, из формул (49.3) видно, что 5^(х) и 
5^(х) являются интегральными суммами Римана для функций 


ур(х, у) и хр{х, у), поэтому 

У)с1х(1у, 8у = \\х^{х, у)(1х(1у. 


(49.4) 


Определение 1. Точка (Хц, Уо) называется центром тяжести 
{центром масс, центром инерции) фигуры 8, если статиче¬ 
ские моменты относительно координатных осей матери¬ 
альной точки массы М, равной массе всей фигуры 8 и нахо¬ 
дящейся в точке (Хр, уц), равны соответствующим стати¬ 
ческим моментам фигуры 8, т. е. если Мх^ = 8у, Му^ = 8^. 

Из формул (49.2) и (49.4) получаем 

||хр(х, у)йхйу ^^ур(х, у)ахау 

= 5 _, = 5 _. 

||р(х, г/)сгхйг/ ’ ||р(х, г/)йхсгг/ 

в о 

УПРАЖНЕНИЕ. Доказать, что центр тяжести фигуры не зависит от вы¬ 
бора системы координат. 

В качестве примера рассмотрим «криволинейную трапе¬ 
цию» О, порожденную графиками непрерывных неотрица¬ 
тельных функций /(х) и §{х), о < ^(х) < ^^{x), а < X < &: 

О = {(х, у) : а < X <Ь, §{х) < у < Д^:)}. 

Пусть р(х, у) = 1. Так как ||с?хс?у = рС, то 

е 

. .6 ({X) ь 

Хо = — хдхду = — [ хдх [ ду = — \ [/(х) - §(х)]хдх, 

Лх) 

. Ь Пх) .6 

Уо = ^Цу^іхду =^]ах \ уду = ^] [/2(х) - §Чх)]дх, 
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отсюда 


ь ъ 

2'ку^\і0 = л| р(х)(іх - 7і| §\х)(іх. 

а а 

Здесь в правой части равенства стоит объем тела, полученно¬ 
го вращением криволинейной трапеции О вокруг оси Ох. Мы 
пришли ко второй теореме Гульдина. 

ТЕОРЕМА (теорема Гульдина). Объем тела, полученного 
вращением плоской фигуры вокруг не пересекающей ее оси, 
равен произведению площади этой фигуры на длину окруж¬ 
ности, описанной центром тяжести фигуры. 

Пример. Вычислим с помощью второй теоремы Гульдина 
объем тора полученного вращением круга {х - а)^ + ^ г^‘, 

О < г < а, вокруг оси Оу. цѲ = 2ла • = 2л^а?^. 


§50 

Элементы теории поверхностей 

50.1. Векторные функции нескольких переменных 

Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная систе¬ 
ма координат и, ѵ, множество X л каждой точке М = 

= {и, ѵ)еХ поставлен в соответствие вектор г(М) = г(и, ѵ)е К^. 
Такие функции называются векторными функциями двух пе¬ 
ременных и, V. 

Аналогично случаю векторной функции одной переменной 
(см. § 15) для них вводятся понятия предела, непрерывности, 
дифференцируемости. Это было уже сделано раньше в § 36 и 
§ 41 даже в более общем случае отображений ф. Е ^ Д"*, Е ^ Д". 
Напомним эти понятия в тех обозначениях, которые будут 
здесь употребляться для случая функций г(и, ѵ). 

Вектор а называется пределом при {и, ѵ) —>■ (Цр, Пц) вектор¬ 
ной функции г{и, ѵ), заданной на множестве Е если для 

любого е > о существует такое 8 > 0, что для всех (и, ѵ)еЕ, 
для которых \и — и^\ < 8, |і; - ПцІ < 8, выполняется неравенство 
\г(и, п) — а| < е. В этом случае пишут 

Иш г{и, ѵ) = а. 

(и, Ѵ) (Ыд, Ѵд) 

Функция г(и, ѵ) называется непрерывной в точке (и^, Цр), 
если 

Иш г(и, ѵ) = г(по, По). 

(и, Ѵ)^{ид, Уд) 
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Если функция г(и, ѵ) определена в окрестности точки 
(цр, Оо)’ 'Г® частная производная ^ в этой точке опре¬ 
деляется равенством 


^ ^’о) _ <іг(и, Со) 


Ъи 


сіи 


Аналогично определяются и другие частные производные 
первого и высших порядков. При этом легко убедиться (см. 
п. 15.1), что если в пространстве введена декартова прямо¬ 
угольная система координат х, у, 2 и г (и, ѵ) = (х(н, ѵ), у(и, ѵ), 
2 (и, о)), функции х(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 {и, ѵ) называются коорди¬ 
натными функциями, то 


Э"г(ц, с) _ ^ Э"х(ц, у) д'^у{и, ѵ) Э"г(ц, ѵ) 'л ^ = 0 ^ ^ 

ѵЭи*Эі)" “ Эи*Эі)" “ / ’ ’ ’ 

Векторная функция г {и, ѵ) называется дифференцируе¬ 
мой в точке {и^, ѵ^), если суіцествуют такие постоянные век¬ 
торы а и Ь, что 

Аг = г(и, ѵ) - г(и^, Кц) = аАи -Ь ЪАѵ -Ь е(Ан, Аі;)р, 


1іт^е(Аи, Ак) = 0, Аи = и - и^, Ао = о - Кц, р = ^Аи^ -Ь Аѵ^. 

Аналогично скалярному случаю легко убедиться, что в 
Эг(ио, ѵф , Эг(ио, ѵ^) 

этом случае а = —Ъ = -^ и, таким образом (опу- 

аи дѵ 

скаем обозначения аргумента), 

Аг = ^ди -Ь -Ь ер, 
ди дѵ 


(50.1) 


функция 


Ііт 8 = 0, ди Аи, дѵ '=^ Аѵ. 

р^О 

дг = ^ди 4- ^дѵ 
ди дѵ 


(50.2) 


называется дифференциалом дифференцируемой функции 
г(и, ѵ) в данной точке. Из формул (50.1) и (50.2) следует, что 


Аг = дг ер, Ііт е = 0. 

р^О 

Подобно скалярному случаю для векторной функции г(и, ѵ), 
имеюіцей в окрестности точки (ид, Ѵд) непрерывные частные 
производные до порядка п включительно, имеет место формула 
Тейлора 

г(и, ѵ)= ^ ^д^г(ид, Ѵд) -Ь о(р"), р ^ 0, (50.3) 

к = 0^' 
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где 


Уд) = [(Іи^ + сгі>Ау*Ѵ(ио, г>о)’ 
о(р") г{Аи, Ау)р", Ііт г{Аи, Аѵ) = 0. 

р^О 

Формулу Тейлора для векторной функции можно полу¬ 
чить, использовав разложение по формуле Тейлора коорди¬ 
натных векторных функций или непосредственно, рассуждая 
по аналогии со скалярным случаем. 

Если вектор г(и, ѵ)еК^ рассматривать как радиус-вектор, 
то векторная функция г(и, ѵ) задает отображение множества 
Е, на котором она задана, в пространство К^: каждой точке 
(и, ѵ)еЕ она ставит в соответствие точку г(и, ѵ) — конец ра¬ 
диуса-вектора г(и, ѵ). 

50.2. Элементарные поверхности 

Будем рассматривать отображения плоских областей и их за¬ 
мыканий (напомним, что замыкание области называется зам¬ 
кнутой областью) в пространство К^. Области будем обозна¬ 
чать, как правило, буквой Е*, а их границу, как обычно, ЭО. 
Определение 1. Элелгентаркой поверхностью называется не¬ 
прерывное отображение 

(50.4) 

замыкания В плоской области В в пространство К^, а образ 

/ {В) множества В в пространстве при рассматриваемом 
отображении — носителем этой поверхности. 

Таким образом, _ 

КМ)^К^, МеВ^К^. 

Подчеркнем, что при определении элементарной поверх¬ 
ности не предполагается, что отображение (50.4) является 
взаимно-однозначным. Точка носителя поверхности (50.4), в 
которую отображаются по крайней мере две точки замыка¬ 
ния В области В, называется кратной точкой поверхности 
(50.4) или ее точкой самопересечения. 

Таким образом, если точка Р является кратной точкой по¬ 
верхности (50.4), то суіцествуют по крайней мере две такие 

точки М^Е Ві и М 2 ^В, что /(М^) = /{М 2 ) = Р. 


* От англ, сіотаіп — область. 
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Если элементарная поверхность (50.4) не имеет кратных 
точек, т. е. отображение (50.4) взаимно-однозначно отобра¬ 
жает замыкание В области В в пространство К^, то элемен¬ 
тарная поверхность называется простой. 

В дальнейшем на плоскости всегда будет введена пря¬ 
моугольная система координат, например и, ѵ. В этом случае 
будем употреблять следуюш;ие обозначения: 

г (к, н) =Ѵ(М), М = (и,ѵ). (50.5) 

Тем самым отображение (50.4) будет записываться в виде 

г{и,ѵ)еЕ^, (и,ѵ)еВ, (50.6) 

или в векторной форме 

г(и,ѵ)еК^, (и,ѵ)еВ, (50.7) 

(г(и, к) — конец радиуса-вектора г(и, к)). При такой записи 
элементарной поверхности переменные и, ѵ называются коор¬ 
динатами поверхности, или ее параметрами. 

Если в пространстве задана прямоугольная система ко¬ 
ординат (иногда будем выбирать ее специальным образом, ис¬ 
ходя из целей, которые ставятся при изучении элементарной 
поверхности), то отображение (50.4) можно записать в коор¬ 
динатном виде: 

X = х{и, ѵ), у = у(и,ѵ), 2 = 2(и,ѵ), {и,ѵ)еВ, (50.8) 

где 

(5^5) ^ 

Отображения (50.4), (50.6) и (50.8) называются представ¬ 
лениями элементарной поверхности. 

Если за параметры кин поверхности можно взять две ка¬ 
кие-либо координаты пространства К^, например л: и г/, то 

отображение (50.8) можно записать так: 2 = /(х, у), {х, у)еВ; 
здесь X = и, у = V, 2 = /(х, у). Такое задание элементарной по¬ 
верхности называется явным. 

Ясно, что элементарная поверхность, имеюш;ая явное зада¬ 
ние, является простой элементарной поверхностью. 

В дальнейшем будут изучаться прежде всего дифференци¬ 
альные свойства поверхностей определенных классов, состоя- 
ш,их из «достаточно гладких», т. е. достаточное число раз непре¬ 
рывно дифференцируемых поверхностей. Поэтому определим 
понятие п раз непрерывно дифференцируемой элементарной по¬ 
верхности. 
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Элементарная поверхность (50.4) называется п раз непре¬ 
рывно дифференцируемой, если векторная функция (50.7) 
или, что равносильно, координатные функции (50.8), задаю- 
ш,ие отображение (50.4), п раз непрерывно дифференцируемы 

на замыкании В области В. 

Напомним, что непрерывность частных производных в за¬ 
мыкании В области В понимается в смысле существования 
непрерывного продолжения этих производных с области В на 
ее границу дВ (см. п. 39.3). В случае если в некоторой точке 
границы какая-либо частная производная, быть может, одно¬ 
сторонняя, существует в обычном смысле, то ее значение сов¬ 
падает с указанным непрерывным продолжением (см. там же 
упражнение 1). 

Пример. Для элементарной бесконечно непрерывно 
дифференцируемой поверхности, заданной отображением 

X = К С08\|/ С08 ф, I/ = Д С08 \|/ 8ІП ф, 2 = Д 8ІП \|/, 

0<Ф< 2 л, 

ее носителем является сфера с центром в начале координат и 
радиусом Д. Весь меридиан ф = 0 этой сферы состоит из крат¬ 
ных точек. 

Иногда термин «элементарная поверхность» (в случаях, 
где это не может привести к недоразумению) употребляется и 
в смысле «носитель элементарной поверхности». 

50.3. Эквивалентные элементарные поверхности. 
Параметрически заданные поверхности 

Если вспомнить определение кривой (см. п. 16.1 и 16.2), то 
понятие элементарной поверхности окажется аналогичным 
понятию пути. Кривая определялась как класс в определен¬ 
ном смысле эквивалентных путей. Подобным же образом есте¬ 
ственно считать некоторые элементарные поверхности экви¬ 
валентными между собой и определить поверхность как класс 
эквивалентных элементарных поверхностей. 

Определение 2. Элементарная поверхность 

Г(М)еК^, МеВ (50.9) 

называется эквивалентной элементарной поверхности 

/1(М)ЕД^ МеДі (50.10) 
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{здесь О и — плоские области), если существует такое го- 
меоморфное {см. определение 5 в п. 36.7) отображение Р зам¬ 
кнутой области В на замкнутую область Ві, при котором 
внутренние точки переходят во внутренние, а граничные — 
в граничные {т. е. В отображается на В^, а дВ — на дВ^), и 

для каждой точки Ме В выполняется равенство 

Г{М) = Г,{Р{М)), (50.11) 

т. е. / = /^ ° Р. 

В этом случае Р называется отображением, осуществляю- 
ш,им эквивалентность элементарной поверхности (50.9) с эле¬ 
ментарной поверхностью (50.10) (или, что то же самое, ото¬ 
бражения / с отображением /^). Если / эквивалентно /^, то 
пишут У ~ 

Схематически определение эквивалентных отображений 
можно изобразить диаграммой, где стрелками изображены 
рассматриваемые отображения и результат отображений не 
зависит от выбора пути на диаграмме: 



Очевидно, что: 

1°. Всякое отображение эквивалентно самому себе\ / ~ / 
(здесь отображением, осуп];ествляюш;им эквивалентность, яв¬ 
ляется тождественное отображение) — свойство реф¬ 
лексивности. 

2°. Если / ~ У^, то Уі~У — свойство симметрич¬ 
ности. 

3°. Если У ~ Уі и У^ ~ Уз, то І ~ І 2 — свойство тран¬ 
зитивности. 

Если У и У^ — эквивалентные непрерывные отображения 
соответственно замкнутых областей В и Ві, то из (50.11) сле¬ 
дует, что образы множеств В ѵі Ві при отображениях У и У^ 
совпадают: 

КВ) = !^{В), (50.12) 

т. е. две эквивалентные элементарные поверхности имеют 
одинаковый носитель. 

Заметим еш;е, что условия, наложенные на эквивалентные 
отображения в определении 2, независимы. Именно: из того, 
что Р является гомеоморфным отображением замкнутой об¬ 
ласти В на замкнутую область Лі, не следует, что оно перево- 
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дит внутренние точки во внутренние. Например, если В = 
= {(и, ѵ) : < 1} — круг, а = {(и, о) : О < < 1} — 

круг с «выколотым» центром, то тождественное отображение 
(очевидно, являюіцееся гомеоморфным) В на Ві переводит 
внутреннюю точку (О, 0) области В в граничную точку (0, 0) 
области В^. 

Перейдем теперь к определению поверхности. 
Определение 3. Всякий класс 8 эквивалентных элементар¬ 
ных поверхностей называется поверхностью, или, более под¬ 
робно, непрерывной параметрически заданной поверхностью. 

Каждая элементарная поверхность из этого класса, т. е. 

отображение г {и, ѵ), {и, ѵ)е В, называется представлением 
поверхности 5, тройка соответствуюіцих координатных 
функций (50.6) — ее координатным представлением, а соот¬ 
ветствующая векторная функция (50.7) — ее векторным 
представлением. 

Очевидно, что поверхность 5 однозначно определяется 
каждым из своих представлений, так как если имеется ка¬ 
кая-нибудь элементарная поверхность, то все эквивалентные 
ей элементарные поверхности получаются с помощью всевоз¬ 
можных отображений, осуществляющих эквивалентность. 
Таким образом, чтобы задать поверхность, надо задать неко¬ 
торое ее представление. 

Поверхность 8, заданную каким-либо своим представлени¬ 
ем, записанным в виде (50.4), (50.6), (50.7) или (50.8), будем 
обозначать соответственно одним из следующих способов: 

8 = {ту, м^в), 

8 = {г{и,ѵУ,{и,ѵ)€іВ}, (50.13) 

5 = {г{и, ѵ); (и, ѵ)еВ}, 

8 = {х{и, ѵ); г/(и, ѵ), 2 (и, ѵ); (и, ѵ)еВ}. 

Для того чтобы поверхность могла быть задана тремя по¬ 
следними способами, на плоскости должна быть задана 
система координат, а для того чтобы четвертым — еще и сис¬ 
тема координат в пространстве К^. 

Поверхность однозначно определяется каждым из своих 
представлений, поэтому это позволяет (что часто очень удоб¬ 
но) правую часть каждого из равенств (50.13) понимать не 
как совокупность всех представлений поверхности 5, а как 
некоторое вполне определенное ее представление. 
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Если г (и, ѵ); (и, ѵ)еВ и р(и^, ѵ^), (и^ ѵ^)еЛі — представле¬ 
ния одной и той же поверхности 5, то всякое отображение Е, 
осуш,ествляющее эквивалентность отображения г(и, ѵ) с ото¬ 
бражением р(и;^, в координатной записи имеет вид 

иі = Ц){и,ѵ), = Ѵ|/(н, к), (50.14) 

(и,ѵ)еО, (иі,Ѵі)еВ^, 

и называется допустимым преобразованием параметров и, ѵ. 

Как отмечалось выше, две эквивалентные поверхности 
имеют один и тот же носитель, поэтому носители всех эле¬ 
ментарных поверхностей, составляюш;их поверхность, т. е. 
элементарных поверхностей, эквивалентных между собой, 
совпадают. Это делает естественным следуюш,ее определение. 

Определение 4. Общий носитель всех элементарных поверх¬ 
ностей, составляющих поверхность, называется носите¬ 
лем этой поверхности. 

Определим теперь, что называется точкой поверхности. 
Точкой элементарной поверхности В —> назовем 
пару (М, Р), где М е В, Р = /(М) е Е^, т. е. точку М замкну¬ 
той области О и ее образ Р при отображении /. Коротко точ¬ 
ка поверхности р. В ^ Е^ обычно обозначается /(М), 
соответственно г (и, ѵ) или (х (и, ѵ), у {и, к), г (и, к)), где 

М = (и, ѵ) Е В. 

Носителем точки /(М) элементарной поверхности на¬ 
зывается пространственная точка Р = /(М) е Е^. 

Определение 5. Пусть элементарные поверхности (50.9) и 

(50.10) эквивалентны между собой и отображение Р : В ^ Ві 
осуществляет их эквивалентность. 

Точка /(М) элементарной поверхности (50.9) называет¬ 
ся эквивалентной точке /^(М^) элементарной поверхности 

(50.10) , если 

Мі = Р(М). (50.15) 

В этом случае будем писать 

ЯМ) ~ Я(Мі). 

Легко проверить, что это соотношение эквивалентности 
обладает свойством рефлексивности, симметричности и тран¬ 
зитивности: 
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1°. ЯМ) ~ ЯМ). 

2°. Если ЯМ) ~ /і(Мі), то ЖМ^) ~ ЯМ). 

3°. ЯМ) ~ ЖМі) и ЖМ^) ~ ЖМз), то ЯМ) ~ ЖМ^). 

Очевидно, что из выполнения условий (50.15) и (50.11) 
следует, что две эквивалентные точки эквивалентных эле¬ 
ментарных поверхностей имеют в пространстве один и тот 
же носитель. 

Определение 6. Каждый класс (ЯМ)} эквивалентных между 
собой точек элементарных поверхностей, составляющих 
некоторую поверхность, называется точкой этой поверхно¬ 
сти, а их общий носитель — носителем этой точки поверх¬ 
ности. 

Если М — внутренняя (граничная) точка области О, то 
точка ЯМ) элементарной поверхности (50.9) называется ее 
внутренней (соответственно краевой) точкой. Краевые точки 
элементарной поверхности (50.9) — это те ее точки, которые 
задаются сужением отображения / на границу ЭІ) области В. 
Совокупность всех краевых точек элементарной поверхности 
называется ее краем. 

Если ЯМ) ~ ЖМ^) и М — внутренняя (граничная) точка 
замкнутой области В (см. (50.9) и (50.10)), то, согласно опре¬ 
делению 2, точка также является внутренней (соответ¬ 
ственно граничной) точкой замкнутой области В^. 

Точка (ЯМ)} поверхности 5 называется внутренней (соот¬ 
ветственно краевой) ее точкой, если каждая точка М (а для 
этого достаточно, чтобы хотя бы одна из них) является внут¬ 
ренней (соответственно граничной) точкой замкнутой области 

В, на которой задано отображение /. 

Совокупность всех краевых точек поверхности называется 
ее краем. Ясно, что край поверхности представляет собой со¬ 
вокупность всех краев ее представлений. 

Каждая точка (ЯМ)} поверхности 5 однозначно определя¬ 
ется каждой отдельной точкой ЯМ), входяіцей в нее, т. е. в 
класс эквивалентных точек всевозможных представлений по¬ 
верхности 5, а каждая точка ЯМ) элементарной поверхности 

(50.9) однозначно определяется точкой МеВ, следовательно, 
и ее координатами, если задана координатная система. Та¬ 
ким образом, каждая точка поверхности 5 при выборе како¬ 
го-либо ее представления, например, вида г (и, ѵ), (и, ѵ)еВ, 
однозначно определяется значениями параметров и, ѵ. Поэто- 
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му в этом случае точку поверхности 5 вместо {(и, ѵ), г {и, о))} 
будем просто обозначать г (и, ѵ) (или, соответственно, (х (и, ѵ), 
у (и, ѵ), 2 (и, о)) или /(М)). 

Очевидно, что совокупность всех носителей точек поверх¬ 
ности составляет ее носитель. 

Точка носителя поверхности, являющаяся носителем по 
крайней мере двух различных точек поверхности, называется 
кратной точкой или точкой самопересечения поверхности. 

Если поверхность имеет хотя бы одно представление /(М), 

Ме в, которое взаимно однозначно отображает плоскую зам¬ 
кнутую область В в пространство то и все другие ее пред¬ 
ставления взаимно однозначно отображают соответствующие 
плоские замкнутые области, на которых они заданы, в про¬ 
странство. В этом случае поверхность не имеет кратных то¬ 
чек и называется простой поверхностью. 

Для простых поверхностей, как и для простых дуг, точка 
носителя поверхности однозначно определяет точку поверх¬ 
ности. Поэтому можно не делать между ними различия. 

Отметим, что поверхность, имеющая хотя бы одно явное 
представление, является простой поверхностью. 

Понятие эквивалентных отображений замкнутых плоских 
областей можно вводить не только для непрерывных отобра¬ 
жений, но и для других классов отображений, например для 
непрерывно дифференцируемых. В применении к параметри¬ 
чески заданным поверхностям это приводит к непрерывно 
дифференцируемым поверхностям. Их определение базирует¬ 
ся на понятии отображений, эквивалентных относительно не¬ 
прерывно дифференцируемых преобразований. 

Определим это понятие. Как и раньше (см. п. 39.3), под 
функцией, непрерывно дифференцируемой в замыкании не¬ 
которой области, будем понимать такую функцию, которая 
имеет непрерывные в самой области производные, непрерыв¬ 
но продолжаемые на ее границу. 

Отображение некоторой замкнутой области называется 
непрерывно дифференцируемым, если каждая координатная 
функция, задающая это отображение (см. п. 36.2), является 
непрерывно дифференцируемой функцией на рассматривае¬ 
мой замкнутой области. При этом продолженные функции в 
этих случаях обозначаются теми же символами, что и исход¬ 
ные продолжаемые функции. 

Если некоторое отображение = ф(н, ѵ), = \|/(и, ѵ) непре¬ 

рывно дифференцируемо на замыкании В области В, то, со¬ 
гласно сделанному соглашению, это означает, в частности, что 
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якобиан этого отображения непрерывно продолжаем с 

а{и, ѵ) 

области О на ее замыкание В и его продолжение, обозначаемое 

тем же символом также будет называться якобианом. 

д(и, ѵ) 

Прежде всего сформулируем, что будем понимать под эк¬ 
вивалентными непрерывно дифференцируемыми отображе¬ 
ниями. Для этого введем понятие регулярных отображений. 

Определение 7. Гомеоморфное отображение Р замыкания В 
плоской области В на замыкание В-^ плоской области В-^, пере¬ 
водящее внутренние точки во внутренние, а граничные — в 
граничные, называется регулярным отображением замкну¬ 
той области В на замкнутую область В^, если как само это 
отображение Р, так и обратное ему Р^^ непрерывно дифферен¬ 
цируемы соответственно на замкнутых областях В и В^. 

Заметим, что всякое регулярное отображение Р замкнутой 
области В имеет во всех точках области В не равный нулю 
якобиан. Действительно, согласно определению 7, при ото¬ 
бражении Р образ каждой внутренней точки является внут¬ 
ренней точкой. В этих точках прямое и соответственно обрат¬ 
ное отображения непрерывно дифференцируемы, поэтому их 
якобианы не могут обратиться в нуль, ибо их произведение 
равно единице (см. п. 41.6). 

Отсюда следует, что якобиан регулярного отображения Р 

не равен нулю и на замкнутой области В. Действительно, в 
силу непрерывной продолжаемости якобианов как прямого, 
так и обратного отображений соответственно на замыкания В 
и Р(В) областей В и Р(В), произведение этих якобианов равно 
единице и для всех точек замкнутой области В. 

Определение 8. Пустъ / н — непрерывные отображения за¬ 
мыканий В и В^ плоских областей В и В^ в пространство 
и пустъ эти отображения непрерывно дифференцируемы в 
замкнутых областях В и В^. Отображения / н называются 
эквивалентными относительно непрерывно дифференцируе¬ 
мых преобразований, если существует такое регулярное ото¬ 
бражение Р замкнутой области В на замкнутую область Ві, 
что для каждой точки Ме В выполняется условие (50.11). 
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Это соотношение эквивалентности обладает свойствами 
рефлексивности, симметричности и транзитивности и, следо¬ 
вательно, порождает разбиение множества всех элементар¬ 
ных поверхностей, задаваемых непрерывно дифференцируе¬ 
мыми представлениями, на классы эквивалентности. 

Определение 9. Всякое множество элементарных поверхно¬ 
стей, задаваемых непрерывно дифференцируемыми отобра¬ 
жениями 

г = г {и,ѵ),{и,ѵ)еВ, (50.16) 

замыканий В плоских областей В в пространство и эк¬ 
вивалентных относительно непрерывно дифференцируемых 
преобразований, называется непрерывно дифференцируемой 
поверхностью, а каждое отображение (50.16)— ее пред¬ 
ставлением. 

Подчеркнем, что если поверхность 5 = {г{и, и); {и, і;)е В) 
непрерывно дифференцируема, то это, в частности, означает, 

что каждое ее векторное представление г = г{и, ѵ), (и, ѵ)еВ, 
имеет частные производные и г^, непрерывные в области В 
и непрерывно продолжаемые на ее границу. Согласно при¬ 
нятому соглашению, продолженные функции обозначаются 
теми же символами, что и продолжаемые*, поэтому можно 
считать, что функции и непрерывны на замкнутой об¬ 
ласти В. 

Аналогичным образом можно определить и другие классы 
параметрически заданных поверхностей, например дважды 
непрерывно дифференцируемые или вообш;е п раз непрерыв¬ 
но дифференцируемые параметрически заданные поверхно¬ 
сти, а также понятие их точки и носителя. 

Подобно тому, как в п. 47.3 было обобш;ено понятие не¬ 
прерывно дифференцируемой кривой, можно обобш;ить и по¬ 
нятие непрерывно дифференцируемой поверхности. Это дела¬ 
ется следуюш;им образом. Взаимно-однозначное отображение 
замыкания одной плоской области на другую, переводяш,ее 
внутренние точки во внутренние, граничные — в граничные, 
называется регулярным в широком смысле, если как само 


* Точнее, это соглашение было принято (см. п. 39.3) для скалярных 
функций и, следовательно, для координат векторных функций, поэтому 
его естественно принять и для самих векторных функций. 
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это отображение, так и ему обратное непрерывны на замыка¬ 
ниях областей, на которых они заданы, и непрерывно диффе¬ 
ренцируемы в самих этих областях. Если в определении 8 ре¬ 
гулярные отображения заменить на регулярные в широком 
смысле, то получится определение отображений, эквивалент¬ 
ных относительно непрерывно дифференцируемых отображе¬ 
ний в широком смысле. 

Множество непрерывных отображений замыканий пло¬ 
ских областей в трехмерное пространство, непрерывно диф¬ 
ференцируемых в этих областях и эквивалентных в широком 
смысле относительно непрерывно дифференцируемых преоб¬ 
разований, называется параметрически заданной непрерыв¬ 
но дифференцируемой поверхностью в широком смысле, ес¬ 
ли среди рассматриваемых отображений суш,ествует хотя бы 
одно отображение, непрерывно дифференцируемое вплоть до 
границы. 

Примером непрерывно дифференцируемой поверхности в 
широком смысле является полусфера -Ь -Ь 2 ^ = 1, 2 > О, 

заданная явным представлением 2 = — у^, Ч- < 1. 

Это представление не непрерывно дифференцируемо вплоть до 
границы -Ь у^ = 1 круга -Ь у^ < 1. Однако если этот круг 
спроектировать из точки (О, О, -1) на рассматриваемую полу¬ 
сферу, то получится ее представление, непрерывно дифферен¬ 
цируемое вплоть до границы указанного круга. 

При этом можно рассматривать поверхности, представле¬ 
ния которых определены не на замыканиях плоских областей, 
а только на самих областях и даже на произвольных открытых 
множествах. Такие поверхности будем называть открытыми. 
Их носители могут быть неограниченными множествами, на¬ 
пример гиперболоиды, параболоиды. 

Окончательно можно сказать, что параметрически задан¬ 
ной поверхностью какого-либо класса является некоторая 
совокупность эквивалентных между собой в определенном 
смысле отображений плоских областей или их замыканий 
в пространство, называемых ее представлениями. 

Понятие эквивалентности определяется в зависимости от 
выбора класса. 

Определение 10. Преобразования параметров, осуществляю¬ 
щие переход от одного представления поверхности к друго¬ 
му, ему эквивалентному, называются допустимыми. 
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Таким образом, если г(и, ѵ), (и, ѵ)еВ, и р(и^, 

(и^, — два представления одной и той же параметри¬ 

чески заданной поверхности некоторого класса, а отображе¬ 
ние = ф(и, ѵ), ѵ-^ = \|/(н, ѵ) замкнутой области О на замкну¬ 
тую область является допустимым преобразованием пара¬ 
метров, то для всех точек (и, ѵ)еВ выполняется соотношение 
(см. (50.1)) г(и, ѵ) = р(ф(н, ѵ), \|/(и, к)). 

Параметрически заданная поверхность при заданном клас¬ 
се допустимых преобразований параметров однозначно опре¬ 
деляется каждым своим представлением, поэтому, чтобы за¬ 
дать такую поверхность, достаточно задать лишь одно ее пред¬ 
ставление. 

Следовательно, для таких поверхностей, как и для непре¬ 
рывных поверхностей, имеет однозначный смысл их обозначе¬ 
ние с помош,ью только одного их представления, т. е. только 
одной из элементарных поверхностей, составляюіцих задан¬ 
ную поверхность. Таким образом, при обозначении поверхно¬ 
сти 5 некоторого класса одним из способов (50.13) можно счи¬ 
тать, что в правой части каждого из равенств стоит не сово¬ 
купность всех представлений рассматриваемой поверхности, а 
лишь одно из них. Так обычно мы и будем поступать. 

Аналогично случаю элементарных поверхностей термин 
«поверхность» иногда употребляется (если это не может при¬ 
вести к недоразумению) и в смысле носителя поверхности. 

Определим теперь понятие части поверхности. 

Определение 11. Пусть 5 — поверхность некоторого класса 

и КМ) — какое-либо ее представление, Ме В, В — плоская 
область. 

Если II — область, содержащаяся в В, то поверхность, 
представлением которой является сужение отображения / на 

замыкании II области II, называется частью поверхности 8. 

Можно в качестве II брать и произвольное открытое мно¬ 
жество, лежаш,ее в Л, и рассматривать сужение отображения 

не на замыкании II множества II, а на самом 1/; в этом случае 
открытую поверхность, задаваемую сужением отображения / 
на множестве Л, будем называть открытой частью поверх¬ 
ности 8, а иногда и просто частью поверхности 8. Эта от¬ 
крытая поверхность называется окрестностью на поверх¬ 
ность 8 всякой точки КМ) поверхности 5, где Ме II. 
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50.4. Поверхности, заданные неявно 

Отметим еще один подход к понятию поверхности. Если 
у, г) — непрерывная в некоторой трехмерной области 
функция, то поверхность, координаты точек носителя кото¬ 
рой удовлетворяют уравнению 

Е(х,у,2) = 0, (50.17) 

называется поверхностью, заданной неявно. Не останавлива¬ 
ясь подробно на анализе такого подхода к понятию поверхно¬ 
сти, отметим лишь, что в том случае, если функция Р удовлет¬ 
воряет в некоторой точке (Хц, у^, условиям теоремы о неяв¬ 
ных функциях (см. п. 41.1), часть поверхности (50.17) в 
некоторой окрестности указанной точки (т. е. пересечение 
этой окрестности с данной поверхностью) допускает явное 
представление, и можно сказать, что в этой ситуации часть 
поверхности, заданной неявно, локально сводится к поверхно¬ 
сти, заданной явным представлением (см. п. 50.1). Только та¬ 
кой случай поверхностей, заданных неявно, встретится в 
дальнейшем, поэтому не будем специально останавливаться 
на разъяснении тех или иных понятий для общего случая по¬ 
верхностей, заданных неявно. 

В качестве простейшего примера поверхности, заданной 
неявно, отметим уравнение х^ + у^ + = \. Точки, координа¬ 

ты которых удовлетворяют этому уравнению, образуют по¬ 
верхность шара единичного радиуса с центром в начале коор¬ 
динат. 

50.5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Пусть 

8 = {г{и,ѵУ, {и,ѵ)€:В) (50.18) 

—непрерывно дифференцируемая поверхность, заданная ее 
некоторым векторным представлением. Как и всякое ее век¬ 
торное представление, оно является непрерывно дифференци¬ 
руемой векторной функцией на замкнутой плоской области В. 

Будем для простоты считать, что пересечение каждой пря¬ 
мой и = или о = Нр с замкнутой областью П состоит из одно¬ 
го отрезка (быть может, вырождающегося в точку) или пусто. 
Пусть, например, пересечение В с прямой о = Нц не пусто; тог¬ 
да г = г(и, Од), (к, Ѵо)еВ, (Од фиксировано) является представ- 
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лением некоторой непрерывно дифференцируемой кривой, ко¬ 
торая называется координатной линией {и-линией). Вектор 

Гц = = (Хц, Уц, 2 ^ является касательным к ней вектором. 

Аналогично определяются другие координатные линии (ѵ-ли- 
нии) с помоіцью представления г = ^(и^, ѵ), (и^, ѵ)е В (ид фик- 

Эг 

сировано) и касательные к ним векторы ^ ^ Уѵ^ 

Определение 12. Точка г(и, ѵ) поверхности (50.18), для кото¬ 
рой векторы Гц и г^ не коллинеарны (линейно независимы), 
называется неособой при данном представлении этой по¬ 
верхности. В противном случае, т. е. когда векторы Гц и г^ 
коллинеарны в данной точке, она называется особой точ¬ 
кой поверхности при данном ее представлении. 

Если точка поверхности неособая, то в ней, в частности, 
Гц 5^ о, Гц 5^ 0. Очевидно, что точка поверхности является не¬ 
особой при данном представлении поверхности в том и толь¬ 
ко в том случае, когда в этой точке 

ГцХГц^О. (50.19) 

Если поверхность задана явным представлением 

2 = Кх, у), (х, у)е В, (50.20) 

то она не имеет особых точек. В самом деле, в этом случае и = х, 
V = у и, следовательно, 

~ Уи~ ~ 

^ѵ = ^’ Уѵ= ^ѵ = ^у’ (50.21) 

поэтому г^ = (1, о, /^), Гу = (0, 1, /у); отсюда явствует, что 

к* X Гу\ = 7і + /х + /у > 0. 

Рассмотрим кривую на поверхности (50.18). Пусть эта 
кривая задана непрерывно дифференцируемыми функциями 

и = и(і), ѵ = ѵ(і), (и(і), ѵ(і))еВ, а<і<Ь, 
т. е. непрерывно дифференцируемым векторным представле¬ 
нием 

г = г[и(і), ѵ(і)], (и(і), ѵ(і))еВ, а < і < Ь, (50.22) 

причем |г^р = и'^ -Ь ѵ'^(і) > 0 на [а, Ь]. 

Продифференцировав равенство (50.22), получим 

йг = г^диг^дѵ; (50.23) 

здесь ди = и(і)дІ, дѵ = ѵ'(і)ді. Если точка поверхности, в ко¬ 
торой рассматривается равенство (50.23), неособая, то она 
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неособая и для кривой (50.22), поэтому вектор с?г ^ 0 и явля¬ 
ется касательным к кривой (50.22). Равенство (50.23) показы¬ 
вает, что в данной точке г (нц, Ѵд) поверхности (50.18) каса¬ 
тельная к любой кривой (50.22) на этой поверхности, прохо¬ 
дящей через точку г (ид, Ѵд), лежит в плоскости векторов 

^^ид, Ѵд) и Г^ид, Ѵд). 

Определение 13. Плоскость, проходящая через точку гіцд, Оц) 
поверхности (50.18), в которой лежат все касательные к 
кривым (50.22), проходящим через эту точку, называется 
касательной плоскостью к поверхности в данной точке 
(называемой точкой касания). 

Если данная точка поверхности (50.18) неособая, то в ней 
всегда существует, и притом единственная, касательная плос¬ 
кость: именно, в силу (50.23), ею является плоскость, проходя¬ 
щая через точку г(ид, Кр) параллельно векторам ^^Щд, Ѵд) и 
г^(ид, Оц). Отсюда легко написать ее уравнение в векторном ви¬ 
де. Обозначив через Гд радиус-вектор точки касания, а через 
г — текущий радиус-вектор точек на касательной плоскости, 
получим (рис. 84) (г - Гд, г^, г^) = 0 (в левой части равенства 
стоит смешанное произведение указанных векторов). 

Если г = (х, у, г), Гд = (х^, уд, 2д), г; = (х„, у^, 2 ^, = 

= (Ху, у^, 2 у), ТО уравнение касательной плоскости в коорди¬ 
натном виде принимает следующий вид: 


Хи 


У-Уо 
Уи 
Уѵ 


= 0 . 


в случае явного задания поверхности, т. е. в виде 2 = 
= Дх, у) (см. (50.20)), в силу формул (50.21), уравнение каса¬ 
тельной плоскости имеет вид 


X Хд у Уд 2 Хд 


1 о д 

о 1 Гу 

откуда 

2-2о = 

= (х-Хд)Г^+(у-Уо)^у, (50.24) 

где Д и — частные производные 
/Дх, у) и Гу(х, у) в точке (Хд, уд). 


= 0 , 
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Из этой формулы следует, что два определения касатель¬ 
ной плоскости для поверхности с явным представлением 
(50.20), данные в настоящем пункте и ранее в п. 37.5, экви¬ 
валентны. В самом деле, оба определения приводят к одному 
и тому же уравнению (50.24). 

Определение 14. Прямая, проходящая через точку касания 
поверхности с касательной плоскостью и перпендикуляр¬ 
ная этой плоскости, называется нормальной прямой к по¬ 
верхности в указанной точке. 

Ее уравнение в общем случае в неособой точке поверхно¬ 
сти имеет вид 


н 

1 

о 


о 

1 


2-2о 

Уи 




Хи Уи 

Уѵ 




Уѵ 


В случае явного представления (50.20) эти уравнения при¬ 
нимают вид 

Ц^ = Ц^ = -{г-г^). (50.25) 

Тх Ту 

Определение 15. Всякий ненулевой вектор, коллинеарный 
нормальной прямой, проходящей через данную точку поверх¬ 
ности, называется нормалью к этой поверхности в указан¬ 
ной точке. 

Примером нормали в неособой точке поверхности являет¬ 
ся векторное произведение п = г^, взятое в этой точке. 

Согласно данному определению, в каждой неособой (при 
заданном представлении) точке г (и, ѵ) рассматриваемой по¬ 
верхности при фиксированных значениях параметров и л ѵ 
существует, и притом единственная, нормальная прямая. 
Следует иметь в виду, что если точка Р пространства являет¬ 
ся кратной точкой поверхности, т. е. существуют по крайней 
мере две пары параметров (при заданном представлении) 
(и^, п^) и (^ 2 , Ѵ 2 ) таких, что Р = г(н^, п^) = г ( 1 ^ 2 , Ѵ 2 ), то мо¬ 
жет, конечно, случиться, что этим парам параметров будут 
соответствовать различные нормальные прямые, тем самым в 
указанной точке Р нормальная прямая будет не единственна. 

Для поверхности, заданной неявно уравнением Р{х, у, г) = 0, 
где Р(х, у, г) — непрерывно дифференцируемая в окрест¬ 
ности точки (Хц, Уд, Зд) функция, Е(Хд, Уд, 2д) = 0, И В ЭТОЙ 

точке > о, уравнение касательной плоскости в 

точке (Хд, Уд, 2 д) имеет вид 

(х - Хд)Е^ -Ь (у - у^)Ру -Ь (2 - 2 д)Е^ = о. 
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где Р^, Ру и Р^ обозначают значения соответствующих частных 
производных, взятых в точке (Хр, у^, 

Вспомнив, что вектор с координатами Р^, Ру, Р^, т. е. век¬ 
тор УР = (Р^, Ру, Р^), называется градиентом функции Р (см. 
п. 37.6), видим, что градиент функции в данной точке по¬ 
верхности Р{х, у, г) = О перпендикулярен касательной плос¬ 
кости в этой точке, т. е. коллинеарен нормальной прямой. 

Поэтому уравнение нормальной прямой к поверхности 
имеет вид 

^ У-Уо ^ г - гр 
Р Р Р ' 

Все эти формулы сразу следуют из (50.24) и (50.25). Дей¬ 
ствительно, если, например, Р^^ 0 т г = /(л:, у) — функция, оп¬ 
ределяемая уравнением 7^ = 0 в окрестности точки (Хр, у^, г о), то 

Рх Ри 

достаточно заметить, что ^ ^ 41.1). 

■^2 " ^2 

Если функция Р{х, у, 2) задана и непрерывно дифферен¬ 
цируема в области О, то для любой точки поверхности, задан¬ 
ной неявно уравнением Р(х, у, г) = с (с — постоянная), полу¬ 
чим уравнение касательной плоскости и нормальной прямой 
того же вида, что и в случае Р = 0, если только в этой точке 
Р^ + Р^ + Р^ > 0. Множество точек (х, у, 2)еС, для которых 
Р = с, называется, как мы знаем, поверхностью уровня функ¬ 
ции Р (см. п. 36.1). 

Таким образом, градиент ѴР = (Р^, Ру, Р^) в точке (Хр, у^, г^) 
поверхности уровня Р{х, у, г) = с направлен по нормальной 
прямой к этой поверхности в точке (Хц, у^, г^). Иначе говоря, 
градиент функции ортогонален к поверхности уровня (т. е. 
перпендикулярен касательной плоскости к поверхности уров¬ 
ня в рассматриваемой точке). 

Мы доказали существование касательной плоскости в не¬ 
особой точке у непрерывно дифференцируемой поверхности 
при фиксированном ее представлении. Возникает вопрос: что 
будет, если перейти к другому представлению этой поверхно¬ 
сти? Прежде всего, останется ли неособая точка неособой, а 
особая — особой? Оказывается, что да. Докажем это. 

Пусть г{и, к), (и, ѵ)еВ и р(н^, к^), (и^, ѵ^)еВі — суть два 
представления одной и той же непрерывно дифференцируе¬ 
мой поверхности. Переход от любого представления непре¬ 
рывно дифференцируемой поверхности к другому ее пред¬ 
ставлению осуществляется посредством регулярного отобра¬ 
жения, поэтому существует такое регулярное отображение 

н^ = ф(н, к), = \|/(и, о) (50.26) 
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замкнутой области В на замкнутую область Ві, что для всех 
точек (и, ѵ)е В справедливо равенство 

г(и, о) = р(ф(н, о), \|/(н, у)). (50.27) 

При этом, как было доказано, якобиан отображения (50.26) не 
равен нулю нигде в замкнутой области В: 


Э(Ф, у) 
д(и, ѵ) 




^ о, (и, ѵ)е В. 


Продифференцировав тождество (50.27), получим 
Ги = %Ри^ + ^иРѵ^^ = Ч>иР + ^ѵР 


(50.28) 


Следовательно, пара векторов р^^ преобразуется в пару 


векторов с помощью матрицы 


фц 


ф« 



Поэтому для данной точки (и, ѵ) векторы г^, линейно не¬ 


зависимы тогда и только тогда, когда линейно независимы 
векторы Ру^ в точке (и^, у^), получающейся из точки {и, у) 

с помощью преобразования (50.26), причем в случае их ли¬ 
нейной независимости плоскость векторов и и плоскость 


векторов р^^^ и р^,^ совпадают. 

Итак, неособая {особая) при данном представлении точ¬ 
ка непрерывно дифференцируемой поверхности будет неосо¬ 
бой {особой) и при любом другом представлении этой по¬ 
верхности, а плоскость, касательная к поверхности в не¬ 
особой точке при одном представлении поверхности, будет 
касательной и при другом ее представлении. 

Определение 16. Непрерывно дифференцируемая поверхность, 
у которой нет особых точек, называется гладкой поверхно¬ 


стью. 


В силу доказанного выше, чтобы проверить, что данная 
поверхность является гладкой, достаточно убедиться, что у 
нее имеется одно непрерывно дифференцируемое представле¬ 
ние и при этом представлении нет особых точек. 

Следует обратить внимание на то, что у гладкой поверхно¬ 
сти 5 = {г{и, у), {и, ѵ)е В} векторные функции и не толь¬ 
ко непрерывны на замыкании В области В, но, согласно оп¬ 
ределению, и не коллинеарны на этом замыкании. Иначе го¬ 
воря, у гладкой поверхности (50.18) всюду на замкнутой 

области В выполняется неравенство (см. (50.19)) 
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Замечание. Из формул (50.28) следует, что 
= X (ф^р„^ + = 

= Ф«Ч^ДР«1 X Ро^) + X Р«і) = ^ Рі^і)- 

При допустимых преобразованиях параметров (50.26) яко¬ 
биан нигде в И не обрап];ается в нуль, поэтому из полу- 

6{и, ѵ) 

ченной формулы следует, что векторные произведения X 
и Ри X Ру в данной точке поверхности могут обраш,аться в 

нуль только одновременно. Но было показано, что необходи¬ 
мым и достаточным условием того, что данная точка поверх¬ 
ности при данном представлении поверхности г{и, ѵ) неосо¬ 
бая, является неравенство нулю в этой точке векторного про¬ 
изведения Гу X Гу. Тем самым еще раз доказано, что неособая 
(особая) точка поверхности при одном представлении поверх¬ 
ности будет такой же и при другом ее представлении. 

Введем понятие гладкой поверхности в широком смысле. 
Представление поверхности называется гладким, если оно 
непрерывно дифференцируемо на замкнутой области, на ко¬ 
торой оно задано, и не имеет на ней особых точек. 

Допустимым преобразованием параметров гладкого пред¬ 
ставления поверхности называется отображение, непрерывно 
дифференцируемое на замкнутой области, на которой оно опре¬ 
делено. Непрерывная дифференцируемость обратного отобра¬ 
жения вплоть до границы не предполагается. Таким образом, 
производные обратного отображения могут не иметь конечного 
предела при приближении к границе отображающейся области. 
Этим допустимое преобразование параметров гладкого пред¬ 
ставления поверхности отличается от регулярного отображе¬ 
ния. Поверхность называется гладкой в широком смысле, если 
у нее существует гладкое представление, а любое другое пред¬ 
ставление получается гладким преобразованием параметров не¬ 
которого ее гладкого представления. 

Примером гладкой поверхности в широком смысле явля¬ 
ется полусфера, заданная представлением 


2 = - Х^‘ + у , 1, 

которое не является гладким: на границе круга -Ь < 1 

частные производные ^ и ^ бесконечны. Примером гладкого 

ах ау 

представления этой полусферы является проектирование на 


573 



нее единичного круга < 1 координатной плоскости пе¬ 

ременных X и у из точки (О, О, —1). Это представление задается 
формулами 

2и 2ѵ 1 + и^ + у2 

\ + 1 + + ѵ^’ 1 + 

Первые две из этих формул представляют собой допустимое 
преобразование параметров (и, ѵ) в параметры (х, у) рассмат¬ 
риваемой полусферы. 


50.6. Явные представления поверхности 


Явное представление поверхности не является, как это может 
показаться на первый взгляд, специальным способом ее зада¬ 
ния. Нетрудно показать, что локально во внутренней неособой 
точке непрерывно дифференцируемая поверхность всегда 
имеет явное представление. Это означает следуюш,ее. 

Пусть непрерывно дифференцируемая поверхность 5 за¬ 
дана своим представлением 

г{и, ѵ) = (х(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 {и, ѵ)), (и, ѵ)е В (50.29) 
и г(н 0 , Ѵд) — ее внутренняя неособая точка (ыд, Ѵд)еВ, следова¬ 
тельно, в этой точке X ^ о, а так как 


Г„ X г., 


Хи 

Уи 

2 

+ 

Уи 


2 

+ 


Хи 

Хѵ 

Уѵ 


Уѵ 




Хѵ 


2 


то хотя бы один из определителей, стояіцих под знаком ради¬ 
кала, отличен от нуля. Пусть, для определенности. 


Тогда, согласно теореме о неявных функциях, для отображения 
х = х(и,ѵ), у = у(и,ѵ) (50.30) 

(см. (50.29)) суіцествуют такие окрестности 17 та V соответ¬ 
ственно точек (Ыд, Ѵд) и {Хд, Уд), ГДе Хд = Х{ид, Ѵд), Уд = уі^Пд, К,)), 
что Ѵ отображается на V взаимно-однозначно и, следователь¬ 
но, система (50.30), рассматриваемая как система уравнений 
относительно переменных и, ѵ, может быть однозначно разре¬ 
шена относительно их при (х, і/)е Ѵі 

и = и(х, у), V = ѵ{х, у). 
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Подставив эти формулы в выражение для г в (50,29), по¬ 
лучим 

2 = і{х, у) 2 {и{х, у), ѵ(х, у)), (х, у)е V. (50.31) 

Таким образом, часть поверхности 5, соответствующая ок¬ 
рестности 17 точки (ыд, Ѵд), имеет явное представление (50.31). 

Под частью поверхности 5 здесь понимается открытая по¬ 
верхность, задаваемая представлением г(и, ѵ), (и, ѵ)е 17. Для 
этой поверхности непрерывно дифференцируемое взаимно¬ 
однозначное отображение (50.30) является допустимым пре¬ 
образованием параметров. 


УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать, что в любой внутренней неособой точке не¬ 
прерывно дифференцируемой поверхности существует ее явное локаль¬ 
ное представление, заданное на замкнутой области. 


Итак, при локальном изучении поверхности в неособой 
внутренней точке можно ограничиться изучением поверхно¬ 
стей, заданных явным представлением. Следует, однако, 
иметь в виду, что формулы для вычисления тех или иных ве¬ 
личин, связанных с поверхностью, полезно получать и для по¬ 
верхностей, которые заданы общим параметрическим пред¬ 
ставлением, так как при конкретном их использовании не 
всегда бывает целесообразно переходить к явному представле¬ 
нию поверхности, не говоря уже о том, что это бывает практи¬ 
чески неосуществимо. 

Иногда бывает полезным и более специальное явное зада¬ 
ние поверхности, чем (50.31). Для того чтобы установить его 
возможность, докажем предварительно лемму. 


ЛЕММА 1. Пустъ функция 2 = Дх, у) непрерывно дифференци¬ 
руема в некоторой окрестности 17 точки (Хд, уд) ^ пусть 2 д = 


= /(^о> Уо)- Тогда у точки (Хд, уд, 2 д) 
существует такая окрестность 
V в пространстве и такая ок¬ 
рестность '\Ѵ на касательной 
плоскости П к графику функции 
/ в этой точке, что пересечение 
графика функции / с окрестно¬ 
стью V взаимно однозначно про¬ 
ектируется на окрестность Ѵ7 
при проектировании в направле¬ 
нии, перпендикулярном плоскос¬ 
ти П (рис. 85). 
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Доказательство. Введем следующие обозначения: 

/2 = 4(^0- Уо)’ = 4 (^ 0 ’ Уо)- 

Если = /у = о, то координатная плоскость переменных 
X, у параллельна касательной плоскости П и утверждение 
леммы очевидно: ЛѴ = II. 

Пусть > о и, для определенности, 

(50.32) 

Напишем уравнение прямой, параллельной нормали в 
точке (Хд, г/д, 2 д). Вектор ѵ = (Д, /^, - 1) параллелен этой нор¬ 
мали (см. (50.25)), и уравнение указанной прямой в вектор¬ 
ной форме имеет вид 

г = г^ + а + ѵі, -оо <і <+оо^ (50.33) 

где Гд = (Хд, г/д, 2 д) и а — вектор, параллельный касательной 
плоскости л. Его можно записать в виде 

а = (а, р, а/о + (3/0), (50.34) 

где а и Р — произвольные параметры (при любых а и р, имеет 
место аѵ = 0). 

В координатной форме после исключения параметра і 
уравнение прямой (50.33) принимает вид 

(х - Хд - а)/о - (г/ - г/д - р)/о = 0, 

X - Хд - а + (2 - Хд - (а/о + р/0))/о = 0. (50.35) 

Подставив в эту систему уравнений г = /(х, у), для опреде¬ 
ления координат X, у точки пересечения прямой (50.35) с 
графиком функции / получим систему уравнений 

(х - Хд - а)/о - (г/ - г/д - р)/о = 0, 

X - хд - а + (/(X, г/) - 2д - (а/о + р/р)/о = о. (50.36) 
Ее якобиан по переменным х, у не зависит от а и Р и имеет вид 

^(x,г/)‘'=^' 4 (і + ууо + ууО)уо. (50.37) 

1 + /х/? //,“ 

Левые части уравнений (50.36) являются непрерывно диффе¬ 
ренцируемыми функциями переменных х, г/, а и Р, значения 
X = Хд, г/ = г/д, а = Р = о удовлетворяют этим уравнениям и 

Лщ. Ѣ) (1 + о- 
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Поэтому, согласно теореме о неявных функциях, суп];ествуют 
такие окрестности точки (Хр, у^), 11^ I/, и окрестность 

точки (О, 0) на плоскости параметров а, |3, что система (50.36) 
может быть единственным образом разрешена относительно 
переменных х и у 

х = х(а, (3), у = і/(а, (3) (50.38) 

таким образом, что отображение (50.38) отображает окрест¬ 
ность Пц на окрестность Пд. При этом окрестность всегда 
можно выбрать круговой (уменьшив в случае необходимости 
данную окрестность Ѵ^: любая плоская окрестность точки со¬ 
держит ее круговую окрестность), т. е. такой, что для некото¬ 
рого е > о будет иметь место равенство 

Пд = {(а, (3) : + (3^ < е^}. 

Таким образом, для любого вектора а (см. (50.34)), для 
которого 

а2 + |32<е2, (50.39) 

прямая (50.33) имеет, и притом единственную, точку пересе¬ 
чения с графиком сужения функции / на окрестность Пд точ¬ 
ки (Хд, Уд). 

Координаты X, у этой точки находятся по формулам 
(50.38), а 2 = /(х, у). 

Теперь заметим, что 

\а\ = 7а2 + |32 + (а/5 + (3/0)2 > + ( 32 . 

Поэтому если 

|а| < е, (50.40) 

то заведомо выполняется (50.39) и, следовательно, прямая 
(50.33) пересекает график функции / в единственной точке. 

Концы всевозможных радиусов-векторов Гд -Ь а, где век¬ 
тор а удовлетворяет условию (50.40), образуют искомую ок¬ 
рестность V точки (Хд, Уд, 2 д) НН кнснтельной плоскости П, а 
совокупность точек всех прямых (50.33), проходяіцих через 
точки окрестности V, образуют искомую пространственную 
окрестность ^V той же точки (Хд, уд, 2 д). □ 

Из доказанной леммы следует, что при локальном изуче¬ 
нии поверхности, заданной явным представлением (50.31), в 
окрестности 17 точки (Хд, уд) можно за новую координатную 
плоскость независимых переменных взять касательную плос- 
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кость к данной поверхности в точке (х^, у^, г^), = /(Хц, у^). 

При этом в некоторой окрестности точки (Хр, у^, г^) для по¬ 
верхности снова получится явное представление. Параметры 
поверхности, конечно, изменятся, но новая область измене¬ 
ния параметров получится проектированием параллельно оси 
Ог на касательную плоскость некоторой окрестности точки 
(Хц, уц) на плоскости переменных х, у. Это преобразование 
взаимно-однозначно и взаимно бесконечно дифференцируемо 
(оно линейно) и поэтому для некоторой окрестности точки 
(Хц, ур, 2 д) на поверхности является допустимым преобразо¬ 
ванием старых параметров, декартовых координат х, у, в но¬ 
вые — декартовы координаты на касательной плоскости. 

50.7. Первая квадратичная форма поверхности 

Зафиксируем какое-либо векторное представление г = г(и, ѵ), 

(и, ѵ)е П данной гладкой поверхности и рассмотрим касатель¬ 
ную к ней плоскость в некоторой ее точке. Как мы видели, век¬ 
торы и образуют в этой плоскости базис. Векторы, лежа¬ 
щие в касательной плоскости, будем обозначать символом йг, а 
их координаты относительно базиса и — через (іи и (іѵ* . 
Таким образом, 

(іг = г^(іи -Ь г^(іи. 

Найдем квадрат длины вектора, лежащего в касательной 
плоскости, выраженный через координаты естественного ба¬ 
зиса и (в линейной алгебре это выражение обычно назы¬ 
вается основной метрической (рормой рассматриваемого про¬ 
странства, в данном случае плоскости): 

\ёг\^ = (іг^‘ = {г^(іи + г^сіѵ)^ = г^сіи^ -Ь 2 г^’^(1и(1ѵ + г^сіѵ^. 

Введем следующие обозначения: 

Е = гІ, Е = г^^, С = гІ-, (50.41) 

тогда 

\(іг\^‘ = Е(іи^ + 2Р(іи(іѵ + С(іѵ^‘. (50.42) 


* Это обозначение естественно, так как если вектор в касательной 
плоскости является касательным к некоторой кривой (50.22) на поверх¬ 
ности, то при соответствующем выборе параметра вектор (Іг является 
дифференциалом вектора (50.22) и, следовательно, для него выполняет¬ 
ся равенство (50.23). 
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Определение 17. ііГваоіратіічкая форма Е(іи^ + 2Р(іи(1ѵ + 0(1ѵ^‘ 
называется первой квадратичной формой поверхности. 


Посмотрим, как она меняется или, что то же самое, как 


меняется ее матрица 


^ Е Е ^ 


при переходе к другому пред- 


ставлению поверхности (см. формулы (50.26)). Как известно 
(см. (50.28)), при этом базисы в рассматриваемой плоскости 
преобразуются с помощью матрицы 


Следовательно, координаты векторов преобразуются с по¬ 
мощью транспонированной матрицы, т. е. матрицы Якоби 


^ = 




Если матрицу первой квадратичной формы (50.42) при 
представлении поверхности г = г(и, ѵ) обозначить через А, 
а при представлении р = р(и^, к^) — через А^, т. е. 


А = 


Е 

Е 


Е 

С 


Е = г?,, Е = г„г„ 


0 = г^, 


^ ^1 = Рир Рі = Ри^Рѵр (^1=Рир 

ТО, как известно из курса линейной алгебры, для первой квад¬ 
ратичной формы поверхности, как и вообще для всякой квад¬ 
ратичной формы, А = ^*А■^^, где через обозначена матрица, 
транспонированная с матрицей Якоби 

Отсюда для соответствующих определителей имеем 



Е 

Е 


Е, 

Рі 

Ф« 

Фі, 

Е 

С 


Рі 





(50.43) 


ЕО-Е^ = (Е^О^ - Е^) 


а(Мі, Гі) 


Э(и, ѵ) 


Заметим, что по самому своему определению первая квад¬ 
ратичная форма положительно определена (действительно, 
если ди^ + дѵ^ > 0, т. е. дг ^ 0, то \дг\^ > 0), поэтому по 
критерию Сильвестра ее дискриминант положителен: ЕѲ - 
- Е^ > 0. В силу же отсутствия особых точек, выполняются 
неравенства ^ 0, ^ 0, поэтому из определения коэффици¬ 

ентов Е и С (50.17) непосредственно следует, что Е > 0 и С > 0. 
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Если известна первая квадратичная форма поверхности, 
то можно, даже не располагая уравнением поверхности и не 
зная ее формы, решать ряд относяп];ихся к ней задач, напри¬ 
мер находить длины лежаш;их на ней кривых и углы между 
ними, вычислять плоіцадь частей поверхности. Совокупность 
всех свойств поверхности, которые можно установить, исхо¬ 
дя из одной лишь первой квадратичной формы, называется 
внутренней геометрией поверхности. К рассмотрению подоб¬ 
ных задач мы и перейдем. 

50.8. Кривые на поверхности, 
вычисление их длин и углов между ними 

Рассмотрим непрерывно дифференцируемую кривую (50.22), 
лежаш;ую на данной поверхности (50.18). Предположим, что 
отсчет длины дуг з = 8(і) на кривой производится в направле- 

С? 8 

НИИ возрастания параметра, т. е. что ^ ^ 0. Как известно, в 

этом случае (см. п. 16.5) ^ ^ > откуда <І8 = \Лг\\ следователь¬ 

но (см. (50.42)), 

(І8^‘ = \<іг\^ = (Іг^ = Е(іи^ + 2Р<іи(Іѵ + 

поэтому 



Таким образом, для длины Ь кривой (50.22) получаем формулу 



Перейдем теперь к вычислению углов между кривыми на по¬ 
верхности. 

Определение 18. Если две кривые пересекаются в некоторой 
точке, то углом между ними в этой точке называется 
угол, образованный их касательными в указанной точке 
{если, конечно, эти касательные существуют). 

Пусть две гладкие кривые, лежаіцие на рассматриваемой 
поверхности, пересекаются в некоторой точке. Обозначим 
дифференциалы их представлений в этой точке соответствен¬ 
но через дг и 8г, а коэффициенты разложений по векторам 
и Гу — через ди, дѵ и Ъи, Ъѵ, тогда 

дг = г^ди + г^дѵ, 8г = г^8и + г^8ѵ. 
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Поэтому если ф — искомый угол между кривыми, т. е. между 
векторами <іг и 8г, то 

ф = = ЕйиЪи + Р{(1иЪѵ + ЛѵЪи) + СйѵЪѵ 

Ѵ-ЕйцЗ + 2Еаиаѵ + Оаѵ^^ЕЬи^ + 2Р5и5ѵ + О&ѵ^ ' 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Доказать, что, для того чтобы координатные и- и 
о-линии на поверхности были ортогональными, необходимо и достаточ¬ 
но, чтобы всюду на поверхности выполнялось равенство Е = 0. 


50.9. Площадь поверхности 

Пусть непрерывно дифференцируемое векторное представле¬ 
ние г(и, ѵ) рассматриваемой гладкой поверхности 5 определено 

на замыкании В квадрируемой области В. Рассмотрим разбие¬ 
ние плоскости переменных и и ѵ на квадраты некоторого 
ранга к. Из квадрируемости области следует ее ограничен¬ 
ность, поэтому замкнутая область В окажется покрытой ко¬ 
нечным числом квадратов ранга к. Пронумеруем каким-ли¬ 
бо образом все непустые пересечения этих квадратов с замкну¬ 
той областью В и обозначим их через Е^, і = 1, 2, , і^. Тогда 

x = {Е^: = В = 1,2, ... , і^} 

образует разбиение замкнутой области В (определение разбие¬ 
ния см. в и. 44.3). 

Рассмотрим множества Е^, которые представляют собой 
полные замкнутые квадрата, лежащие в области В (при до¬ 
статочно малой мелкости разбиения х такие непустые множе¬ 
ства Е^ всегда существуют; почему?). Совокупность всех ука¬ 
занных множеств Еі обозначим через х(Эі)) (ср. с п. 44.3). 

Возьмем какой-либо квадрат Е^еx(дВ) (рис. 86). Пусть 
длина его стороны равна к, а — одна из его вершин. Тогда 
при переходе от вершины к соседним 
вершинам радиус-вектор г{и, ѵ) с точно¬ 
стью до бесконечно малых более высокого 
порядка, чем к, получит приращения, 
равные по абсолютной величине соответ¬ 
ственно числам \г^і\ и \г^і\, так как 

г(и + к,ѵ)- г(и, ѵ) = г^к + о(к), 

г(и, V + к) - г(и, ѵ) = г^к + о(к). 
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При определении площади по¬ 
верхности будем образы квадратов 
Еі€іХ{дВ) заменять прямолинейными 
параллелограммами, построенными 
на векторах и (рис. 87). Най¬ 
дем площадь такого параллелограм¬ 
ма. Обозначив ее через Аа^, получим 

^Оі = \г^Н X г^к\р^ = |г„ X г^ЦрН^ = 

= \Ги X Г^Цр^іЕр 


Функции Гц и Гц непрерывны на замкнутой квадрируемой об¬ 


ласти Е; поэтому 


Ит 
і| ^ о 


Е. Е т;(Э/)) 


Як X Гцісгисго, 
в 


(50.44) 


где |х|, как всегда, обозначает мелкость разбиения х. Очевидно, 
условие, что мелкость разбиения |х| стремится к нулю, равно¬ 
сильно тому, что ранги к квадрильяжей плоскости, из кото¬ 
рых мы исходили, стремятся к бесконечности. 

Для доказательства справедливости равенства (50.44) до¬ 
статочно заметить, что при произвольном выборе точек 
Р^е Р^ех, і = 1, 2, ... , справедливо равенство 

^<7/= Ііт Е кХГц/і|ррР; = |||ГцХГц|сгнсгі;. (50.44) 

І'Ч ^ о Т(ЗВ) |'С|^С; = 1 ! д 


Действительно, во-первых, предел интегральных сумм ин¬ 
тегрируемой функции не зависит от выбора в данном случае 
точек Р^еР^ех, а, во-вторых, выбрасывание из интегральных 
сумм слагаемых, соответствующих множествам Р^ех, не вхо¬ 
дящих в х(ЭР), иначе говоря, элементам разбиения х, пересе¬ 
кающихся с границей ЭР области Р, т. е. пересекающихся с 
множеством меры нуль, не влияет, как известно (см. п. 44.3), 
на величину предела интегральных сумм, в данном случае на 
величину предела (50.44). 

Определение 19. Предел (50.44) называется площадью или 
мерой р5 поверхности 8\ 


Ц5=Ит Е ^^1- 

і'Ч ЩВ) 

Для вычисления площади поверхности из (50.44) непо¬ 
средственно получается формула 


цР = |||Гц X Гц|с?нс?і;. (50.45) 

в 
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Запишем ее в другом виде, выразив подынтегральное выра¬ 
жение через коэффициенты первой квадратичной формы. Преж¬ 
де всего заметим, что для любых векторов а и Ь справедливы 
формулы ^ ^ 

|а X Ь| = |а||Ь|8Іп аЪ, аЪ = |а||Ь|со8 аЪ, 

/ч 

где аЬ — угол между векторами а шЪ. Возведем в квадрат и сло¬ 
жим эти формулы: ,, , ІО , , , о, о 

\а X Ьр +(аЪУ = 

(это равенство называют тождеством Лагранжа). Отсюда сле¬ 
дует, что 

К X '•.Р = = ЕО- р\ (50.46) 

поэтому формула (50.45) может быть записана также в виде 


\і 8 = \\^ЕС- Р^<іи(1ѵ. (50.47) 

О 

Иногда для краткости записи выражение ^ЕО - Р^сіисіѵ обо¬ 
значается символом (І 8 : 


(І 8 = ^ЕС - Р^йийѵ (50.48) 

и называется элементом площади поверхности. Применяя 
это обозначение, формулу (50.47) можно переписать в виде 

ц5 = ||сг5. 

в 

Покажем, что величина плош;ади поверхности не зависит 
от выбора ее представления (при этом рассматриваются только 
представления, заданные на замкнутых квадрируемых облас¬ 
тях). Перейдем к другому представлению р = о^) данной 

непрерывно дифференцируемой поверхности, которое задано 
на замыкании Пі квадрируемой области и, следовательно, 
для которого преобразование (50.26) параметров и, ѵ в пара¬ 
метры 0 ^ является регулярным отображением В на В^. 

В новой системе координат рассмотрим интеграл 


1 х 8 = \\ ^Р^Оі-Р^ди^дѵ^. 

ві 

Для сравнения его с интегралом (50.47) выполним замену пе¬ 
ременных (50.26), что возможно, так как все предпосылки 
теоремы 2 и. 46.3 в данном случае выполнены. Использовав 
(50.43), получим 


= 11 ^Р,В,-Р!ди,дѵ, = 11 Ѵад 

ві т 


Р! 


Э(Ф, 
д(и, ѵ) 


Ідидѵ 


< 

(50.43) 


< Г Г ^ЕС - Р^дидѵ = и5. 

(50.43) 
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Таким образом, действительно, величина площади по¬ 
верхности не зависит от выбора ее представления. 

Найдем выражение для площади поверхности, имеющей 

явное представление г = /(х, у), (х, у)^В. В этом случае и = 
= X, V = у, г = {х, у, /(х, у)) и, следовательно (см. формулы 
(50.21)), 

г„ = (1,0, 4), г^ = (0, 1,/у), 

Е = г 1 = 1 + П , ^’ = г„г„ = 44, С = г2 = 1 + /2, ( 50 . 49 ) 
ЕО-Е^ = {\ + /2)(1 + ф - ПРу = 1 + /I + Ру-, 

^-5 = ||7і + Р + (Іу. 

О 

УПРАЖНЕНИЕ 3. Доказать, что площадь поверхности вращения, опре¬ 
деленная в п. 28.4, совпадает с площадью этой поверхности, определен¬ 
ной в настоящем пункте. 


50.10. Ориентация гладкой поверхности 

В этом параграфе для наглядности будем считать, что в про¬ 
странстве выбрана правая система координат. Это означает 
следующее. Пусть і, } и к — единичные орты координатных 
осей. Если смотреть из конца вектора к на плоскость хОу, то 
вектор і надо повернуть на угол ті/2 против часовой стрелки, 
чтобы он совпал с вектором /. В этом случае говорят также, 
что упорядоченная тройка векторов і, ] и к согласована по 
«правилу штопора». 

Аналитический аналог наглядного подхода к понятию пра¬ 
вой и левой системы координат можно сформулировать, напри¬ 
мер, следующим образом: что в пространстве точек (х, у, г) рас¬ 
сматриваются только такие упорядоченные базисы е^, 63 , е^, 
которые получаются из упорядоченного базиса і = ( 1 ; 0 ; 0 ), 
І = ( 0 ; 1 ; 0 ), к = ( 0 ; 0 ; 1 ) (называемого по определению «пра¬ 
вым») с помощью матриц, имеющих положительный опреде¬ 
литель (точнее, равный 1). Таким образом, если 

^т = +Сш2І + СшЗІІ, И = 1, 2, 3 
является базисом, задающим правую систему координат, то 


^11 

^12 

^13 

^21 

^22 

^23 

^31 

^32 

^33 
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Пусть 5 — гладкая поверхность (см. определение 16). Это 
означает, что всякое ее векторное представление г = г{и, ѵ), 
(и, і;)е В, непрерывно дифференцируемо и X ^ О на зам¬ 
кнутой области В. Следовательно, в каждой точке поверхно¬ 
сти 5 определен нормальный единичный вектор 

являюп];ийся непрерывной функцией на В. Кратко это обсто¬ 
ятельство выражают, говоря, что на поверхности 5 суіцеству- 
ет непрерывная единичная нормаль. 

Определение 20. Всякая непрерывная единичная нормаль ѵ = 

= ѵ(и, ѵ), (и, ѵ)еВ, гладкой поверхности 8 = {г(и, ѵ); (и, ѵ)еВ} 
называется ориентацией поверхности 8. 

Очевидно, что если вектор ѵ является ориентацией поверх¬ 
ности і8, то и вектор -ѵ также является ориентацией той же 
поверхности, и легко показать, что других ориентаций нет. 

УПРАЖНЕНИЕ 4. Доказать, что поверхность может иметь только две 
ориентации. 

Одна из двух ориентаций ѵ или — ѵ (произвольно выбран¬ 
ная) называется положительной, а другая — отрицательной. 

Таким образом, понятие положительности и отрицатель¬ 
ности ориентации в этом смысле не определяется однозначно 
самой поверхностью. Положительная и отрицательная ориен¬ 
тации поверхности называются противоположными ориента¬ 
циями этой поверхности. 

Для определенности в дальнейшем для гладкой поверхно¬ 
сти, заданной фиксированным векторным представлением 

г = г{и, ѵ), (и, ѵ)еВ, за положительную ориентацию будем 
принимать всегда вектор (50.50). 

Подчеркнем, что непрерывность нормали ѵ рассматрива¬ 
ется относительно переменных и, ѵ, а не относительно про¬ 
странственных переменных х, у и 2 . Если поверхность имеет 
кратные точки, то может случиться, что в точке пространст¬ 
ва, являюіцейся носителем разных точек поверхности, может 
оказаться несколько различных нормалей. 

Чтобы при регулярном преобразовании параметров и л ѵ 
у поверхности сохранялась ориентация, необходимо дополни¬ 
тельно потребовать, чтобы якобиан этого преобразования был 
положительным. Действительно, для преобразования пара- 
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метров = ф(и, ѵ), = \|/(и, ѵ) из формул (50.28), как мы ви¬ 

дели (см. замечание в конце и. 50.5), следует, что 


г„ X 


г = ^>(р„ Хр, 


и, следовательно, если якобиан положителен, то векто¬ 

ре и, ѵ) 

рыг^^Хг^ир^ X направлены в одну и ту же сторону, а если 

он отрицателен, то в противоположные. 

Таким образом, для поверхностей, у которых выбрана 
ориентация, допустимыми преобразованиями будем считать 
такие непрерывно дифференцируемые преобразования, у ко¬ 
торых якобиан положителен. 

Поверхность 5 с положительной ориентацией будем обо¬ 
значать 5+, а с отрицательной — 5 . 

Подчеркнем, что всякая гладкая параметрически задан¬ 
ная поверхность всегда ориентируема, т. е. у нее всегда су¬ 
ществует ориентация. 

Если гладкая поверхность 5 имеет явное представление 
2 = /(х, у), {х, у)еВ, О — область на плоскости переменных 


х, у, то 


'’х X ^ = 


і і к 

1 о 
о 1 4 


=-иі-иі +к. 


откуда, в силу формулы (50.50), 


V = 


4 


ДТ7|Т7|’ Ѵі + 4 + Ру' Ѵі + 4 + П 


(50.51) 



и, следовательно (рис. 88), 

С 08 ѴЙ = - > о, 

Ѵі + 4 + п 

т. е. ориентация ѵ образует острый 
угол с осью 2 . Это означает, что век¬ 
тор V направлен вверх от поверхно¬ 
сти 5. Поэтому в этом случае поверх¬ 
ность 5, ориентированная единич¬ 
ной нормалью V, называется верхней 
стороной поверхности 5 и обознача¬ 
ется 5, а ориентированная противо- 
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положной нормалью — ѵ (направленной вниз) — ее нижней 
стороной, которая обозначается 5. 

Определение 21. Поверхность, у которой фиксирована одна 
из ее ориентаций, называется ориентированной. 

Данное выше определение ориентации, разумеется, не пе¬ 
реносится на негладкие поверхности. Примером поверхно¬ 
сти, не дифференцируемой в одной точке, на которой уже 
нельзя выбрать непрерывную нормаль, является конус: 

г = -Ь у^, х^-Ь г/2 < а^. (50.52) 

В этом случае векторное представление имеет вид 


г(х, у) = (х, у, л/х2 -Ь г/ 2 ). 


следовательно, 


1 ; 0 ; 


- , г = 0; 1; 

,2 „2 ^ У V 


/х^ -Ь у‘ 


/х2 + у‘ 


X Г - 


; \г,с^г\ = 42. 


Пределы Ит ^ и Ііт ^ не суп];еству- 

(х, г/)(0, 0) + у^ (Х,у)^(0,0) ^х^ + у^ 

ЮТ (почему?), поэтому и единичная нормаль 


X _ у 

/2(х2 + г/2)’ 72(х2 + г/2)’ ^ 


не имеет предела при (х, у) (0, 0). Следовательно, на конусе 
(50.52) нельзя выбрать нормаль, непрерывную на 


В = {(X, р) : х2 + у2 < 

Простым примером негладкой поверхности 5, на которой 
суш;ествует целая линия, вдоль которой нормали при любом 
их выборе терпят разрыв, является часть двугранного угла, 
изображенная на рис. 89. Указанной линией на этой поверх¬ 
ности является отрезок АВ. 

Замечание 1. На первый взгляд может показаться, 
что понятие ориентации поверхности не 
является обобш,ением понятия ориентации 
плоской кривой. Это, однако, не так. Если 
гладкая кривая Г = {г(8); 0 < 8 < 5} ориен¬ 
тирована в направлении возрастания длин 
ее дуг 8, то в каждой ее точке определен 

единичный касательный вектор ^ ко- 
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торый, очевидно, является непрерывной на кривой Г векторной 
функцией. Поставим в соответствие вектору і вектор п, полу- 
чаюп];ийся из вектора і поворотом против часовой стрелки на 
прямой угол. Вектор п является единичным нормальным к 
кривой Г вектором, непрерывно меняюш;имся вдоль нее. Таким 
образом, ориентация гладкой кривой порождает выбор единич¬ 
ной непрерывной вдоль этой кривой нормали. 

Верно и обратное: если на гладкой кривой задана непре¬ 
рывная единичная нормаль, то по этой нормали, в силу ука¬ 
занного выше соответствия, однозначным образом определя¬ 
ется непрерывный на кривой единичный касательный к ней 
вектор, который, в свою очередь, однозначно задает направ¬ 
ление возрастания параметра §, т. е. ориентацию кривой. 

Замечание 2. Понятия «поворот против часовой стрел¬ 
ки», «слева», «справа», «правило штопора» и т. п. не являются, 
конечно, математическими понятиями, но они очень удобны 
при решении конкретных задач. 

Подобно ориентации кривой на плоскости (см. п. 16.4), 
можно дать определение ориентации поверхности в матема¬ 
тических терминах, при условии, что в пространстве фикси¬ 
рована прямоугольная декартова система координат, т. е. за¬ 
дан ортонормированный базис е^, 63 , (тем самым, образно 
говоря, в самом пространстве уже задана «ориентация»). 

В этом случае положительной {отрицательной) ориента¬ 
цией гладкой поверхности 8 = {г{и, ѵ); (и, ѵ)е В} называется 
всякая непрерывная на поверхности 5 упорядоченная тройка 
вектор-функций а^, 03 , « 3 , т. е. непрерывных на замкнутой 

области В функций а^{и, ѵ), а 2 (и, и), а^іи, ѵ), (и, ѵ)е В таких, 
что векторы а^(и, ѵ) и а 2 {и, ѵ) являются линейно-независимы¬ 
ми касательными к поверхности 5 в точке г{и, ѵ), а не нуле¬ 
вой вектор Нз (и, ѵ) — ортогонален к ним, и определитель 
матрицы перехода от векторов а^, 03 , к векторам базиса 
положителен (отрицателен). 

Например, тройка векторов г^, X задает положи¬ 
тельную, а тройка векторов г„, г^, - (г„ Х г^,) — отрицатель¬ 
ную ориентацию гладкой поверхности 5 при заданной систе¬ 
ме координат в пространстве. 

50.11. Склеивание поверхностей 

Данное выше определение параметрически заданной непре¬ 
рывной поверхности не охватывает все то, что интуитивно 
входит в понятие поверхности. Так, можно показать, что по- 
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верхность шара не является носителем какой-либо непрерыв¬ 
ной параметрически заданной поверхности без кратных то¬ 
чек. Считать же, что поверхность шара имеет кратные точки, 
представляется неоправданным усложнением. Суш;ествуют 
различные пути для преодоления этого неудобства. Мы выбе¬ 
рем способ, основанный на склеивании конечного числа по¬ 
верхностей. Склеивание поверхностей естественным образом 
возникает при рассмотрении самых простых задач. Напри¬ 
мер, боковую поверхность цилиндра естественно рассматри¬ 
вать как результат склеивания противоположных сторон пря¬ 
моугольника, полную поверхность цилиндра — как результат 
склеивания его боковой поверхности и двух оснований, 
полную поверхность конуса — как результат склеивания его 
боковой поверхности с основанием и т. д. 

Перейдем к точным определениям. Будем говорить, что у 

поверхности 5 = {г = г{и, ѵ); (и, ѵ)еВ} ее край (см. п. 50.2) яв¬ 
ляется кривой, если граница дЛ области В является кривой 
(точнее, носителем кривой): ЭН = ѵ(і); а < і < Ь}. В этом 

случае край дЗ поверхности 5 можно также рассматривать 
как кривую дЗ = {г(и(і), ѵ(і)); а < і < Ь}. 

Определим операцию склеивания поверхностей для по¬ 
верхностей, края которых являются кривыми. 

Пусть заданы поверхности 5^ = {гДи^, ѵ^); (и-, ѵ^)е Н^}, края 
которых суть кривые, т. е. границы ЭН;, областей Н;, яв¬ 
ляются кривыми: 

К; = иДі;), К; = кДі;); і = 1,2, ... ,т. 

Тогда края поверхностей Э5; будут представлять собой 
кривые Г; = {г.(и.(і.), ^ і- ^ ЬД. Пусть для некоторых 

пар (і, і), і, і = \, 2 , , т, і ^ у, задано конечное число от¬ 
резков {аЬ., с {а^, Ь;], и отрезков [а^|, Ъ’^і^ ^ [а^, Ъ^\, 

а^і < к = 1, 2 , ... , Пц = /г-, причем как отрезки [а^^, 
так и отрезки [а^і, Ъ 0 попарно не имеют обш;их внутренних 
точек, а также гомеоморфизмы Ь^|], назы¬ 

ваемые склеивающими гомеоморфизмами. При этом для лю¬ 
бого имеет место «склеивание»: 

гДцДі;), (50.53) 

Обозначим через Г* кривую с представлением 
гДиДі;), оД^;)), ііе[а^^, Ъ^^\. 
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Кривые называются кривыми склейки или кривыми, 
по которым производится склеивание. 

Очевидно, что, в силу (50.53), отображение 

г = г/н/9, 0 / 9 ), 

также является представлением кривой ибо гомеоморфиз¬ 
мы представляют собой допустимое преобразование пара¬ 
метра для кривой Т^^. 

Будем предполагать, кроме того, что при у ^ у отрезки 
[а\^, и Ьіу], к =1,2, ... , п^^, 1 = 1,2, ... , п^^,, 

также не имеют обіцих внутренних точек, следовательно, 
каждый конец отрезка Ъ^^\ может принадлежать еш,е не 
более чем одному отрезку [.а,\у, ЬІ^]. Это условие означает, что 
каждая кривая склейки является частью только двух кри¬ 
вых Г; и Гу, образуюш;их края поверхностей 8^ и 8^. 

Поверхности 5, и 5, называются соседними, если они 
склеиваются по крайней мере по одной кривой Система 
поверхностей 5^, ... , 8^ называется связной, если для лю¬ 
бых ее поверхностей 8р и 8^ суіцествуют такие поверхности 
5; ,5; , , 8; , ЧТО 5; = 8„, 5; = 5., И кнждая поверхность 5,- 

іі 1-2 ‘'г Р ‘'г 

является соседней с 8, , т. е. склеена с ней по одной или 

V + 1 

нескольким кривым, ѵ = 1 , 2 , ... , г — 1 . 

Определение 22. Связная система поверхностей 5^, 182 , ... , > 8 ^ 
называется поверхностью, склеенной из поверхностей 
5^, ... , 8^, и обозначается 8 = {« 8 ;}. 

Это определение, несмотря на свою формальную громозд¬ 
кость, имеет, очевидно, простой геометрический смысл. Об¬ 
разно говоря, склеенная поверхность 5 = {і 8 ;} представляет 
собой поверхности ... , 8^, у некоторых пар которых 5^, 8^ 
отождествлены (склеены) точки, лежаіцие на кривых и 
отображаюіциеся друг в друга при гомеоморфизмах ф^^у, — в 
этом и состоит условие склеивания (50.53). Безусловно, как 
отмечалось, кроме того, предполагается, что от каждой по¬ 
верхности 8^ можно через конечное число шагов перейти к 
любой другой поверхности 8^, переходя каждый раз с некото¬ 
рой поверхности на одну из соседних с ней. 
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Если 5 = {5;} склеенная поверхность, то совокупность всех 
дуг, являюп];ихся такими частями кривых 98^, что никакие 
точки этих частей, кроме, быть может, концевых, не скле¬ 
иваются ни с какими точками других кривых 35^, называется 
краем Э5 склеенной поверхности 5. 

Можно показать, что, объединяя соответствуюіцим обра¬ 
зом указанные части кривых 35;, принадлежаіцие краю по¬ 
верхности 5 = {5;}, можно получить конечное число замк¬ 
нутых кривых (контуров). Иначе говоря, край склеенной 
поверхности состоит из конечного числа замкнутых кон¬ 
туров. 

Примером склеивания поверхностей служит склеивание 
в сферу + 2 ^ = 1 двух полусфер 2 = л/і - и 

2 = “л/і - х^ - у^, х^ + у^ <: 1, ПО ИХ краю, т. е. по окружности 
х^ + у^ = 1, 2 = 0. Задавая уравнение этой окружности в па¬ 
раметрическом виде X = С 08 і, у = 8ІП і, 2 = О, О < і < 2л, в ка¬ 
честве склеиваюіцего гомеоморфизма ф : [О, 2л] ^ [О, 2л] 
можно взять тождественное отображение отрезка [О, 2л] на 
себя. 

С помощью склеивания гладких поверхностей можно оп¬ 
ределить понятие кусочно-гладкой поверхности. 

Определение 23. Поверхность 3 = {3;}, склеенная из гладких 
поверхностей 8 ^, ... , 8 ^^, называется кусочно-гладкой по¬ 
верхностью. 

Поверхность кругового цилиндра, поверхность параллеле¬ 
пипеда дают примеры кусочно-гладких поверхностей. Пря¬ 
мой же круговой конус (50.27) нельзя разбить на конечное 
число склеенных гладких частей, поэтому он не является ку¬ 
сочно-гладкой поверхностью в смысле определения 23. Мож¬ 
но обобщить операцию склеивания поверхностей таким обра¬ 
зом, что при формальном сохранении определения кусоч¬ 
но-гладких поверхностей для такой обобщенной операции 
склеивания в класс кусочно-гладких поверхностей попадут 
уже и конические поверхности. Мы не будем на этом останав¬ 
ливаться и предоставим проделать это в случае необходимос¬ 
ти самому читателю. 

Поверхность, склеенная из конечного множества гладких 
поверхностей в широком смысле (см. п. 50.5), называется ку¬ 
сочно-гладкой в широком смысле. 
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50.12. Ориентируемые 
и неориентируемые поверхности 

Определим понятие ориентации для поверхностей, склеенных 
из параметрически заданных поверхностей. 

Определение ориентации с помоп];ью выбора непрерывной 
единичной нормали на поверхности в случае поверхности, 
склеенной из параметрически заданных поверхностей, ока¬ 
зывается недостаточным даже при отсутствии кратных точек 
и понимании непрерывности нормали как ее непрерывной за¬ 
висимости от точек пространства (а не параметров склеивае¬ 
мых поверхностей). Это связано с возможным нарушением 
гладкости поверхности на кривых, по которым происходит 
склеивание. 

Например, часть поверхности двугранного угла, изобра¬ 
женную на рис. 89, можно рассматривать как результат скле¬ 
ивания двух прямоугольников. Если стремиться по разным 
граням к одной и той же точке на ребре этого угла, то преде¬ 
лы соответствуюіцих единичных нормалей получатся разные. 
Другим примером кусочно-гладкой поверхности, не являю- 
ш,ейся гладкой, является поверхность куба, получаюш,аяся, 
очевидно, склейкой его граней (гладких поверхностей) по их 
ребрам. Ясно, что на поверхности куба нет непрерывной 
единичной нормали: в точках ребер она даже не суш,ествует. 
Ниже будет дано такое определение ориентируемой поверх¬ 
ности, при котором указанные поверхности являются ориен¬ 
тируемыми. 

Отметим, что при склеивании поверхностей даже «гладким 
образом» (т. е. когда для любой кривой, по которой произведе¬ 
но склеивание, в каждой ее точке можно так выбрать единич¬ 
ную нормаль, что она будет пределом соответствуюні;им обра¬ 
зом выбранных в окрестности этой точки единичных нормалей 
двух склеиваюш;ихся поверхностей) у склеенных поверхностей 
могут возникнуть качественно новые особенности: в отличие от 
параметрически заданных поверхностей в этом случае не всег¬ 
да на всей поверхности можно выбрать непрерывную единич¬ 
ную нормаль. Примером такой поверхности является так на¬ 
зываемый лист Мёбиуса*. 

Его можно получить, взяв прямоугольную полоску бума¬ 
ги АВСВ, один раз перекрутив ее вокруг оси симметрии ММ, 
параллельной сторонам ВС и АІ), и склеив ребро АВ с СВ 


* А. Ф. Мёбиус (1790—1868) — немецкий математик и астроном. 
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(рис. 90). Правда, при таком способе образования лист Мёби¬ 
уса получается в результате склеивания поверхности самой с 
собой. Однако нетрудно получить его и склеиванием, описан¬ 
ным в определении 22, двух прямоугольников и РЕСВ. 

Одной из характерных особенностей листа Мёбиуса являет¬ 
ся то, что у него имеется лишь одна «сторона»: его невозмож¬ 
но, как, например, боковую поверхность цилиндра, покрасить, 
скажем, с одной стороны красной, а с другой — синей кра¬ 
ской. Кроме того, на листе Мёбиуса нельзя выбрать единичную 
нормаль, которая являлась бы непрерывной функцией точки 
пространства. 

Все приведенные соображения делают естественным по¬ 
пытаться дать такое определение ориентации поверхности, 
для которого поверхности, например, типа поверхности па¬ 
раллелепипеда оказались бы ориентированными, а поверхно¬ 
сти типа листа Мёбиуса — неориентированными. 

Обратим внимание на то, что лист Мёбиуса может являть¬ 
ся носителем параметрически заданной гладкой поверхности 
с кратными точками, и эта поверхность, как всякая гладкая 
параметрически заданная поверхность, будет ориентирован¬ 
ной, имея в кратных точках своего носителя по две нормали. 
Это, конечно, не имеет никакого отношения к неориентиру¬ 
емости самого листа Мёбиуса. 

50.13. Другой подход 
к понятию ориентации поверхности 

Опишем другой подход к понятию ориентации, основанный 
на склеивании поверхностей, края которых суть кривые. 

Пусть 5 = {г = г(и, ѵ); (и, ѵ)е В} — гладкая поверхность, 
краем которой является кривая. Положительная ориентация 
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кривой дВ = {и(і), ѵ(і); а < і < Ь} (т. е. ориентация против ча¬ 
совой стрелки на плоскости и, ѵ с правой системой коорди¬ 
нат), в силу отображения г(и{і), ѵ{і)), а < і < Ь, порождает 
вполне определенную ориентацию края д 8 поверхности 5. 
Эта ориентация края Э5 поверхности 5 называется согласо¬ 
ванной с ориентацией 


(см. определение 20) поверхности 5. 

Естественность этого определения можно пояснить сле- 
дуюіцим образом. Рассмотрим явно заданную поверхность 

8:2 = /(х, у), (х, у)е В . Для нее (см. (50.51)) 


V = 


и _ 4 1 

71 + 4 + 4’ 71 + 4 + 4 ’ 71 + 4 + 4 і 


Следовательно, сов ѵ6 = — > 0, т. е. вектор нормали ѵ 

71 + 4 + 4 

образует с осью Ог острый угол и поэтому согласован с поло¬ 
жительной ориентацией края Э5 поверхности 5 по правилу 
штопора: ориентация контура д 8 соответствует направлению 
враш;ения ручки штопора, а направление нормали ѵ — движе¬ 
нию самого штопора. 

Очевидно, что если ориентация ѵ рассматриваемой глад¬ 
кой поверхности 5 согласована с ориентацией ее края д 8 , то 
ориентация — ѵ согласована с противоположной ориентацией 
кривой Э5. Таким образом, задание ориентации ѵ гладкой по¬ 
верхности равносильно заданию ориентации кривой Э5, яв- 
ляюш;ейся ее краем. Поэтому ориентированный край д 8 глад¬ 
кой поверхности 5 будем, так же как и непрерывную единич¬ 
ную нормаль V, называть ориентацией поверхности 8 . 

Данное определение наглядно и удобно для конкретных 
приложений. Его математическая суіцность состоит в том, 
что ориентация края гладкой поверхности является согласо¬ 
ванной с ее ориентацией, если тройка векторов: касательный 
вектор к краю, который является кривой, нормальный к не¬ 
му вектор, направленный в сторону поверхности (это понятие 
нетрудно определить), и вектор, задаюіций ориентацию по¬ 
верхности (т. е. единичная непрерывная на поверхности нор¬ 
маль) в точках края ориентированы так же, как координат- 
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ный репер в пространстве, т. е. преобразуются в него матри¬ 
цей с положительным определителем. 

Для произвольной параметрически заданной поверхности, 
т. е. без предположения о какой-либо ее гладкости, краем ко¬ 
торой является контур, его ориентацию примем за исходное 
определение ориентации самой поверхности. 

Пусть 5^ и 5^2 — две поверхности, у которых края — кри¬ 
вые, и пусть эти две поверхности склеены (в смысле опреде¬ 
ления 22) по кривым у^, ... , у^, являющимся частями краев 
поверхностей 5^ и ^ 2 . Ориентации и 35^2 поверхностей 5^ 
и /§2 называются согласованными, если каждая из них по¬ 
рождает на склеивающихся кривых у^, ... , у^, противопо¬ 
ложные ориентации. 

Определение 24. Поверхность 8, склеенная из поверхностей 
5^, ... , называется ориентируемой, если существуют та¬ 
кие ориентации ... , краев поверхностей 8^, ... , 8,^, 
что для любых соседних поверхностей 8^ и их ориентации 
98; и 98; согласованы. 

Совокупность таких ориентаций, если она существует, на¬ 
зывается ориентацией поверхности 8. 

Если указанной совокупности ориентаций краев 
поверхностей 5^, і = 1, 2, ... , т, не существует, то поверх¬ 
ность 5 называется неориентируемой. 

Если ориентации краев ... , являются ориентаци¬ 
ей поверхности 5 = {5;}, то совокупность противоположных 
их ориентаций также является ориентацией поверхности 5, 
называемой противоположной данной. 

Можно показать, что если поверхность 5 ориентируема, то 
никаких других ориентаций, кроме двух указанных, у нее 
нет. Одна из этих двух ориентаций (произвольно какая) обыч¬ 
но называется положительной, а другая — отрицательной. 

Аналогично ранее рассмотренному в и. 50.10 случаю ори¬ 
ентируемая поверхность, у которой фиксирована одна из ее 
ориентаций, называется ориентированной. При этом та из 
ориентированных поверхностей, ориентация которой названа 
положительной, обозначается 5+, а противоположно ориен¬ 
тированная — 5 . 

Край ориентированной склеенной поверхности 5 = {-8;}, 
как край всякой склеенной поверхности, состоит, согласно 
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сказанному выше, из конечного числа замкнутых контуров. 
Каждый из этих контуров, в свою очередь, представляет со¬ 
бой объединение конечного числа кривых, каждая из кото¬ 
рых является частью одного из контуров 98^, а именно такой 
частью, что все ее точки, кроме, быть может, концевых, не 
склеиваются с точками других краев д8^. Поэтому заданная 
согласованная ориентация склеенной ориентируемой поверх¬ 
ности 5 = {5;} порождает определенные ориентации (т. е. по¬ 


рядки точек) на указанных кривых. Можно показать, что эти 
ориентации, вместе взятые, составляют ориентации всех кон¬ 
туров, входяіцих в край Э5 склеенной поверхности 5. Сово¬ 
купность этих ориентаций контуров, составляюіцих край дЗ 
поверхности 8 , называется ориентацией этого края, порож¬ 
денной заданной ориентацией поверхности 5, или, что то же, 
согласованной с ней. 

Обратим внимание на то, что как в определении склеива¬ 
ния поверхностей в п. 50.11, так и в определении 24 ориента¬ 
ции поверхности не предполагалось даже дифференцируемос¬ 
ти склеиваемых поверхностей 5^, ... , 8 ^. Поэтому определе¬ 
ние 24 ориентируемости поверхности можно использовать и 
для поверхностей, склеенных из поверхностей без каких-ли¬ 
бо предположений об их дифференциальных свойствах, если 
только под их ориентацией понимать ориентации их краев, 
являюіцихся кривыми. 

Если поверхность 5 склеена из гладких поверхностей 
5^, ... , 8 ^, то для задания ее ориентации можно задать на 
каждой поверхности 5^, ... , 8 ^ непрерывные единичные нор¬ 
мали таким образом, чтобы согласованные с ними ориента¬ 
ции краев поверхностей были согласованы между собой 


в смысле определения 24, т. е. являлись ориентацией поверх¬ 
ности 5 (рис. 91). 

Для того чтобы при таком задании ориентации узнать, 
совпадают или нет две ориентации кусочно¬ 
гладкой поверхности, достаточно проверить 
лишь в одной произвольной точке, в которой 
суш,ествуют нормали, совпадают они или нет. 
Если в ней нормали совпадают, то они совпа¬ 
дают и всюду, а если они в этой точке не сов¬ 
падают, т. е. противоположны, то они и всюду 
противоположны, поскольку, как выше отме¬ 
чалось, суіцествуют только две ориентации за¬ 
данной поверхности. 
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Однако в случае кусочно-гладкой поверхности уже нель¬ 
зя ввести понятие положительной ориентации, используя 
заданные представления склеиваемых гладких поверхнос¬ 
тей и беря на них единичные нормали по формуле (50.50), 
так как эти ориентации могут оказаться несогласованными. 
Поэтому в случае кусочно-гладких поверхностей следует 
всегда более обстоятельно оговаривать, что именно подра¬ 
зумевается в данном случае под ориентациями поверхностей 
3^, і = 1, 2, ... , т, составляющими склеенную из них 
поверхность 5 = {5;}. 

Можно показать, что всякая кусочно-гладкая поверх¬ 
ность, являющаяся границей некоторой области трехмерного 
пространства, ориентируема. При этом одна из ориентаций 
состоит из единичных нормалей, направленных от поверхно¬ 
сти в область — так называемых внутренних нормалей, а 
другая состоит из единичных нормалей, направленных от по¬ 
верхности наружу от области — так называемых внешних 
нормалей. Примером такой поверхности является сфера. 
В качестве ее ориентации можно взять, например, единичные 
нормали, направленные по радиусу от точки сферы к центру 
(рис. 92). 

Примером неориентируемой поверхности (в смысле опре¬ 
деления 24) является лист Мёбиуса. 

Иногда ориентируемые кусочно-гладкие поверхности на¬ 
зывают также двусторонними поверхностями', они имеют 
две «стороны», соответствующие двум выборам единичных 
нормалей, задающим две ее ориентации. Соответственно нео- 
риентируемые поверхности называются односторонними. 
Оправдание этого термина было пояснено в п. 50.12 на при¬ 
мере листа Мёбиуса. 

Мы не будем останавливаться на математизации всех опи¬ 
санных наглядных соображений и доказательстве высказан¬ 
ных утверждений. Это потребовало бы ис¬ 
пользование методов, изучение которых 
выходит за рамки настоящего курса. Упо¬ 
мянутые выпіе без доказательства общие 
утверждения, по существу, не использу¬ 
ются в дальнейшем изложении. В каждом 
конкретном случае, о котором будет идти 
речь, можно будет всегда непосредственно 
указать, какая именно ориентация рас¬ 
сматривается в данном случае. 
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УПРАЖНЕНИЕ 5. Пусть заданы вектор т и кривая Г = {р(и), а < и < 6}. 
Цилиндрической поверхностью 8 с образующей Г и направляющей, парал¬ 
лельной вектору т, называется поверхность, заданная представлением вида 

(іе^ 

г = г{и, ѵ) = р(и) -Ь от, а<и<Ь, с<ѵ<сІ. 

Доказать, что если кривая Г — кусочно-гладкая, то и поверхность 
8 — кусочно-гладкая. 

50.14. Кривизна кривых, лежащих на поверхности. 

Вторая квадратичная форма поверхности 

С помощью первой квадратичной формы были получены фор¬ 
мулы для вычисления длин кривых на поверхности, углов 
между кривыми и площади поверхности. Однако знание всех 
этих величин еще не определяет поверхность. Например, пря¬ 
моугольник можно изогнуть так, что он будет образовывать по¬ 
ловину боковой поверхности цилиндра. Эта цилиндрическая 
поверхность и исходный прямоугольник — разные поверхно¬ 
сти, однако при указанном изгибании длины кривых углы 
между ними и площади частей поверхности сохраняются неиз¬ 
менными. Вместе с тем кривизна кривых на поверхности при 
таком изгибании, вообще говоря, меняется: прямолинейный 
отрезок может перейти, например, в полуокружность. 

Дальнейпіие локальные исследования поверхности в окрест¬ 
ности заданной ее точки будем проводить, изучая всевозможные 
кривые, лежащие на поверхности и проходящие через рассмат¬ 
риваемую точку, в частности, изучая кривизны этих кривых. 

Пусть 

8 = {г(и, ѵ); (и, ѵ)е В} (50.54) 

— дважды непрерывно дифференцируемая поверхность и 
г(и 0 Ѵд) — ее внутренняя неособая точка. Рассмотрим кривую 
на поверхности 5, заданную представлением 

г(8) = г(и(8), ѵ(8)), о < 8 < 8, (50.55) 

где функции и(8) и і;(8) дважды дифференцируемы на отрезке 
[0, 5], 8 — переменная длина дуги кривой (50.55), н(8о) = ид, 
ѵ(8д) = Ѵд, о < 8д ^ 8, И, слодовательно, г(8о) = Будем 

предполагать, что точка г(8о) является неособой для кривой 
(50.55). Вспомним, что вдоль кривой выполняется равенство 

= (50.56) 

где п — главная нормаль кривой, а к — ее кривизна. Будем 
предполагать, что к ^ 0; тогда главная нормаль п определена 
однозначно. 
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Обозначим через ѵ единичную нормаль к 
поверхности (50.54) в ее точке г(и^, ѵ^) и че¬ 
рез Ѳ угол между вектором ѵ и главной нор¬ 
малью п кривой (50.55) в ее точке г(8д) 
(рис. 93). Тогда, умножив скалярно обе части 
равенства (50.56) на вектор ѵ, получим 

—ѵ = ксо8Ѳ. (50.57) 

<І8^ 

Заметив, что 



^ й (йгЛ ^ (у, <іи , йѵ \ ^ , 2 „ ЛиЛѵ , ^ 

ЙЗѴЙзі Й8Ѵ ^^<І8 <І8 ] ““ѵ і і 


+ 2г^^<іи<іѵ + 

<І8^ ’ 


ИЗ (50.57) получим 


^ + 2г^^\аиаѵ + Г^^\(ІѴ^ 

( 50 . 57 ) (1^2. 

( 50 . 58 ) 


(50.58) 

(50.59) 


Введя обозначения 

і(и, ѵ) г„„ѵ, М{и, о) г„^ѵ, N{и, ѵ) = (50.60) 

и вспомнив, что (І8^ = Е(іи^ + 2Р(1и(іѵ + Осіѵ^ (см. (50.44)), за- 
пипіем равенство (50.59) в виде 


, л Ьсіи^ + 2МсІисІѵ + 

к С 08 Ѳ =-г-- . 

Ейи^ -Ь 2Р<іи<іѵ + С(1ѵ^ 

Определение 25. Квадратичная форма 


(50.61) 


+ 2Мди дѵ + Мдѵ^ 


называется второй квадратичной формой поверхности. 

Ее коэффициенты Ь, М п Н, согласно определению 
(50.60), однозначно определяются в каждой точке поверхно¬ 
сти при заданном ее представлении и выборе к ней единич¬ 
ной нормали в рассматриваемой точке (от этого выбора зави¬ 
сит лишь знак коэффициентов і, М, Л?^). Коэффициенты пер¬ 
вой квадратичной формы также однозначно определяются в 
каждой точке поверхности при заданном ее представлении, 
поэтому в этом случае дробь, стояіцая в правой части форму¬ 
лы (50.61), зависит в данной точке поверхности только от от¬ 
ношения ди : дѵ (в чем легко убедиться, разделив числитель 
и знаменатель дроби на ди или дѵ). 

Для кривой (50.55) дг = г^ди + г^дѵ, поэтому отношение 
ди : дѵ задает положение касательной к кривой (50.55) в точке 
г (нд, Од)- Таким образом, правая часть равенства (50.61) имеет 
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одно и то же значение для всех кривых (50.55), проходящих 
через точку г{и^, ѵ^) и имеющих одну и ту же касательную. 

В левой части формулы (50.61) угол Ѳ между векторами п 
и V зависит для данной точки поверхности от вектора глав¬ 
ной нормали кривой (50.55). Главная нормаль лежит в со¬ 
прикасающейся плоскости, поэтому если задана не только 
касательная к кривой, но и ее соприкасающаяся плоскость, 
то с точностью до знака определен и сов Ѳ (главная нормаль 
может иметь одно из двух взаимно противоположных на¬ 
правлений, перпендикулярных касательной к кривой). Знак 
С08 Ѳ, а следовательно, и одно из двух указанных возможных 
направлений нормали определяются из формулы (50.61), по¬ 
скольку кривизна всегда положительна. 

Итак, если задана касательная и соприкасающаяся плос¬ 
кость кривой, лежащей на поверхности и проходящей через 
заданную точку поверхности, то ее кривизна к однозначно 
определяется из формулы (50.61): 


1 ьаи^ + 2МсІисІѵ + Ысіѵ^ 
созѲ Е(іи^ + 2Р<іи<іѵ + 0(іѵ^ 


(50.62) 


Иначе говоря, доказана теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Две кривые на дважды непрерывно дифферен¬ 
цируемой поверхности с одними и теми же касательными и 
главными нормалями во внутренней неособой точке поверх¬ 
ности имеют в этой точке одинаковую кривизну, для кото¬ 
рой имеет место формула (50.62). 

Две такие кривые имеют одну и ту же соприкасающуюся 
плоскость, пересечение которой с касательной плоскостью к 
поверхности является касательной к кривой. 

Но одну и ту же касательную и соприкасающуюся плос¬ 
кость могут иметь много различных кривых, лежащих на по¬ 
верхности. В каком-то смысле наиболее простой из них явля¬ 
ется плоская кривая, лежащая в соприкасающейся плоскос¬ 
ти. Таким образом, изучение кривизны кривых, лежащих на 
поверхности, сводится к изучению кривизны плоских кри¬ 
вых — сечений данной поверхности плоскостями. Напомним, 
что плоская кривая полностью, с точностью до положения в 
пространстве, задается своей кривизной (см. п. 17.6). 

Обратим внимание на то, что мы изучаем поверхность в 
окрестности неособой точки. Поэтому в замыкании некоторой 
окрестности этой точки поверхность допускает явное пред¬ 
ставление (см. п. 50.6) и, следовательно, является простой по¬ 
верхностью (см. п. 50.2). Подобным образом часть кривой в 
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замыкании некоторой окрестности неособой точки является 
простой дугой (см. п. 16.2). Простые поверхности и простые 
дуги однозначно определяются своими носителями, поэтому 
мы здесь вместо «носитель поверхности» или «носитель кри¬ 
вой» говорим просто «поверхность или кривая». 

Сечения поверхности плоскостями будут рассмотрены чуть 
позже, а сейчас вернемся ко второй квадратичной форме. 


50.15. Свойства второй квадратичной 
формы поверхности 


Знание первой и второй квадратичных форм на поверхности 
дает возможность вычислять кривизны кривых, лежаіцих на 
этой поверхности. Поэтому важно иметь удобные формулы 
для вычисления коэффициентов второй квадратичной формы 

поверхности: 5 = {г{и, ѵ); (и, ѵ)еО}. 

Если за единичную нормаль ѵ к поверхности 5 в рассмат¬ 
риваемой ее неособой точке взять, как обычно, вектор 


и вспомнить (см. (50.46)), что \г^ X г^І = ^/ЕС - то из фор¬ 
мул (50.60) получим 


Ди, и) 


М(и. у) 

^ЕС - 


М(и,ѵ) 

^ЕС - Р^ 


(50.63) 

^ЕО - Р^ 


где в числителе дробей стоят смешанные произведения векто¬ 
ров. Нетрудно записать эти формулы и в координатной форме. 
Сделаем это для случая, когда поверхность 5 задается явным 
представлением: 

2 = /{х,у), (х,у)еІІ. (50.64) 


Здесь и — открытое плоское множество. В этом случае (см. 
(50.49)) ЕО - = 1 -Ь -ь /2^ а так как радиус-вектор г точек 

поверхности имеет вид г = (х, у, Дх, у)), то 


(гXX’ Д- д) = 

0 0 

1 0 д 

^ хх^ 



0 0 4, 

1 0 д 


0 1 4 

Д) = 

0 0 4, 

1 0 д 

0 1 4 

= 4г 

0 1 д 


I ху’ 
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Таким образом, в этом случае, в силу формулы (50.63), 
имеем 

і = М= , — . А^= , — . (50.65) 

Ѵі + /I + П Ѵі + П + П Ѵі + + п 

Для дальнейшего анализа второй квадратичной формы 
выберем более специальную систему координат: перенесем 
начало координат в рассматриваемую точку поверхности и за 
плоскость переменных х, у выберем касательную плоскость к 
поверхности (см. п. 50.6). 

Пусть для поверхности 

2 = /(х,у), (х,у)е11, (50.66) 

координатная плоскость переменных х, у является касатель¬ 
ной плоскостью к поверхности в точке (0,0) и, следовательно, 

/(0, 0) = 4(0, 0) = 4(0, 0) = 0. (50.67) 

Вторая квадратичная форма в точке (0, 0) в этом случае 
принимает вид (см. (50.65)) 

(50.68) 

т. е. совпадает со вторым дифференциалом функции / в этой 
точке. 

Разложим функцию / по формуле Тейлора в окрестности 
точки (0, 0). В силу (50.67), получим 

2^ = |(4х(0, 0)х^ + 24 у( 0 , 0)ху + ГууіО, 0)у2) -ь о(х^ + у^), 

(х,у)-(0,0), (50.69) 

т. е. вторая квадратичная форма поверхности в точке (0, 0) 

4х 

с точностью до постоянного множителя 1/2 равна главной час¬ 
ти отклонения поверхности от ее касательной плоскости при 
стремлении точки поверхности к точке касания. 

Формулы (50.61) и (50.69) раскрывают геометрический 
смысл второй квадратичной формы. 

50.16. Плоские сечения поверхности 

Как мы видели, изучение кривизны кривых на поверхности 
сводится к изучению кривизны сечений поверхности плоскос¬ 
тями. Прежде всего покажем, что, вообш,е говоря, при сече¬ 
нии поверхности плоскостями действительно получаются 
кривые. Выражение «вообш;е говоря» добавлено, так как ука- 


602 



занное явление не всегда имеет место; например, при сечении 
плоскости совпадаюш,ей с ней плоскостью получается целая 
плоскость, а не кривая; при сечении поверхности г = 
плоскостью 2 = 0 получается пара пересекающихся прямых: 
X + у = о, X — у = 0. 

При изучении сечений поверхности ограничимся рассмот¬ 
рением только ее неособых точек и будем предполагать, что 
поверхность задана явно и что плоскость переменных х, у яв¬ 
ляется касательной плоскостью к поверхности. Это не ограни¬ 
чивает общности рассмотрений, так как локально поверхность 
в неособой точке всегда имеет указанное представление (см. 
лемму 1 в и. 50.6), а кривизна кривых на поверхности, кото¬ 
рая нас будет интересовать, является локальным свойством. 

Л Е М М А 2. Если 

2 = /(х,у), (х,у)еВ, (50.70) 

—дважды непрерывно дифференцируемая на открытом мно¬ 
жестве В функция, (0, 0)еВ, 

/(0, 0) = 4(0, 0) = 4(0, 0) = о (50.71) 

{т. е. координатная плоскость переменных х и у является 
касательной плоскостью к графику функции /) и П — плос¬ 
кость, проходящая через точку (0, 0, 0) и не касающаяся в 
этой точке графика 8 функции /, то существует такая ок¬ 
рестность 17 точки (0, 0, 0), что пересечение поверхности 8 
с плоскостью П, содержащееся в замыкании 17 окрестности 17, 
является дважды непрерывно дифференцируемой простой ду¬ 
гой, для которой точка (0, 0, 0) является внутренней точкой. 

Доказательство. Уравнение плоскости П, проходящей 
через начало координат, имеет вид 

Ах + Ву + С 2 = 0, (50.72) 

причем если эта плоскость не является касательной плоско¬ 
стью в точке (0, о, 0) к поверхности 5, т. е. не совпадает с ко¬ 
ординатной плоскостью переменных х, у (см. (50.71)), то ко¬ 
эффициенты Л и В не могут одновременно обратиться в нуль: 

А2-ьВ2>0. (50.73) 

Подставив в формулу (50.72) выражение (50.70) для 2 , по¬ 
лучим 

Е{х, у) =^Ах + Вг/ -Ь СГ{х, у) = 0, (50.74) 

откуда 

0) (бо^Тті)"^’ (боГті) 
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Согласно условию (50.73), хотя бы одна из этих частных 
производных не равна нулю. Пусть, для определенности, 
^■^(0, 0) ^ 0. Так как, кроме того, 7^(0, 0) 0, то из теоре¬ 

мы о неявных функциях, примененной к уравнению (50.74), 
следует, что существует такая окрестность 

По = {{х, у) : а < X < Ь, с < у < сі} 

точки (0, 0) на плоскости переменных х, у, в которой уравне¬ 
ние (50.74), а следовательно, и система уравнений (50.70), 
(50.72) имеют единственное решение: 

у = (р(х), л:Е(а, Р), (50.75) 

где (а, Р) — некоторый интервал, содержащий точку л: = 0 и 
лежащий в интервале (а, Ь). Это означает, что в окрестности 
точки (0, о, 0) пересечение поверхности (50.70) с плоскостью 
(50.72) является кривой, задаваемой представлением х = х, 
у = ф(х), 2 = /(х, ф(л:)), а < х < р. 

Если теперь а < Нд < 0 < Ьц < то кривая 

у = Ф(Х), 2 = /(Х, ф(х)), Нд < X < Ьд, (50.76) 

является простой дугой (отображение (50.76) взаимно-одно¬ 
значно), имеющей точку (0, 0, 0) своей внутренней точкой. 
Выберем теперь числа Сд и (7д так, чтобы с < Сд < 0 < с^д < с?, и 
пусть 

П = {Х, у, 2) : Од < X < Ьд, Сд < у < С^д, -ОО < 2 < "Ь ОО} 

— бесконечный открытый параллелепипед, являющийся, 
очевидно, окрестностью точки (0, 0, 0). Часть кривой (50.76), 
лежащая в замыкании 17 окрестности 17 точки (0, 0, 0), явля¬ 
ется простой дугой (частью простой дуги (50.76)), для которой 
точка (0, о, 0) также является внутренней точкой. 

Функция /, по условию, дважды непрерывно дифференци¬ 
руема, поэтому по теореме о неявных функциях функция ф 
(см. (50.75)) также дважды непрерывно дифференцируема, а 
следовательно, и простая дуга (50.76) дважды непрерывно 
дифференцируема. □ 

В дальнейшем нас будет интересовать структура поверх¬ 
ности лишь вблизи данной точки, и мы всегда будем предпо¬ 
лагать, что на поверхности выбрана такая окрестность этой 
точки, что пересечение каждой рассматриваемой плоскости с 
поверхностью (в наших рассмотрениях всегда участвует 
лишь конечное множество таких плоскостей), лежащее в за¬ 
мыкании указанной окрестности, будет всегда представлять 
собой кривую (даже простую дугу), что, согласно лемме 2, 
всегда имеет место для достаточно малой окрестности. 
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50.17. Нормальные сечения поверхности 

Среди всех сечений поверхности плоскостями, проходящими 
через некоторую ее точку, особую роль играют так называе¬ 
мые нормальные сечения, т. е. сечения поверхности, образо¬ 
ванные плоскостями, содержащими нормаль к поверхности в 
рассматриваемой ее точке. Такие плоскости называются нор¬ 
мальными плоскостями. 

Нормальных сечений, проходящих через данную точку 
поверхности, бесконечно много. Однако если заранее задать 
прямую, которая должна быть касательной к нормальному 
сечению (эта прямая, очевидно, должна лежать в касатель¬ 
ной плоскости к поверхности, где лежат касательные ко всем 
кривым на поверхности (см. п. 50.5)), то нормальное сечение 
определяется однозначно. В самом деле, это нормальное сече¬ 
ние должно лежать в плоскости, проходящей через нормаль 
к поверхности, и через заданную касательную, так как каса¬ 
тельная плоской кривой лежит в той же плоскости, где и 
кривая. Плоскость же, проходящая через две пересекающие¬ 
ся перпендикулярные прямые, определяется однозначно. Пе¬ 
ресечением этой плоскости с касательной плоскостью к по¬ 
верхности является заданная прямая, так как она лежит в 
обеих плоскостях. Получившееся нормальное сечение будет 
иметь своей касательной заданную прямую, так как его каса¬ 
тельная должна, с одной стороны, лежать в его плоскости, а 
с другой — в касательной плоскости к поверхности. 

Начнем изучение кривизны плоских кривых на поверхно¬ 
сти с изучения кривизн кривых, имеющих одну и ту же каса¬ 
тельную. 

Пусть г (нд, Ѵд) — неособая внутренняя точка дважды не¬ 
прерывно дифференцируемой поверхности 5. Рассмотрим кри¬ 
вые на поверхности, проходящие через эту точку и имеющие 
общую касательную. Если через эту касательную и нормаль к 
поверхности 5 провести плоскость, то получим нормальное се¬ 
чение Гц, кривизну которого обозначим йц. Рассмотрим случай, 
когда йц 5^ 0. Главная нормаль нормального сечения Гц лежит, 
очевидно, в плоскости сечения и поэтому, будучи перпендику¬ 
лярной касательной, направлена по нормали к поверхности. 
Выберем за нормаль ѵ к поверхности 5 в точке г (нц, Ѵд) глав¬ 
ную нормаль нормального сечения Гц; тогда угол между ними 
равен нулю и, следовательно, из формулы (50.61) имеем 

° Егіцз + 2Раиаѵ -ь оаѵ^ ' ^ ' 
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Для кривизны любой другой кривой г, лежап];ей на по¬ 
верхности 5, которая проходит через точку г(и^, Кц) и имеет 
ту же касательную в этой точке, что и нормальное сечение Гц, 
справедлива формула (50.61) 


, л ЬЛи^ + 2М(1и (1ѵ + 

ксозѲ- -^--, 

Е(іи^ + 2Р(Іи(іѵ + 0(іѵ^ 


(50.78) 


где Ѳ — угол между нормалью ѵ к поверхности 5 и главной 
нормалью п кривой. 

Правые части формул (50.77) и (50.78) равны, так как за¬ 
висят только от отношения сіи : йѵ, т. е. от касательной, кото¬ 
рая у них обш;ая. Из равенства правых частей этих формул 
следует и равенство левых их частей: 


к^ = к С08 Ѳ. 


(50.79) 


Итак, мы пришли к следуюіцей теореме. 

ТЕОРЕМА 2 (теорема Меиье*). Если во внутренней неособой 
точке дважды непрерывно дифференцируемой поверхности у 
некоторого ее нормального сечения радиус кривизны коне¬ 
чен, то радиус кривизны К любой другой кривой, имеющей 
ту же касательную, что и указанное нормальное сечение, 
равен К^, умноженному на косинус угла Ѳ между нормалью к 
поверхности и главной нормалью к кривой: 

К = К^совд. (50.80) 

Эта формула сразу следует из формулы (50.79), так как 

Дадим геометрическую интерпрета¬ 
цию формулы (50.80). Рассмотрим се¬ 
чение поверхности 5 плоскостью, про¬ 
ходящей через точку Мц = г (и^, Ѵд) 
и перпендикулярной общей касатель¬ 
ной рассматриваемых кривых (рис. 94). 
В этой плоскости лежат нормаль ѵ к 
поверхности 5 и главная нормаль п 
кривой Г (они обе перпендикулярны 
общей касательной к кривым), следо¬ 
вательно, и центры кривизн Сц и С со¬ 
ответственно кривых Гц и Г. Соотно- 


к = 1/К, к^ = 1/Дц. 

Поверхность 



* Ж. Менье (1754—1793) — французский математик. 
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шение (50.80) показывает, что центры кривизн С составляют 
окружность, для которой отрезок длины является 

диаметром. 

Если рассмотреть только плоские сечения поверхности, 
имеющие общую касательную с нормальным сечением Гц, 
т. е. образованные плоскостями, проходящими через эту ка¬ 
сательную, то на рис. 94 прямая МцСц является следом на 
плоскости чертежа нормального сечения, прямая МцС — сле¬ 
дом секущей плоскости, а Ѳ — углом между этими плоскостя¬ 
ми. Формула (50.80) показывает, что центр кривизны С лю¬ 
бого плоского сечения является основанием перпендикуляра, 
опущенного на секущую плоскость из центра кривизны Сц 
нормального сечения, имеющего ту же касательную, что и 
рассматриваемое плоское сечение. 

При вращении секущей плоскости от совпадения ее с нор¬ 
мальным сечением до совпадения с касательной плоскостью 
(это соответствует изменению угла Ѳ от 0 до л/2) радиус кри¬ 
визны сечения изменяется от до 0, в частности, когда се¬ 
кущая плоскость стремится к касательной плоскости, т. е. 
Ѳ ^ л/2, радиус кривизн плоских сечений будет стремиться к 
нулю, а следовательно, их кривизны — к бесконечности. 

Конечно, согласно теореме 1 п. 50.14, таким же будет и 
закон изменения кривизн кривых, которые имеют общую ка¬ 
сательную с нормальным сечением Гц и для которых указан¬ 
ные секущие плоскости являются соприкасающимися плос¬ 
костями. 

50.18. Главные кривизны. Формула Эйлера 

В том случае, когда рассматривается нормальное сечение по¬ 
верхности 5 в данной ее точке, для его кривизны к имеет мес¬ 
то формула (см. (50.59)—(50.61)) 

= Ь<іи^ + 2МсІи<1ѵ + Ысіѵ^ ^ + 2МсІисІѵ + Ысіѵ^ /сп 

(І8^ Есіи^ + 2Р<іи(Іѵ + Сйѵ^ ’ 

так как угол Ѳ между нормалью ѵ к поверхности 5 и главной 
нормалью п нормального сечения равен 0 или л, а следова¬ 
тельно, С 08 Ѳ = ±1. 

Рассмотрим теперь, как изменяются кривизны нормаль¬ 
ных сечений в зависимости от положения нормального сече¬ 
ния в неособой внутренней точке поверхности. Как известно, 
в окрестности такой точки поверхность всегда можно задать 
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явным представлением, в котором плоскость независимых 
переменных является касательной плоскостью в рассматри¬ 
ваемой точке поверхности (см. п. 50.6). Мы и будем рассмат¬ 
ривать поверхность, заданную таким представлением. 

Пусть поверхность 5 задана дважды непрерывно диффе¬ 
ренцируемой функцией Дх, у) в окрестности 17 точки (0, 0): 

2 = /(х,у), (х,у)е11, (50.82) 


причем координатная плоскость переменных х, у является ка¬ 
сательной плоскостью к поверхности 5 в ее точке ДО, 0) и, сле¬ 
довательно, 

ДО, 0) = 4(0, 0) = 4(0, 0) = 0. (50.83) 

Введем следущие обозначения: 

"=/..(0,0), /о/=/.,(0,0), /«/=/„(0,0) 

и зафиксируем какую-либо единичную нормаль ѵ к поверхно¬ 
сти 5 в точке (0, о, 0), например ѵ = (0, 0, 1). 

Формула для кривизн нормальных сечений поверхности 5 
в точке (0, о, 0) имеет вид (см. (50.81), (50.65) и (50.83)) 


<І8^ 


(50.84) 


Касательная к нормальному сечению лежит в плоскости 

переменных х, у, поэтому ^ = сов Ф’ ^ = Ф» 

(16.19) и (16.22)) ф — угол между касательной к нормально¬ 
му сечению и осью Ох. Поэтому формула (50.84) для нор¬ 
мальных сечений поверхности 5 имеет вид 


+к = /4с08^ Ф + /«^СОВ ф ВІП ф -Ь /^уВІП^ф. 

Для простоты записи отнесем здесь знак минус к кривизне к, 
т. е. будем считать кривизну нормального сечения положи¬ 
тельной, если направления нормали к поверхности 5 и глав¬ 
ной нормали нормального сечения совпадают, и отрицатель¬ 
ной, если они имеют противоположное направление. При этом 
соглашении имеем 


к = Ф + Ф Ф + Ф- (50.85) 

Повернем теперь координатные оси Ох и Оу в их коорди¬ 
натной плоскости так, чтобы член с произведением косинуса 
и синуса в формуле (50.85) обратился в нуль. Это всегда мож¬ 
но сделать, согласно общей теории приведения квадратичных 
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форм к каноническому виду. Впрочем, в данном случае в 
этом легко убедиться непосредственно. 

В самом деле, координаты точки х, у выражаются через 
ее координаты х*, у* в системе координат, полученной пово¬ 
ротом координатных осей на угол \|/, по формулам 

X = X* СОЗ ^ - у* 8ІП \|/, 

У = X* ЗІП + у* СОЗ \1/. 

Подберем угол \|/ так, чтобы для функции 

/ (х , у ) = СОЗ\|/ - у ЗІП \|/, X ЗІП \|/ + у СОЗ \|/) 


имело место равенство 

Г\.у,{0,0) = 0. (50.86) 

Так как = Я соз \|/ + /^^зіп \|/, то 

= -/ххСОЗ \ 1 / ЗІП \ 1 / -Ь 4 у(СОз 2 \|/ - ЗІп 2 Ѵ]/) -Ь /^^ЗІН І)/ СОЗ І)/ = 

= ~ ^=сх) ЗІП + 2Я^соз 2^^, 

следовательно, для того чтобы выполнялось условие (50.86), 
следует выбрать угол Х}/ так, чтобы 


сі^ 2\|/ 


у^О _ ^0 

'XX / уу 


После поворота на этот угол \|/ формула (50.85) принимает 
вид 

к = к-^сов^ ф + /гзЗІп^ ф. (50.87) 


Здесь = /**^*(0, 0), ^2 = /**^л(0, 0), а ф — угол между каса¬ 
тельной к нормальному сечению и новой координатной осью 
Ох*. Для простоты новые координаты будем обозначать 
по-прежнему через х и у без звездочек. 

Из формулы (50.87) следует, что к^ является кривизной 
нормального сечения, произведенного нормальной плоско¬ 
стью, проходящей через ось Ох, а ^2 — кривизной нормально¬ 
го сечения, произведенного нормальной плоскостью, прохо¬ 
дящей через ось Оу. 

Из формулы (50.87) следует также, что кривизны к^ и ^2 
являются экстремальными значениями нормальных кри¬ 
визн. Действительно, если = Й 2 , то из формулы (50.87) по¬ 
лучим, что для всех углов ф выполняется равенство й = й^ = 
= Й 2 , т. е. что кривизна не зависит от угла ф. 
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Если же к-^ ^ ^2 и, например, > к 2 , то, записав формулу 
(50.87) в виде 

к = (к-^ - Й2)С08^ Ф + / 22 ( 008 ^ ф + 8 ІП^ ф) = - Й2)С08^ ф + ^ 2 , 

получим, что Й > ^2 и Й = (Й^ - Й 2 )с 08 ^ ф + Й 2 < (Й^ - Й 2 ) + Й 2 = Й^, 
т. е. что Й 2 < й < й^. 

Определение 26. Экстремальные значения к^ и Й 2 кривизн 
нормальных сечений в данной точке поверхности называ¬ 
ются главными кривизнами, соответствующие им нор¬ 
мальные сечения — главными нормальными сечениями, а их 
касательные — главными направлениями. 

Кривая на поверхности, которая в каждой своей точке 
имеет главное направление, называется линией кривизны. 

Полученный выше результат можно в терминах главных 
направлений сформулировать в виде следуюш;ей теоремы. 
ТЕОРЕМА 3. Кривизна к любого нормального сечения во вся¬ 
кой внутренней неособой точке дважды непрерывно диффе¬ 
ренцируемой поверхности выражается через кривизны й^ и 
Й 2 двух взаимно-перпендикулярных главных нормальных се¬ 
чений по формуле 

к = Й^С08^ ф + ^2 Ф’ 

где ф — угол, образованный плоскостью нормального сечения 
с плоскостью главного нормального сечения с кривизной й^. 

Формула (50.87) называется формулой Эйлера. 

В случае й^ 5 ^ Й 2 для любой кривизны й, не равной ни од¬ 
ной из главных кривизн, существует четыре значения угла ф, 
для которых выполняется соотношение (50.87): ф, ф -Ь л/2, 
ф -Ь л и ф -Ь Зл/2. Углы, отличающиеся друг от друга на л, оп¬ 
ределяют одно и то же нормальное сечение, поэтому для каж¬ 
дой указанной кривизны й существует точно два различных 
нормальных сечения, имеющих данную кривизну. 

Если же й = й^ или к = Й 2 , то из формулы (50.87) следует, 
что существует только одно нормальное сечение, имеющее 
своей кривизной данную главную кривизну. 

Отметим, в частности, что при й^ ^ Й 2 значение й = 0 (ко¬ 
торое было исключено из рассмотрения при доказательстве 
теоремы Менье) может либо совсем отсутствовать в данной 
точке поверхности, когда главные кривизны одного знака, ли¬ 
бо получаться при одном значении ф, когда одна из главных 
кривизн равна нулю, либо при двух, когда главные кривизны 
имеют разные знаки. Направления, которым соответствуют 
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нормальные сечения нулевой кривизны, называются асимп¬ 
тотическими направлениями на поверхности. В каждой 
точке поверхности, в которой к-^ ^ / 23 , в силу сказанного выше, 
имеется не более двух асимптотических направлений. Кривая 
на поверхности, которая в каждой своей точке имеет асимпто¬ 
тическое направление, называется асимптотической линией. 

Экстремальное свойство главных кривизн, очевидно, не 
зависит от выбора представления поверхности: оно определя¬ 
ется свойствами кривизн кривых, лежаш;их на поверхности, 
и, таким образом, главные кривизны являются характерис¬ 
тиками самой поверхности. Замечательным фактом является 
то обстоятельство, доказанное выше, что главные направле¬ 
ния, т. е. направления, отвечаюш;ие экстремальным значени¬ 
ям кривизн нормальных сечений, ортогональны. 

Подведем некоторые итоги. Из полученных результатов сле¬ 
дует, что изучение кривизн кривых на поверхности в данной ее 
точке сводится к кривизнам плоских сечений (теорема 1 ), кри¬ 
визны плоских сечений — к кривизнам нормальных сечений 
(теорема 2 ), а кривизны нормальных сечений выражаются че¬ 
рез главные кривизны по формуле Эйлера (теорема 3). 


50.19. Вычисление главных кривизн 


Перепишем формулу (50.77) для определения нормальной 
кривизны в виде 

{Ь - кЕ)(1и^‘ + 2(М - кР)(іисіѵ + (,N - кО)сІѵ^ = 0. 

Разделив это уравнение на и введя вспомогательную 
переменную ^ ^ ^ (значение і определяет нормальное сече¬ 
ние), получим 

(і - кЕ)і^‘ + 2(М - кЕ)і + {Н- кО) = 0. (50.88) 

Корни квадратного уравнения (50.88) определяют положение 
нормального сечения, отвечаюіцего кривизне к. Для главных 
кривизн, и только для них, такое положение единственно, по¬ 
этому для них корни квадратного уравнения (50.86) должны 
слиться, т. е. его дискриминант должен обратиться в нуль: 

(М - /гР)2 - (і - кЕ){Н -кО) = 0 (50.89) 

или в виде, более удобном для запоминания. 


Ь-кР _М -кР 
М-кР N - кС' 


(50.90) 


Это и есть уравнение для определения главных кривизн. 
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Если главные кривизны к-^ и к 2 найдены, то, подставив их 
значения в уравнение (50.88), найдем значение главного на¬ 
правления і. 

Определение 27. Произведение главных кривизн поверхности 
в данной ее точке называется полной или гауссовой* кривиз¬ 
ной поверхности 

К = к^к2, (50.91) 

а их полусумма 

Н = \{к^ + к2) (50.92) 

— средней кривизной поверхности. 

Очевидно, что знание главных кривизн в точке поверхно¬ 
сти равносильно знанию ее полной и средней кривизн в этой 
точке. Однако в некоторых вопросах, в чем мы скоро убедим¬ 
ся, удобнее иметь дело с полной и средней кривизной, чем с 
главными кривизнами. 

Для получения формул для полной и средней кривизн запи¬ 
шем уравнение (50.89) для главных кривизн в следуюп];ем виде: 

{ЕС - Е^)к^ - (ЕМ - 2ЕМ -Ь СЕ)к + ЕМ -М^‘ = 0. 


Отсюда по теореме Виета получим 


^( 50 = 91 )^ 1*2 


ьм - 

ЕС-Е^’ 


(50.93) 




ЕМ - 2ЕМ + ОЕ 
2(ЕС-Е2) 


(50.94) 


Главные кривизны в данной точке поверхности не зависят 
от представления поверхности, поэтому не зависят от пред¬ 
ставления поверхности полная и средняя кривизны. Так как 
первая квадратичная форма поверхности положительно опре¬ 
деленная (она равна дз^), и, следовательно, ее дискриминант 
больше нуля: ЕС — Е^ > 0, то из формулы (50.93) для полной 
кривизны следует, что и сигнатура дискриминанта ЕМ - 
второй квадратичной формы поверхности не зависит от пред¬ 
ставления поверхности: если полная кривизна равна нулю, 
то и этот дискриминант равен нулю, а если полная кривизна 
отлична от нуля, то его знак совпадает со знаком полной кри¬ 
визны. 


Пример. Вычислим полную и среднюю кривизны для ги¬ 
перболического параболоида г = х^ - у^. 


* К. Ф. Гаусс (1777—1855) — немецкий математик. 
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Согласно формулам (50.49) и (50.65), в этом случае 
Е = 1 + 4x2, р = 0=1 + 4і/2, ЕО-Р^ = 1 + 4х^ + 4у^, 

Ь = 2,М = 0, N = -2, ЬН - = -4, 

поэтому 

^ ^_ 4 „ ^ 4(у^ - х^) 

(50.91) 1 + 4х^ + 4у^’ (50.92) 1 + 4x2 _1_ 4у2' 

50.20. Классификация точек поверхности 

С помощью полной кривизны поверхности оказывается удоб¬ 
ным классифицировать точки поверхности. 

Определение 28. Точки поверхности, в которых полная кри¬ 
визна положительная, называются эллиптическими точ¬ 
ками поверхности, в которых она отрицательная — гипер¬ 
болическими, а в которых она равна нулю, но одна из глав¬ 
ных кривизн отлична от нуля, — параболическими. 

Точки, в которых обе главные кривизны равны нулю, а 
следовательно, равна нулю и полная кривизна, называются 
точками уплощения поверхности. 

В эллиптической точке поверхности К = к-^^к 2 > 0. Будем 
считать, что к^ > 0 и к 2 > 0, так как этого всегда можно до¬ 
биться, изменив в случае необходимости направление норма¬ 
ли к поверхности, в результате чего знаки главных кривизн 
изменятся на противоположные. В этом случае все кривизны 
нормальных сечений положительные и, следовательно, все 
главные нормали нормальных сечений направлены в одну и 
ту же сторону — в сторону нормали ѵ к поверхности, — 
поэтому все нормальные сечения загибаются в сторону векто¬ 
ра V (см. п. 17.3). Иначе говоря, поверхность в некоторой ок¬ 
рестности рассматриваемой точки располагается по одну сто¬ 
рону от своей касательной плоскости (рис. 95). 
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Асимптотических направлений в эллиптической точке 
нет: если > О и ^2 ^ О» то из формулы Эйлера (50.87) сле¬ 
дует, что для любого нормального сечения его кривизна 

к = й^сов^ф -Ь > 0. 

Так как знак полной кривизны К совпадает со знаком 
дискриминанта ЬЫ - второй квадратичной формы поверх¬ 
ности (см. н. 50.19), то в эллиптической точке 

ЬН-М^>0. (50.95) 

В гиперболической точке поверхности гауссова кривизна 
отрицательна: К = к]к 2 < 0. Следовательно, главные кривиз¬ 
ны имеют противоположные знаки, поэтому главные норма¬ 
ли главных нормальных сечений направлены в противопо¬ 
ложные стороны. Это означает, что одно главное нормальное 
сечение загибается от касательной плоскости в сторону нор¬ 
мали V к поверхности, а другое — в противоположную. 

Когда нормальное сечение непрерывно вращается от одно¬ 
го главного сечения до другого, его кривизна непрерывно ме¬ 
няется от отрицательного до положительного значения или 
наоборот и, следовательно, для некоторого нормального сече¬ 
ния обращается в нуль. Направление касательной этого сече¬ 
ния (а именно угол ф, который она образует с одним из глав¬ 
ных направлений) находится из формулы Эйлера: й^сов^ ф -Ь 
-Ь к 281 X 1 ^ ф = о, откуда 

Іёф = ±^-к^/к2. 

(Так как к-^ и к 2 имеют разные знаки, то под знаком корня 
стоит положительная величина.) Итак, в случае гиперболиче¬ 
ской точки существует два асимптотических направления: 

одно — под углом ф = агс1§ ^~кі /^ 2 , другое — под углом ф = 

= -агсі^ ^—к-^^/к 2 , и, следовательно, симметрично первому от¬ 
носительно главных направлений. 

Из двух пар вертикальных углов, образованных асимпто¬ 
тическими направлениями, в одной паре кривизны нормаль¬ 
ных сечений положительны, в другой — отрицательны. По¬ 
этому нормальные сечения в одной из указанных пар верти¬ 
кальных углов отклоняются от касательной плоскости к 
поверхности в противоположную сторону по сравнению с от¬ 
клонением от этой плоскости нормальных сечений в другой 
паре вертикальных углов (рис. 96). 
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Главное 



Из совпадения знаков полной кривизны и дискриминанта 
ЬЫ - следует, что в гиперболических точках поверхности 
выполняется неравенство 

^N-М^<0. (50.96) 

В параболической точке К = = 0 и одна из главных кри¬ 

визн отлична от нуля, например > 0. В этом случае главное 
нормальное сечение с кривизной к-^ загибается в сторону норма¬ 
ли ѵ к поверхности, а другое имеет в этой точке кривизну, рав¬ 
ную нулю, например имеет эту точку своей точкой перегиба, 
т. е. соответствует асимптотическому направлению (рис. 97). 
В этом случае из формулы Эйлера к = к^сов^ ф следует, что дру¬ 
гих асимптотических направлений в параболической точке нет. 

Из равенства нулю полной кривизны следует, что в пара¬ 
болической точке поверхности (см. (50.93)) 

ЬН—М^ = 0. (50.97) 

Если в точке поверхности к-^ = к 2 и, следовательно, кривиз¬ 
ны всех нормальных сечений равны между собой, то такая точ¬ 
ка поверхности называется точкой закругления или омбиличе¬ 
ской точкой', ее частным случаем является точка уплоіцения. 
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т. е. точка, в которой /г^ = ^2 ^ 0. В омбилической точке все на¬ 
правления главные. Это означает, что уравнение (50.88) при 
к = = к 2 должно удовлетворяться при любом і, что возможно 

лишь в случае, когда все его коэффициенты равны нулю: 

Ь - кЕ = М - кР = N - кО = 0. 


Отсюда следует, что для точек уплощения, т. е. когда к = 0, 
выполняются равенства Ь = М = Ы = 0,а для точек закругле¬ 
ния, не являющихся точками уплощения, условие 

к = Ш = Е- 

Е Р О’ 

каждое из этих отношений равно кривизне к. 

В заключение выясним, как характеризуются различные 
виды точек на поверхности, если в окрестности этих точек 
выбрать явные представления поверхности, при которых 
плоскость независимых переменных х, у параллельна каса¬ 
тельной плоскости к поверхности в рассматриваемой точке. 

Пусть 2 = /(х, у) — дважды непрерывно дифференцируе¬ 
мая в окрестности 17 точки (Хр, Уо) функция, = Я-^о» Уо) ^ ^ 
точке (x^, Уо» ^о) касательная плоскость к графику функции / 
параллельна плоскости переменных х, у. Тогда 

4(^0 > У о) = 4(^0 > Уо) = 0. (50.98) 

Введем, как и выше, следующие обозначения: 


-о . 

• XX • X 




’ ху I ху^-'-'І)’ I уу іуу(^О^Уок 

Согласно формулам (50.65), условие (50.95) эллиптичнос¬ 
ти точки (x^, ур, 2 о) графика функции / имеет вид 


ЬЫ-М^ = ПхПу-ПІ>^- (50.99) 

Условия (50.98) и (50.99) являются достаточными условиями 
строгого экстремума функции / в точке (Хц, ур). Таким образом, 
если точка (Хд, Уо> ^д) графика функции / является эллиптиче¬ 
ской, то функция / имеет в точке (Хд, уд) строгий экстремум и, 
следовательно, в некоторой окрестности точки (Хд, уд, 2 д) гра¬ 
фик функции / (поверхность) расположена либо над касатель¬ 
ной плоскостью, либо под ней, исключая, конечно, саму точку 
(Хд, Уд, 2д), которкя лсжит на касательной плоскости. 

Условие (50.96) гиперболичности точки (Хд, уд, гід) имеет вид 

ПхРуу-ПІ<0. (50.100) 

Выполнение соотношений (50.98) и (50.100) является доста¬ 
точным условием того, чтобы в точке (Хд, уд) функция / не име- 
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ла экстремума. Поэтому в любой окрестности гиперболической 
точки имеются точки по обе стороны от касательной плоскости. 

Таким образом, мы еп];е раз подтвердили некоторые ре¬ 
зультаты предыдуп];его анализа структуры поверхности вбли¬ 
зи эллиптических и гиперболических точек. 

Наконец, условие параболичности имеет вид 

то то _ то^ = р 

‘ XXI уу I ху ^ 

и в этом случае ничего сказать об экстремуме функции / в точ¬ 
ке (Хд, у о) нельзя. 

Мы убедились, что с помоіцью первой и второй квадратич¬ 
ных форм можно достаточно детально изучить структуру по¬ 
верхности в окрестности ее неособой внутренней точки. Оказы¬ 
вается, что первая и вторая квадратичные формы поверхности 
в известном смысле полностью описывают поверхность подоб¬ 
но тому, как кривизна и кручение пространственной кривой 
определяют ее с точностью до положения в пространстве. На¬ 
пример, можно доказать, что если две простые поверхности 
имеют такие представления, параметры которых меняются в 
одной и той же области, что в точках поверхностей, соответст¬ 
вующих одним и тем же значениям параметров, у поверхно¬ 
стей совпадают их первая и вторая квадратичные формы (т. е. 
совпадают их коэффициенты), то эти поверхности конгру¬ 
энтны (см.: Погорелое А. В. Лекции по дифференциальной 
геометрии. — Харьков: Изд-во ХГУ, 1961). 


§51 

Поверхностные интегралы 

в этом и следующих параграфах будут рассматриваться 
гладкие поверхности, задаваемые параметрическими пред¬ 
ставлениями (см. определение 16 в § 50) и склеенные из них 
кусочно-гладкие (см. определение 23 в § 50). 

51.1. Определение и свойства 
поверхностных интегралов 

Пусть задана гладкая поверхность 5, причем 
г = г{и, о) = {х = х(и, ѵ), у = у(и, ѵ), г = 2 (и, ѵ); {и, ѵ)е В} (51.1) 

— ее представление, т. е. непрерывно дифференцируемое 
отображение без особых точек, В — квадрируемая плоская 
область и, как обычно, Е, О и В — коэффициенты первой 
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квадратичной формы поверхности 5. Пусть, далее, на множе¬ 
стве точек г{и, ѵ) поверхности 5 задана функция Ф, т. е. функ¬ 
ция Ф(г(и, ѵ)) = Ф(х(и, ѵ), уіи, о), г{и, о)). Иногда функцию Ф 
будем обозначать также через Ф(д:, у, г) (ср. с п. 47.1). 

Определение 1. Интеграл ||Ф(л:, у, 2 )(і 8 определяется равен- 

8 

ством (см. формулу (50.48)) 

II Ф(х, у, 2 )д 8 = ||Ф(х(а, ѵ), у(и, ѵ), 2 {и, ѵ))^ЕС - Р^дидѵ. (51.2) 

8 В 

Этот интеграл называется поверхностным интегралом пер¬ 
вого рода. 

Таким образом, в поверхностном интеграле || Ф(х, у, 2 )д 8 

8 

ПОД д 8 понимается элемент площади (50.48). 

При определенных ограничениях, налагаемых на функ¬ 
цию Ф, интеграл (51.2) существует. Так, например, он су¬ 
ществует для всякой непрерывной на гладкой поверхности 5 
функции Ф, т. е. для непрерывной на замкнутой квадрируе¬ 
мой области П функции Ф(г(а, о)). В самом деле, в этом слу¬ 
чае, согласно определению 1, интеграл || Ф(л;, у, 2 )д 8 сводится 

8 

К интегралу ||(г(а, о)) а]ЕС - Р^дидѵ от непрерывной на Е 

в 

функции, который, как известно (см. п. 44.4), существует. Бо¬ 
лее общие условия существования поверхностного интеграла 
первого рода могут быть получены из соответствующих условий 
существования кратных интегралов (см. п. 44.4), примененных 
к интегралу, стоящему в правой части равенства (51.2). 

Пусть для простоты функция Ф непрерывна на гладкой 
поверхности 5 и пусть 

р = р(иі, Оі) = (ф(аі, Кі), \і/(иі, ѵ^), % (^і, Оі)) 

— другое представление этой поверхности, которое задано на 
замыкании Пі квадрируемой области и для которого преоб¬ 
разование (50.14) параметров и, ѵ в и^, взаимно-однозначно и 

непрерывно дифференцируемо на П и имеет на П не равный ну¬ 
лю якобиан. Если и О-^ суть коэффициенты первой квад¬ 

ратичной формы, соответствующие этому представлению, то 

||Ф(л;(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 (и, ѵ))^ЕС - Е^дидѵ = 

в 

= 11 Ф(ф(аі, ѵ^), \|/(аі, Кі), х(и, о))^Е-^^0-^ - Р^ди^дѵ^^. (51.3) 
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Чтобы в этом убедиться, достаточно в интеграле, стоящем в 
правой части этого равенства, выполнить замену переменных 
(50.14) и воспользоваться формулой (50.43). Таким образом, 
поверхностный интеграл первого рода не зависит от выбора 
представления поверхности. Поверхностные интегралы пер¬ 
вого рода встречаются в различных вопросах математики и ее 
приложений. Например, площадь поверхности (см. п. 50.7) 
выражается с помощью поверхностного интеграла первого ро¬ 
да: если функция Ф(л:, у, г) тождественно равна единице на 
поверхности 5, то формула (51.2) превращается в формулу 
для площади ц5 поверхности 5 (см. (50.47)): 


ц5 = \\^ЕО-Р^(іисІѵ = ||сг5. 
в 8 


Если Ф(д:, у, г) — плотность некоторой массы, распреде¬ 
ленной по поверхности 5, то интеграл (51.2) дает величину 
массы всей поверхности. 

Пусть теперь і, ] и к, как обычно, единичные координат¬ 
ные векторы. 


п = Г,Х Г„ = 


і і к 

Уи 

Уѵ 


діу, г) ^ Э(г, х) . 
д{и, ѵ) д(и, ѵу 


Э(ж, у) 
д(и, ѵ) 


к (51.4) 


и 


(51.5) 


причем, согласно предположению о гладкости поверхности, 
нормаль V непрерывно продолжаема на границу области В. 

Поверхность 5, на которой выбрана единичная нормаль ѵ, 
обозначим, как и раньше, через 5+, а ту же поверхность, на 
которой выбрана нормаль -ѵ, — через (очевидно, ѵ и -ѵ 
суть две ориентации поверхности 5). Подчеркнем, что 5+ и 5^ 
определяются самой поверхностью «с точностью до ориента¬ 
ции» и поэтому зависят от выбора представления поверхности. 

Через а, (3, у обозначим углы, образованные единичной 
нормалью V с координатными осями Ох, Оу, Ог, т. е. 

V = (со8 а, С 08 (3, С 08 у). (51.6) 

Пусть на поверхности 5 задана векторная функция 
а = а{г{и, ѵ)) = (Р, О, К), 

Р = Р(х(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 {и, ѵ)), О = 0(х(и, ѵ), у{и, ѵ), г(и, к)), 
Е = Е{х{и,ѵ), у{и,ѵ), 2 (и, ѵ)). (51.7) 
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Определение 2. Поверхностным интегралом 11 а А8 второго 

8 + 

рода по ориентированной поверхности 5+ называется ин¬ 
теграл ||аѵс?5, т. е. 

8 

=^||аѵсг5. (51.8) 

8 + 8 

Обозначение 11 адЗ называется векторной записью ин- 

8 + 

теграла второго рода. Его координатной записью называет¬ 
ся выражение 

11 Рдудг + ^д 2 дx -Ь Едхду. 

Таким образом, 

11 адЗ = 11 Рдудг + ^дгдx + Едхду, (51.9) 

8 + 8 + 

так как, по определению, левая и правая части этого равенст¬ 
ва являются разными записями одной и той же величины. 
Согласно определению (51.8), 

11 Рдудг + Ядгдх + Едхду 11 айЗ || аѵдЗ 

8 -" 8 (51.7) 

(бГб) я ® + ^со8 Р + і?со8 і)й8. (51.10) 

(51.7) 8 


В частности, беря поочередно две из функций Р, ^ и Д тожде¬ 
ственно равными нулю, будем иметь 


11 Рдудг = IIРсо8 адЗ, 11 ^дгдx = || 0со8 Рс?5, 


8+8 8+8 

11 Едхду = II Рсо8 удЗ. 


(51.11) 



8 

Интуитивный смысл этих формул 
состоит в том, что элемент плоіцади 
(см. (50.48)) данной поверхности, ум¬ 
ноженный на косинус угла, который 
он «составляет» с некоторой коорди¬ 
натной плоскостью, «приближенно» 
равен элементу площади его проекции 
на рассматриваемую координатную 
плоскость, как если бы речь шла о 
площади плоской фигуры и ее проек¬ 
ции. На рис. 98 изображен случай, 
когда указанное проектирование 
производится на плоскость перемен¬ 
ных х и у. В этом случае дхду ~ 
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= с?|8со8 у, где <І8 — элемент площади поверхности 5, а (іхёу — 
элемент площади проекции этой поверхности на плоскость 
переменных х, у, а у — угол между сіЗ и указанной плоско¬ 
стью, очевидно, равный углу между нормалью ѵ к поверхно¬ 
сти и единичным ортом к оси Ог. 

Ориентируемая поверхность имеет две ориентации ѵ и -ѵ. 
Поверхность с ориентацией ѵ обозначена 5+, поверхность с 
ориентацией — ѵ, как обычно, 5 . Имеем 

11 а(іЗ II а(-ѵ)<і5 = -|| аѵсіЗ - 11 аЛЗ; 

8 ~ 8 8 ’ 8 + 
таким образом, при изменении ориентации поверхности ин¬ 
теграл второго рода меняет только знак. 

Если векторная функция а непрерывна на поверхности 5, 
то интеграл 11 аЛЗ существует, так как, в силу сказанного 

выше о поверхностных интегралах первого рода, существует 
интеграл, стоящий в правой части равенства (51.8). 


51.2. Формула для представления 
поверхностного интеграла второго рода 
в виде двойного интеграла 


Пусть 5 — гладкая поверхность, заданная своим векторным 

представлением 5= {г(и, ѵ); (и, ѵ)е В} и, как обычно, 5+ — по¬ 
верхность 5, ориентированная посредством нормали 


Вспомнив, что (см. (50.46) и (50.48)) сІЗ = X (іи<іѵ, 
получим 

айЗ = II аѵ(іЗ = || Х ЛиЛѵ = 

8 8 '"‘>1 


II 

. 4 + 


= \\{а,г^,г^)(іи(1ѵ, (51.12) 

с 

где (а, Гц, Гц) — смешенное произведение векторов а, г^, г^. 

Если а = (Р, К), г(и, ѵ) = (х(и, ѵ), у(и, ѵ) 2 (и, ѵ)), г^ = 

= (Хц, і/„, 2 ^, Гц = (Хц, Уц, 2 ц), то формула (51.12) в координат¬ 
ной форме имеет вид 


ІІагі^-ІІ 

8 + О 


Р Я п 

Уи 

Уѵ 


йисіѵ. 


(51.13) 


где Р = Р(х(н, ѵ), у(и, ѵ) 2 (и, о)), Я = Я{х{и, ѵ), у(и, ѵ) г{и, ѵ)), 
В = К{х{и, ѵ), у{и, ѵ) 2 (и, ѵ)). 
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Формула (51.13) справедлива и для гладких представле¬ 
ний гладких поверхностей в широком смысле этого термина 
(см. п. 50.5). Для других представлений этих поверхностей 
она получается заменой переменных в интеграле в правой 
части равенства (51.13) с помош;ью гладкого преобразования 
параметров в гладком представлении поверхности. 

В частном случае, когда на замкнутой области И всюду 
Р = ^ = о, т. е. а = (0, о, Е), имеем 


(«’ гД = 


о о Л 

Уи 

Уѵ 


= Д 3(х,у) ^ 
д(и,ѵ)' 


Формула (51.13) в этом случае принимает вид 


II Есіхйу = II Р (х(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 (и, ѵ)) (іисіѵ. 

8 В \и,ѵ) 

Если поверхность 5 имеет явное представление г = /(х, у), 

(х, у)еЕ, то 


Хи Уи 


1 

0 

Хѵ Уѵ 


0 

1 


(здесь X = и, у = ѵ) ш для интеграла по верхней стороне 5 по¬ 
верхности 5 (см. пример в п. 50.10) в случае, когда Р = ^ = 0, 

на 5 имеем 

І^ЕсІхау = ||Р(х, у, /(х, у))<1х(1у, (51.14) 

8 ■ ^ 

а для интеграла по нижней стороне 5 поверхности 5 получим 
^^Ейхсіу = -||Р(х, у, /(х, у))(іх(іу. 

Вместо ^^ЕйхЛу иногда пишут просто ЕЛхЛу, а вместо 

^^Ейхйу — соответственно ^^Е(іу(іх, т. е. в случае нижней 

8 ® 

стороны 5 поверхности 5 дифференциалы Лх и (іу пишут в 
обратном порядке. 

Если функция Е непрерывна на поверхности 5, то форму¬ 
ла (51.14) справедлива и тогда, когда явно заданная поверх¬ 
ность Р гладкая в широком смысле (см. п. 50.5), т. е. тогда, 
когда функция /, будучи непрерывной на замыкании В об- 
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ласти В, непрерывно дифференцируема лишь в самой облас¬ 
ти В; однако наряду с этим предполагается, что у поверхно¬ 
сти имеется представление 


г(и, ѵ) = (х(и, ѵ), у(и, ѵ), 2 {и, о)), {и, ѵ)вВі, 


непрерывно дифференцируемое вплоть до границы квадрируе¬ 
мой области на замыкании которой оно задано, и, следова¬ 
тельно, для этого представления справедлива формула (51.13). 

Действительно, достаточно, как это отмечалось выше, в 
интеграле 

у, і{х,у))йхйу 

в 


сделать замену переменных х = х(и, ѵ), у = у(и, ѵ), (и, ѵ)е В^. 

Это возможно, так как функция К(х, у, /(х, у)) непрерыв¬ 
на на замыкании В квадрируемой области В, а якобиан 


Э(х, у) 
д(и, ѵ) 


непрерывен вплоть до границы области В^ (по предпо¬ 


ложению частные производные 


дх Ъу дх ду 
ди' ди' дѵ' дѵ 


непрерывны 


вплоть до границы области В^, т. е. на ее замыкании) и не 
обраіцается в нуль в самой области В^. 

Итак, имеем 

||Д(х, у, /(х, у))<іх(іу = 


= \ \Е{х(и, ѵ), у(и, ѵ), /(х(и, ѵ), у(и, ѵ))) 


Э(х, у) 
д(и, ѵ) 


(1и(іѵ. 


Из доказанного следует, что формула (51.14) справедлива, 
например, для поверхностных интегралов от непрерывных 
функций по полусфере, заданной явным представлением г = 

= х^ + у^ < 1 (оно не является непрерывно диффе¬ 

ренцируемым вплоть до границы х^ + у^ = 1 круга х^ + у^ ^ 1, 
на котором оно задано). 


51.3. Поверхностные интегралы 
как пределы интегральных сумм 

Поверхностные интегралы могут быть получены также и как 
пределы соответствуюіцих поверхностных интегральных сумм. 

Пусть 5 — гладкая поверхность и г = г(и, ѵ), (и, ѵ)еВ, — ее 
представление, В — квадрируемая область. 
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Рассмотрим разбиение замкнутой области В, состоя¬ 
щее из всевозможных непустых ее пересечений с квадратами 

ранга к (ср. с п. 50.9). Пусть (ЭП) = — совокуп¬ 

ность можеств, входящих в разбиение х^^ и являющихся квад¬ 
ратами ранга к, т. е. квадратами ранга к, целиком лежащи¬ 
ми в замкнутой области П. Иными словами, х^^ (ЭП) состоит 
из элементов разбиения х^^, не пересекающихся с границей ЭП 
области В. 

Пусть 

Ат = , вт = в\Ат. 

Множество Вт содержится в объединении всех элемен¬ 
тов разбиения х^, пересекающихся с границей дВ области В, 
т. е. с множеством меры нуль. Поэтому (см. лемму 4 в п. 44.3) 

Ііт^\хВт = 0. (51.15) 


Сужение отображения г(и, ѵ), (и, ѵ)еВ, на замкнутый 


квадрат 




является представлением некоторой поверхно¬ 


сти, которую обозначим у = 1, 2, ... , Очевидно, все 
эти поверхности также гладкие. 

Пусть функция Ф (г(и, к)) непрерывна на замкнутой об¬ 
ласти В, пусть также и = Ф ѵ^^)). 

Положим 

аО) = . и, Ф. ,• 


и назовем ее поверхностной (неполной) интегральной суммой 
для интеграла || ФйВ и докажем, что 

8 


Ит а(0 =ГГФсг5. (51.16) 

к^оо ^/г(ЭЛ) Ы 

Прежде всего заметим, что 


||Фсг5 = \\Ф^ЕС-В^ (іисіѵ = 

8 В 

= \\Ф^ЕС-В^‘ (іисіѵ + \\Ф^ЕС-Е^ (іисіѵ, 

Ат вт 

где 

Ііш [[ Ф 4е(}-^^ (іисіѵ = 0. 

/г ^ оо ^ ^ 

_В(*) 
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Это следует из ограниченности подынтегральной функции 
Ф^ЕО - и равенства (51.15). Поэтому 


Ит^ Л Ф (іиаѵ = || Ф (18. 


(51.17) 


Обозначим через со (8, Ф) модуль непрерывности функции 
Ф на замкнутой области В. В силу равномерной непрерывнос¬ 
ти функции Ф на -О, имеем 


Далее, 


Ит со (8, Ф) = 0. 

5 —> о 

аО) - II Ф 7-БО - Р^ (іисіѵ = 


= ^ . р5(Л - II Ф л/^0 - Р^ (іисіѵ = 

/ - 1 ’ А№) 

= Е Ф*,; Я Ѵ.ЕС - Р^ (іисіѵ - ^ II Ѵ.ЕО - Р^ (іи(іѵ < 

; - 1 ’ ^(і) У - 1 

< ^ II Ф* . - Ф ^ЕО - Р^ (іисіѵ < 

І - 1 А(?) 


<со Д4;ф ГГ ^ЕО-р2(іисіѵ<(}){^:Ф]\х8^0 (51.18) 

ІП/г 11 (\к } 


при й ^ оо. Из (51.17) и (51.18) непосредственно следует ра¬ 
венство (51.16). 

Рассмотрим теперь интеграл второго рода 

II Фсіхсіу = II Ф С 08 (ѵ, к) СІ8. 

8 8 

Если обозначить через сов^^ (ѵ, к) косинус угла между 
нормалью V к поверхности 5 и координатным ортом к в точке 
(и^^ и положить 

= ё (ѵГй) Ц 

« 7=1 

то, аналогично равенству (51.16), доказывается формула 

^Я(ЭЦ) = Я У’ сіхсіу. (51.19) 

Подобные утверждения справедливы и для интегралов 
второго рода других типов (51.11), следовательно, и для ин¬ 
теграла II асі8. 

8+ 

УПРАЖНЕНИЕ. Доказать формулу (51.19). 
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51.4. Поверхностные интегралы 

по кусочно-гладким поверхностям 

Определим поверхностные интегралы по кусочно-гладким по¬ 
верхностям. 

Определение 3. Пустъ 8 = {-8;}? “ ^ — кусочно-гладкая поверх¬ 
ность (см. определение 23 в п. 50.11) и Ф(л:, у, г) — функция, 
определенная на множестве точек поверхности 8 . Тогда, по 
определению, 

||Ф^5= 

Определение 4. Если кусочно-гладкая поверхность 8 = 
= {5^1 “і ориентируема Ні8+ = {5Я/ = і — одна из соответ¬ 
ствующих ей ориентированных поверхностей (обозначе¬ 
ния см. в п. 50.13) с помощью нормалей на 8 ^, і = 1, 2, ... , /г, 
то, по определению, 

||ас/5= 

8 + ‘ ^ 1 8 ; 

Конечно, это определение содержательно только в том 
случае, когда интегралы, стояіцие в правых частях равенств, 
существуют. Для этого, прежде всего, представления поверх¬ 
ностей 8 і должны быть заданы на квадрируемых областях. 

Аналогично в рассматриваемом случае определяются и 
интегралы по поверхности 5^ = 

Мы остановились только на тех свойствах поверхностных 
интегралов, которые связаны со спецификой их определения 
и с поверхностью, по которой производится интегрирование. 
Естественно, что, поскольку они сводятся к обычным крат¬ 
ным интегралам, на них переносятся и различные их свойст¬ 
ва (линейность, интегральная теорема о среднем и т. п.). 

51.5. Обобщение понятия 
поверхностного интеграла второго рода 

Подобно тому как в п. 47.5 было обобщено понятие криволи¬ 
нейного интеграла второго рода, может быть обобщено и поня¬ 
тие поверхностного интеграла второго рода на более піирокий 
класс поверхностей, по которым производится интегрирование. 

Для функций многих переменных, как и для функций од¬ 
ной переменной, существует понятие интеграла Стилтьеса, с 
помощью которого можно обобщить понятие поверхностного 
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интеграла второго рода. Но чтобы не вводить новых понятий, 
проделаем непосредственно нужное нам для дальнейшего 
обобщение. 

Пусть 5 — элементарная поверхность, т. е. непрерывное 
отображение г{и, ѵ), {и, ѵ)еО, замкнутой плоской области в 
пространство, г(н, ѵ) = (ф(гг, ѵ), \|/ (и, ѵ), х(н, ѵ)) (см. п. 50.2), 
Н — квадрируемая область, функция Ф задана на множестве 
точек поверхности 5 и отображение 

X = ф(и, о), у = \|/(к, о), (и, ѵ) е В, (51.20) 

является гомеоморфизмом и отображает множества меры нуль 
также в множества меры нуль. 

Если X = — разбиение замкнутой области В (см. 

п. 44.3), то образы В* и X* соответственно множеств В и X^, 
і = 1, 2, ... , при отображении (52.20) также измеримы и 

система множеств х* = {Х*}’^^'^ является разбиением 

множества В*. 

Пусть (ыі, ѵ^еХі, і = 1, 2, ... , Положим 

(Е* = <Е*(Ф; ф; 'к; (і^і, •••, іиі^, ѵ^)) 

=' 5:Ф(г(щ,і;;))цХ*. (51.21) 

і - 1 

к числу элементарных поверхностей, удовлетворяющих 
указанным выше условиям, относятся полусфера г = 

= л/і “ — у^, + у^ ^ 1, цилиндрическая поверхность г = 

= Ѵі “ - 1 < л; < 1, о < I/ < 1, и т. п. 

Определение 2^ Если существует конечный предел 

сумм {Ъ\.2\), то он называется поверхностным интегралом 
второго рода от функции Ф по элементарной поверхности 8 
и обозначается || Ф((л:, у, 2 )дхду. 

8 

Таким образом, 

Ф((х, у, 2 )дхду’^= Иш (0*. (51.22) 

В этом определении не предполагается какой-либо глад¬ 
кости элементарной поверхности Е, поэтому в целом к тако¬ 
му классу поверхностей неприменимо ранее сформулирован¬ 
ное определение 2 поверхностных интегралов второго рода. 
Правомерность же использования в определении (51.22) тер¬ 
мина «поверхностный интеграл второго рода» оправдывается 
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тем, что если элементарная поверхность 5 — гладкая, ото¬ 
бражение (51.20) — регулярное (см. определение 7 в п. 50.3), 
а функция Ф — непрерывна на 5, то на поверхности 5 можно 
так выбрать ориентацию, что определения 2 и 2' будут экви¬ 
валентны. Это доказывается аналогично доказательству ра¬ 
венства (51.16) в п. 51.3. Действительно, используем обозна¬ 
чения, введенные в п. 51.3. Пусть ^ ^ — 

образ множества при отображении (51.20), у = 1, 2, ... , 

хі = _ В силу равномерной непрерывности отобра¬ 

жения (51.20), имеем |х^| = 0. 

Обозначим через образ множества = Х^*^ехДЭП), 

І = 1,2, ... , 4 (см. п. 51.3) при отображении (51.20) и снова 
рассмотрим соответствующую неполную интегральную сумму 



(мы воспользовались теоремой 2 п. 46.3 о замене переменных 
в двойных интегралах). Нетрудно убедиться, что в предполо¬ 
жении существования предела (51.22) справедливы равенства 


Ит = Ит Ф (іхсіу. (51.24) 

/г^оо ) ІтІ^О (51.22) Л ^ '■ ' 

С другой стороны, если поверхность 5 — гладкая и = 

= .у^А^р, то (см. п. 51.3) 


Ит [[ Ф йисіѵ = [ [ Лийѵ = [ [ Ф сов (ѵй) сі8, (51.25) 

где поверхностный интеграл в правой части равенства пони¬ 
мается в смысле определения 2 п. 51.1. 

Далее, выбрав ориентацию плоскости переменных и, ѵ 

так, чтобы выполнялось неравенство > 0, легко пока- 

д(и,ѵ) 


зать, что разность 


Іа1 




ЯФ 

Ат 


Э(х,у) 

д(и,ѵ) 


ёи<іѵ\ < У" [[ |Ф*.; “ Ф 

I (51.23) I ' 


_ (Ы 

д(и,ѵ) 


(іисіѵ 


стремится к нулю при /е ^ оо и, следовательно. 


Ит 

к^оо -с, (ЭЛ ) 


= Ит 


ЯФ 

лт 


д{х,у) 

д{и,ѵ)’ 


(Іисіѵ [[ Фсов (ѵк) (І8. 


Отсюда, в силу равенства (51.24), следует, что в случае глад¬ 
ких поверхностей 5 новое определение 2' равносильно опреде¬ 
лению 2 в п. 51.1. 
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Рассмотрим примеры, на которых хорошо видны преиму- 
ш,ества расширенного понятия поверхностного интеграла вто¬ 
рого рода. 

Пусть элементарная поверхность 5 имеет явное представ¬ 
ление 2 = Дх, у), (х, у)еВ, в — измеримая по Жордану об¬ 
ласть и функция Ф (непрерывна на 5, т. е. непрерывна функ¬ 
ция Ф(х, у, /(х, у)), (х, у) е В. В этом случае отображение 
(51.20) является тождественным, и поэтому применимо опре¬ 
деление (51.22). Сумма (В* имеет здесь вид 


Уі^ КХі, і/і))Ц X;, {x^, у^)еX^, 


і - 1 

т. е. является обычной интегральной суммой Римана функ¬ 


ции, непрерывной на замкнутой квадрируемой области В. По¬ 
этому 

Иш \\Ф{х, у,/(х, у))(іх(іу. (51.26) 

|т| ^ о ^ 

Следовательно, в этом случае поверхностный интеграл 
второго рода (51.22) равен интегралу Римана, стояш,ему в 
правой части равенства (51.26): 


II Ф(х, у, 2)(іх<іу = ||Ф(х, у, /(х, у))<іх(іу. (51.27) 

8 В 

По аналогии со случаем гладких поверхностей интеграл 
(51.27) будем называть «интегралом по верхней стороне по¬ 
верхности» и обозначать ||Ф(х, у, 2)(іх(іу, а тот же интеграл 

8 

СО знаком минус, т. е. -||Ф(х, у, Дх, у))(іх(іу, будем называть 

в 

«интегралом по нижней стороне поверхности» и обозначать 
||Ф(х, у, 2)(іх(іу или II Ф(х, у, 2)сіу(іх. Слсдоватсльно, 

8 ® 

II Ф(х, у, 2)(ІХ(Іу = IIФ(х, у, 2 )( 1 х( 1 у = 

« 8 

= \\Ф{х,у,^{х,у))(1х(1у, (51.28) 

В 

II Ф(х, у, 2)(іу(іх = ^^Ф(х, у, 2 )йх( 1 у = -||Ф(х, у, Дх, у))<іхйу. 

8 - в 

Таким образом, для поверхностного интеграла (51.22) полу¬ 
чены те же самые формулы (51.26), что и для поверхностного 
интеграла в смысле определения 2 (см. (51.14) и (51.15)). Одна¬ 
ко на этот раз эти формулы доказаны без предположения о ка¬ 
кой-либо гладкости элементарной поверхности, кроме ее не- 
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прерывности, тогда как раньше, в силу самого определения 2, 
предполагалось, что рассматривается поверхность непрерывно 
дифференцируемая. 

Опишем еіце один случай поверхностного интеграла (51.22), 
который встретится в дальнейшем. Пусть представление г (и, ѵ), 

(и, ѵ)еи, поверхности 5 таково, что образ множества В при ото¬ 
бражении (51.20) имеет меру Жордана, равную нулю, а Ф — 
произвольная функция, заданная на поверхности 5. Тогда 

Ф(х, у, 2 )(іх(іу = 0. (51.29) 

8 

В самом деле, в этом случае для любого разбиения х = 

= замкнутой области В мера всех множеств X* на 

плоскости переменных х, у равна нулю. Поэтому все суммы 
* равны нулю, а следовательно, их предел при |х| ^ 0, т. е. 
интеграл (51.22) также равен нулю. В этом случае бывает 
удобно для единообразия терминологии говорить об интегра¬ 
ле по той или иной стороне поверхности, в зависимости от за¬ 
дачи она может называться верхней, нижней, внутренней 
или внешней. Будем по определению считать, что в рассмат¬ 
риваемом случае все термины «поверхностный интеграл по 
той или иной стороне поверхности 5» равносильны, и писать 

II Ф(х, у, 2 )(іх(іу = II Ф(д:, у, 2 )сІу<іх = 0. (51.30) 

8 8 

В частности, если 5 является ориентируемой кусочно-глад¬ 
кой цилиндрической поверхностью с образуюш,ей, параллель¬ 
ной оси 02, то отмеченная выше эквивалентность определений 2 
и 2' поверхностных интегралов легко проверяется непосредст¬ 
венно. Действительно, образ на плоскости хОу замкнутой об¬ 
ласти В при отображении (51.20) совпадает с проекцией на эту 
плоскость самой поверхности 5. Поэтому поверхность в данном 
случае является частью цилиндра, основанием которого явля¬ 
ется указанная проекция меры нуль, а образуюш;ая — парал¬ 
лельна оси Ог. Таким образом, если ѵ = (сое а, соз (3, соз у) — 
какая-либо ориентация поверхности 5, то нормаль ѵ орто¬ 
гональна оси Ог, поэтому соз у = 0, откуда явствует, что 
интеграл || Ф(х, у, г) соз у(і8 = 0, и тем самым в этом случае 
8 

справедлива формула 

II Ф(л:, у, 2)(1х(іу = II Ф(х, у, г) соз у(18, 

8 8 

так как обе части этого равенства равны нулю. 

Так же как и в частных случаях (51.26) и (51.29), можно и 
для обш;его понятия интеграла второго рода (51.22) ввести по- 
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нятие интеграла по той или иной стороне поверхности. Имен¬ 
но, по аналогии со случаем гладких поверхностей, интегралы 

у, 2 )( 1 х(ііі и -^^Ф{х, у, 2 )(ІХ(Іу 

8 8 

называются интегралами по разным сторонам поверхности 8 . 

При этом следует обратить внимание на то, что термин 
«та или иная сторона поверхности» как самостоятельный 
термин не определяется, а определяется только в целом тер¬ 
мин «поверхностный интеграл второго рода по той или иной 
стороне поверхности». 

Аналогично тому, как выше было введено обобш;ение по¬ 
нятия поверхностного интеграла второго рода (51.22) вида 
II Ф(л:, у, 2)(іх(іу, вводятся и обобш,ения понятий поверхност- 

8 

ных интегралов второго рода вида || Ф(л;, у, 2)(іу(І2 и 

8 

||Ф(х, у, 2)(І2(іх, следовательно, и вида ||Р(іі/с ?2 -Ь ^(І2СІx -Ь 
8 8 
-Ь Ксіхсіу по заданной стороне поверхности. 


§52 

Скалярные и векторные поля 

52.1. Определения 

Вместо терминов «числовая функция точки», «векторная 
функция точки» употребляются и равнозначные им: «скаляр¬ 
ное поле», «векторное поле». Эта терминология подчеркивает, 
что значения рассматриваемых функций зависят именно от то¬ 
чек пространства (в которых эти функции определены), а не от 
их координат, при выборе той или иной системы координат. 

Используя эту терминологию, можно сказать, например, 
что всякое скалярное поле и = и{М), определенное и диффе¬ 
ренцируемое в некоторой области О, порождает векторное по¬ 
ле его градиентов (см. п. 37.6 и п. 50.5): а(М) = ^гасі и{М). 
Определение 1. ТТг/сть в области О* задано векторное поле 
а = а{М) и существует определенная в О функция и = и(М) 
такая, что а(М) = §гас1 и(М). Тогда функция и(М) называет- 


* В этом параграфе для простоты рассматриваются только плоские 
или трехмерные области С. 
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ся потенциальной функцией или потенциалом данного век¬ 
торного поля*. 

Вводя символический вектор набла, Ѵ = і^ + ;^ + 

ёх ау дг 

(см. И. 37.7), можно написать ^гай и = У и, где в правой части 
равенства стоит «произведение» символического вектора наб¬ 
ла на числовую функцию и. 

Пусть, например, Е{М) — напряженность электрического 
поля, созданного единичным отрицательным зарядом, кото¬ 
рый помеш,ен в начале координат. Тогда в точке М(х, у, г) 

вектор Е(М) имеет, как это известно из физики, длину где 

г = лУх^~+~у^~+^, и направлен от точки М к началу коорди¬ 
нат. Отсюда получаем, что 

Электрический потенциал рассматриваемого поля, т. е. 

функция и(М) = і, является и потенциалом в указанном вы- 
г 

ше смысле, поскольку ^гай и{М) = Е{М). 

Рассмотрим снова векторное поле а = а(М), определенное 
в некоторой области О. Зафиксируем систему координат, в 
этом случае векторную функцию а{М) можно рассматривать 
как функцию трех переменных — координат х, у, г точки М: 
а = а{х, у, г). 

Пусть точка = (Хц, у^, 2о)е0 и задан единичный вектор 
е = (со8 а, С08 |3, С08 у). Проведем через точку Мд прямую в 
направлении е: 

Х = Х^ + ІС08 а, у = Уд + ІС08 р, 2 = аід + ІС08 у, 

-оо < і < -ьоо. 


Определение 2. Производная векторной функции 
а = (Хд + ^С08 а, Уд -Ь ІС08 Р, 2д -Ь ^С08 у) 


по і при і = О {если она существует) называется производ¬ 
ной векторной функции а{М) по направлению е в точке Мд и 

обозначается через 

де 


Ъа(Мф 

де 


йа 
йі ( 


- о' 


* Иногда в приложениях потенциал и определяется формулой а = 
= -^гасі и. 
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По правилу дифференцирования сложной функции, опу¬ 
ская для простоты обозначения аргумента, получим 

^ = ^со8 а + ^со8 (3 + ^со8 у. (52.1) 

де дх ду дг 

Полагая еѴ = со8 + со8 |3^ + со8 у^ («скалярное произве¬ 
дение» вектора е и символического вектора V), перепишем 

формулу (52.1) в виде ^ = (еѴ)а. 

де 

Определение 3. Если Ь = (Ь^, Ьу, Ъ^) — произвольный {не обяза¬ 
тельно единичный) фиксированный вектор, то вектор 


{ЬѴ)а = 

^дх Уду ^дг 


называется градиентом вектора а по вектору Ъ. 

Если Ь = ЬЬд, где ІЬцІ = 1, то «формальными преобразова¬ 


ниями» получим 

(ЬѴ) а = (№„ Ѵ)а = Ъ{Ьг,У)а = Ь^. 

Переходя к координатной записи, легко непосредственно убе¬ 
диться в справедливости полученной формулы и показать, что 
с символом V можно обраш;аться при вычислениях, как с на- 
стояш;им вектором, не забывая, конечно, при этом, что, кроме 
этого, V означает также и определенную операцию дифферен¬ 
цирования. Мы не будем останавливаться на обосновании за¬ 
конности таких «формальных преобразований с символом V». 
Любая формула, полученная подобным образом, может быть, 
конечно, получена и без применения символа V обычными 
обоснованными рассуждениями в координатах. Следует иметь 
в виду, однако, что применение символа V часто весьма суш;е- 
ственно сокраш,ает выкладки. 

Вернемся снова к исходному векторному полю а = (а^, Оу, а^) 
в области О. 

Определение 4. Пусть поле а = (а^, а^, а^) дифференцируемо в 

некоторой точке. Число ^ -Ь ^ -Ь ^ называется диверген- 

дх ду дг 

цией поля в этой точке и обозначается через йіѵ а, т. е. 


+ (52.2) 

ОХ оу 02 

Символически сііѵа может быть записана как скалярное 
произведение символического вектора V и вектора а: 

йіѵ а = У а. 
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Геометрический и физический смысл йіѵ а будет выяснен 
в дальнейпіем. 

Определение 5. Вектор с координатами 


да^ да^ да^ да^ да^ да^ 

ду дг ’ дг дх ’ дх ду 


(52.3) 


называется вихрем, или ротором, векторного поля а = 
= а{М) и обозначается го! а. 

С помоп];ью символического вектора V ротор можно запи¬ 
сать в виде следуюп];его векторного произведения: 

і і к 

гоіа = ѴХа= (52.4) 

дх ду дг 

Пу а. 

Термин «ротор» происходит от слова «ротация» (враще¬ 
ние). Это объясняется следующими обстоятельствами. Рас¬ 
смотрим движение твердого тела. Зафиксируем в нем точку и 
обозначим ее Мр. Из механики известно, что скорость ѵ = 
= ѵ{М) любой точки М этого тела выражается по формуле 

V = + (ОХ г, 

где Нд — скорость точки Мд, со — мгновенная угловая скорость 
вращения всего твердого тела относительно точки Мд, а г — 
радиус-вектор с началом в точке Мд и концом в точке М. Век¬ 
торы Нд и со не зависят от точки тела М (при фиксированной 
точке Мд), а радиус является, очевидно, функцией точки те¬ 
ла: г = г(М). 

Зафиксируем в пространстве систему координат х, у, г, и 
пусть V = (Ѵ^, Ѵу, Ѵ^, (О = (СО^, СО^^, СО^), г = (Х, у, 2), Нд = 
= (Щх’ ^’ 0 у’ ЩгУ’ тогда 

^х = ^’ох + Ѵу = Ѵоу + - С0^2, = Кд, + - (і)уХ. 


Отсюда 

дѵ^ дѵ^ дѵ„ дѵ„ дѵ, дѵ, 

_± = —ГО _ - = го _^ = ГО _^ = —ГО _- = —го _- = го 

ду дг у’ дх дг дх У’ ду 


Выясним теперь, как меняется в рассматриваемом твер¬ 
дом теле ротор скоростей его точек. Для этого воспользуемся 
формулами (52.3): 


дѵ, дѵ„ дѵ, дѵ, дѵ„ дѵ. 
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Таким образом, гоі ѵ = 2(я. Иначе говоря, с точностью до 
числового множителя ротор скоростей ѵ точек тела совпадает 
с мгновенной угловой скоростью враіцения твердого тела. От¬ 
сюда и происходит название «ротор». 

Приведем пример формальных преобразований с симво¬ 
лом V. Если за символом V следует несколько членов, на 
один из которых он действует как оператор дифференцирова¬ 
ния, а на другие нет, то для ясности будем обозначать этот 
член вертикальной стрелкой. Поясним это на примере. 

Пусть / — скалярное, а — векторное поле; тогда 

і і 

гоі /а = V X /а = V X /а + V X /а = /(V х а) + (Ѵ/ х а) = 

= / ГОІ а + ^гасі / Ха. 

Введем некоторые определения, связанные с векторным 
полем а = (а^, а^, а^) в области О. 

Определение 6. Пустъ Г — замкнутая кусочно-г лад кая кри¬ 
вая в области О. Интеграл 

I ас?г = I а^дх -Ь а^ду -Ь а^дг 
г г 

называется циркуляцией векторного поля а = (а^, Оу, а^ по 
кривой Г. Здесь дг = (дх, ду, дг). 

Если Г — ориентированная гладкая кривая, § — перемен¬ 
ная длина дуги, і = (сов а, сов (3, сов у) — ее единичный каса¬ 
тельный вектор, а пр^ а — величина проекции вектора а на ка¬ 
сательную, то 

I адг = I пр( адз. 

Действительно, 

I адг = I а^дх -Ь Оуду + а^дг = | (а^сов а + а^сов (3 + а^сов у)д8 = 

гг г 

= I аідз = I пр( адз. 
г г 

Определение 7. Поле, циркуляция которого по любой замкну¬ 
той кусочно-гладкой кривой, лежащей в области О, равна 
нулю, называется потенциальным. 

Напомним, что в и. 47.8 было показано (см. лемму 2), что 
условие равенства нулю интеграла | Рдх + ^йу по любому 

г 

замкнутому контуру Г (7 равносильно тому, что интеграл 
I (іх -Ь ^ду не зависит от пути интегрирования между точка- 

АВ 
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ми л и В. При доказательстве этого утверждения нигде не ис¬ 
пользовался тот факт, что кривая Г лежит в плоской области. 
Поэтому доказательство леммы 2, приведенное в и. 47.8, со¬ 
храняет силу и для криволинейных интегралов по простран¬ 
ственным кривым. Таким образом, 

циркуляция | ас^г = | а^сіх 4- -Ь а^йг равна нулю по 

г г 

любому замкнутому кусочно-гладкому контуру Т С тог¬ 
да и только тогда, когда интеграл | а^дх -Ь а^ду -Ь а^дг не 

зависит от пути интегрирования, т. е. от кривой с нача¬ 
лом в точке А, концом в точке В и целиком лежащей в об¬ 
ласти С. 

Рассмотрим в качестве примера плоское векторное поле, 
т. е. поле а = (Р, Ѳ), заданное на плоской области С : Р = 
= Р(х, у), ^ = Я(х, у). Вихрь этого ПОЛЯ имеет вид 


гоі: а = 


і і к 

А і_ 

дх ду дг 

Р ^ О 


и( _ А 

V Эх ду 


Теорема 4 п. 47.11 во вновь введенных терминах может 
быть перефразирована следуюіцим образом. Для односвязной 
плоской области Ѳ потенциальность поля, существование 
потенциальной функции и условие, что вихрь поля во всех 
точках равен нулю, эквивалентны. 

Определение 8. Пусть 8 — некоторая кусочно-гладкая ори¬ 
ентированная поверхность, лежащая в области О, ѵ — 
единичный вектор нормали к поверхности, задающей ее ори¬ 
ентацию, н 5+ — поверхность 8 с указанной ориентацией. 

Интеграл = ||аѵ(і<5 называется потоком векторного 

8 + 8 + 

поля через поверхность. 


Очевидно, что аѵ = пр^а, поэтому 


= 11 пр^ад8. 

8 + 8 

В дальнейших пунктах этого параграфа будут рассмотрены 
некоторые свойства векторных полей, в частности, установлены 
в трехмерном случае необходимые и достаточные условия по¬ 
тенциальности поля. Предварительно докажем теоремы о крат¬ 
ных и поверхностных интегралах, тесно связанные с понятия- 
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ми, введенными в этом пункте. Начнем с доказательства 
инвариантности этих понятий. 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Доказать следующие формулы: 

а) ГОІ; §гасі и = 0; 

б) йіѵ ГОІ; а = 0; 

в) аіѵ ёгай и = Аи, где Аи = + ^ + 

г) гоѣ гоѣ а = §гасі Діѵ а - Аа, где Аа = (Аа^, Аа^, Аа^), а = (а^, а^, а^); 

д) СІІѴ (/а) = /сііѵа + ^гасі/а; 

е) СІІѴ аХЪ = Ъ гоѣ а — а гоѣ Ъ. 


52.2. Об инвариантности понятий 
градиента, дивергенции и вихря 


Прежде всего заметим, что при ортогональном преобразова¬ 
нии декартовых координат символический вектор V преобра¬ 
зуется по правилам преобразования обычных векторов. Дей¬ 
ствительно, пусть задано ортогональное преобразование коор¬ 
динат 

х' = -Ь а^2Д + 

У ^ СІ21^ ^22У ^ 23 ^’ 

2 '= НзіХ -Ь НзаД + азз 2 . (52.5) 

Для таких преобразований матрица обратного преобразова¬ 
ния совпадает с транспонированной матрицей, поэтому 

X = -Ь а2іУ' + ^31'^ ’ 

У ~ ® 12 -^ ^22У ^ 32 ^ ’ 

2 = а^зХ -Ь йззУ + азз2'. (52.6) 

При этом, как хорошо известно, по формулам (52.5) и (52.6) 
преобразуются как координаты точек, так и координаты век¬ 
торов. 

Используя формулы (52.5) и правило дифференцирования 
сложной функции, получим 




_Э 

дх 


о _ Э дх' 1 о оу , а аг _ о, с?, о 

дх'дх дц'дх дг'дх ^^дх' ^^ди' ^^дг'’ 


ду' дх 
д ду' ^ 


д дг' 
дг' дх 


^дх' 


_д_ 

^ду' 


д дх' _|_ Э ду' _|_ Э дг' _ ^ д 
дх'ду ду'ду дг'ду ^^дх' 


“ 225 ^ ®32д^’ (52.7) 


д _ д дх' I Э ду' I Э дг' _ 3. 3. Э 

дг дх'дг ду'дг дг'дг ^^дх' ^^ду' ^^дг'" 
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Обратные формулы, выражающие производные по перемен¬ 
ным х', у', г' через производные по х, у, г, имеют вид 



Э , 


12 



Э 





22 



Э 

23Э^’ 


(52.8) 




32 



Э 


Формулы (52.5)—(52.8) показывают, что координаты обыч¬ 
ных векторов и «координаты» символического вектора V при 
ортогональных преобразованиях декартовых координат преоб¬ 
разуются по одному и тому же правилу. В частности, из (52.8) 
следует, что градиент функции и в системе координат х, у, г, 

т. е. вектор с координатами в системе х', у', г' будет 

ах ау 02 

иметь координаты :г—;, :г—;, т. е. являться градиентом и в этой 

ах ау аг 

системе координат. Тем самым еще раз доказано (см. п. 20.7), 
что градиент функции не зависит от выбора декартовой системы 
координат. Так как вектор V преобразуется подобно обычным 
векторам, то естественно ожидать, что и скалярное произведе¬ 
ние Ѵа не зависит от выбора указанной системы координат. 

Пусть вектор а в системе х, у, г имеет координаты а^, а^, а^, 
а в системе х', у', г' — координаты а^., а^., а^.. В силу формул 
(52.7) имеем 


Ъа^ да,, да, 

_ ± + _ У + _ 1 = П 

дх ду дг 


да,. , да,. , да,. , 
11 ^ “ 21 ^ + «31^ + 


да,, 


да,. 


да,. 


да. 


да. 


да. 


- 1 - П _ У. -{- П _^ - 1 - П _ У. - 1 - П _^ - 1 - П _^ - 1 - П _^ = 

+ «12 + «22 Эу' + «32 02^ + «13 0^^ + «23 0^^ + «33 02^ 


0^(«11«ж + «21«!/ «31«2) 0^(«21«х «22«і/ «23«2) 


0^(«31«ж «32«г/ «33«2)' 


(52.9) 


Применяя формулы (52.5) к вектору а = (а^, а^, а^) (т. е. 
заменяя в этих формулах х, у, г на а^, ау, а^, а х', у', г' на а^, 
а'у, а'^), получим, что выражения в круглых скобках в правой 
части равенства (52.9) равны последовательно а^., а ,, и, сле¬ 


довательно. 


да^ да,, да, да,.- да,,- да,- 

_^ _П _ У _|_ _^ ^ _п _^ 

дх ду дг дх' ду' дг' ' 


Это равенство и показывает, что дивергенция векторного 
поля в каждой точке однозначно определяется самим вектор- 
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ным полем, а не зависит от выбора системы координат, как 
это могло бы показаться сначала из формулы (52.2). 

Векторное произведение обычных векторов в силу своего 
геометрического смысла не зависит от выбора декартовых 
систем координат с одинаковой ориентацией (например, век¬ 
торное произведение двух векторов не изменится, если от од¬ 
ной правой декартовой системы координат (см. п. 50.8) пе¬ 
рейти к такой же другой). Поэтому естественно ожидать, что 
тем же свойством обладает и «символическое векторное про¬ 
изведение» гоі; а = V X а. 

В самом деле, если обозначить единичные координатные 
векторы системы координат х', у', г' соответственно через 
і', і', к', то, как известно, единичные координатные векторы 
і, і, к системы координат х, у, г выражаются через і', к' по¬ 
средством матрицы, транспонированной к матрице преобразо¬ 
вания (52.5), т. е. посредством матрицы преобразования 
(52.6): 

і = а^^і' + Пзі / + а^^к', 

І ^ ^22 І ^32^ ’ 

й = -Ь Пзз / + (52.10) 

Используя формулы (52.6), (52.7) и (52.10), получим 


ГОІ а = У X а 


і і к 

А А і_ 

Эх ду дг 
ах ау а. 


“І” X ^31^ 

э ^ э ^ э 

а^Л ^ -7 X -Т “Ь я о. -г 

^^Эх' 

ацах' + а^іау. + аз^а,. 


аі2 

Э , Э , Э 

*12др+а22^+аз2^, 
® 12 ®ж'® 22 ® ^32'^2' 


® 13 * “*“®2з/ “*“® 33 ^ 

Э , Э , Э 

13др+«23д^+®33д^ 
'І3®;с' + ®23ау' + ®33®2' 


®11 ®12 ®13 
®21 ®22 ®23 


Г у к' 

_А А А 

Эх' ду' дг' 


(52.11) 


®31 ®32 ®33 


ах' «у- ® 2 ' 


Последнее равенство доказывается так же, как для обыч¬ 
ных числовых матриц доказывается тот факт, что определи¬ 
тель произведения двух квадратных матриц одного и того же 
порядка равен произведению их определителей. Для доказа¬ 
тельства этого равенства достаточно убедиться, что в обеих 
его частях стоят одинаковые алгебраические суммы одних и 
тех же слагаемых. 
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Определитель ортогонального преобразования равен +1 
или —1, причем если это преобразование сохраняет ориента¬ 
цию, то -Ы. Поэтому если в рассматриваемом случае выбрать 
системы координат х, у, 2 и х', у', г', ориентированные одина¬ 
ково, то будем иметь 

Дц а^2 
^21 ®22 ®23 
^31 ®32 ®33 

и, следовательно, из (52.11) получим 

і І к Ѵ і' к' 

= А А А 

Эх ду дг Эх' ду' дг' 

«X ау а, а^. а^. а,- 

Это равенство и означает, что вихрь векторного поля не зави¬ 
сит от выбора декартовой системы координат, имеющей ту же 
ориентацию, что и заданная. Заметим, однако, что если от од¬ 
ной системы координат перейти к системе с другой ориента¬ 
цией, например от правой системы координат — к левой, то 
каждый вихрь (как и обычное векторное произведение) заме¬ 
нится противоположным вектором. Это следует из формулы 
(52.11), поскольку определитель ортогонального преобразова¬ 
ния, меняющего ориентацию, равен —1. 

Таким образом, вихрь векторного поля однозначно «с точ¬ 
ностью до знака» определяется самим векторным полем, а ес¬ 
ли ограничиться только одинаково ориентированными декар¬ 
товыми системами координат, то не зависит от их выбора. 

52.3. Формула Гаусса — Остроградского. 

Геометрическое определение дивергенции 

Пусть О — область в пространстве К^у^. Предположим, 
что на плоскости К^у существует такая квадрируемая область 
В, что граница дС области О состоит из двух поверхностей 5^ 
и 52, задаваемых явными представлениями, соответственно 
2 = ф (х, у) и 2 = \|/ (х, у), где функции ф и \|/ непрерывны на 
замкнутой области В, ф (х, г/) < \|/ (х, у), (х, у) е В, и, быть 
может, из поверхности 5о, являющейся частью цилиндра, ос¬ 
нованием которого является граница дВ области В, а обра¬ 
зующая параллельна оси Ог (см. п. 44.1), 

ЭС = 5іи52и5о. (52.12) 



640 



в этом случае область О называется элементарной отно¬ 
сительно оси Ог. Она имеет вид 

С = {(х, у, г) : (х, у) е В, ф(л:, у) < г < \|/(л:, у)}. (52.13) 

Области такого типа уже встречались при изучении вопроса 
о сведении кратного интеграла к повторному. Обозначим для 
краткости границу дС области О через 5: тогда (см. (52.12)) 

5=5іи52и5о- (52.14) 

Пусть на 5 задана функция Ф = Ф (х, у, г). Поверхностные 
интегралы второго рада ||Ф(х, у, г) йхйу от функции Ф по 

«1 

верхней стороне поверхности ||Ф(д:, у, г) сіхйу по нижней 
стороне поверхности 182 и || Ф(л;, у, г) (іхйу по поверхности 5о 

«о 

(см. п. 51.4) называются «поверхностными интегралами вто¬ 
рого рода по внешним сторонам этих поверхностей», а их сум¬ 
ма — «интегралом по внешней стороне поверхности 5» и 
обозначается ||Ф(л;, у, г) йхйу, т. е. 

8 + 

||Ф(л:, у, г) йхйу = ||Ф(л:, у, г) (іхйу -Ь ||Ф(л:, у, г) йхйу + 

«1 в . 

+ ^^Ф{х,у,2)(1х(1у. (52.15) 

«о 

Аналогично определяется «поверхностный интеграл 
11 Ф(л;, у, 2)(іх(іу по внутренней стороне поверхности 5»: 

8 " 

11 Ф(д:, у, 2)ёх(іу = ||Ф(л;, у, 2 )с 1 хйу -Ь ||Ф(л:, у, 2)ёхёу -Ь 

8і 8^ 

Ф(х, у, 2)(іх(іу. (52.16) 

«о 

Напомним (см. п. 51.5), что || Ф(л;, у, 2 )с 1 хйу = О и, следо- 

«0 

вательно, это слагаемое можно было бы и не писать. Его пи¬ 
шут для того, чтобы формулы (52.15) формально соответство¬ 
вали формуле (52.14). Как следует из дальнейшего, это ока¬ 
зывается очень удобным. 

Если поверхности 5^, 82 и 8 ^ кусочно-гладкие, то интег¬ 
рал ||Ф(д:, у, 2)ёхйу представляет собой поверхностный ин- 

8+ 
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теграл по поверхности 5, ориентированной с помощью внепі- 
ней единичной нормали ѵ. В этом случае если 

V = (со8 а, соз (3, сову), (52.17) 

то 

||Ф(л:, у, 2 )(іх(іу = II Ф(х, у, 2)созус?5. (52.18) 

8 + 8 

Здесь термин «кусочно-гладкая поверхность» понимается 
в широком смысле (см. п. 50.11). Например, поверхность «8 
(см. (52.14)) является кусочно-гладкой, если у замкнутой об¬ 
ласти В существует такое ее разбиение х = {Ві}\='^, где — 
области, границы которых состоят из кусочно-гладких кри¬ 
вых, что функции ф и \|/ непрерывны на замыканиях об¬ 
ластей Ві, непрерывно дифференцируемы в самих 7); и у по¬ 
верхностей, задаваемых представлениями ф(л:, у), (х, у)€^Ві и 
\|/ {х, у), (х, у)еВ^, і = 1, 2, существуют представления, 

непрерывно дифференцируемые вплоть до границ областей, 
на которых они заданы. Отсюда следует, что поверхности 5^ 
и 5^2 кусочно-гладкие в широком смысле. Кусочная гладкость 
поверхности 5о следует из того, что граница области В со¬ 
стоит из частей границ областей В^, т. е. является объедине¬ 
нием конечного множества кусочно-гладких кривых. Поэто¬ 
му цилиндр, основанием которого является граница области 
В, а образующая параллельна оси Ог, так же как и всякая 
поверхность, являющаяся его частью, представляет собой ку¬ 
сочно-гладкую поверхность. 

Аналогично областям, элементарным относительно оси 
Ог, определяются области, элементарные относительно 
осей Ох, Оу, и интегралы 

I I Фс?1/с?2, ^^Ф<Іу<І2, I I Ф(І2(ІХ, ^^Ф(І2(ІХ, 

8 + 8 " 8 + 8 “ 
а следовательно, для областей, одновременно элементарных 
относительно всех координатных осей, и интегралы 

11 Рсіу(І 2 + 0(І2(1х + Кйхйу, 11 Р(Іу(І 2 + 0(І2(іх + Ейхйу (52.19) 

8 + 8 “ 

по внешней и внутренней сторонам границ этих областей. 

Области, элементарные одновременно относительно всех 
координатных осей, называются элементарными областями. 

Примерами элементарных областей являются тетраэдры, 
кубы (вообще любые выпуклые многогранники), шары, эл¬ 
липсоиды и т. п. (рис. 99). 
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При рассмотрении поверхно¬ 
стных интегралов 

II Р(Іу(І 2 + ^(І 2 (ІX + К(іх(іу 

8 

ПО поверхностям, являющимся 
границами элементарных облас¬ 
тей, становится ясной целесооб¬ 
разность включения третьего ну¬ 
левого слагаемого в правых час¬ 
тях формул типа (52.15) и (52.16). 

Действительно, поверхность, яв¬ 
ляющаяся частью цилиндра с об¬ 
разующей, параллельной одной из 
осей координат, не является, кро¬ 
ме случая, когда она вырождается в точку, частью цилиндра с 
образующей, параллельной другой оси координат. Поэтому если 
бы не включать в интеграл (52.19) по всей границе области ука¬ 
занные нулевые слагаемые, то интегралы || Р(іу<І 2 , || ^(І2(1x и 

II Дс?л:с?г/ следовало бы понимать как интегралы по различным, 

8 

вообще говоря, частям границы рассматриваемой области. 
ТЕОРЕМА 1. Пустъ О — элементарная облаетъ и на ее за¬ 
мыкании О заданы функции Р(х, у, 2 ), ^{x, у, 2 ) и В(х, у, 2 ), 
непрерывные вместе со своими частными производными* 

^ н 1^. Тогда имеет место формула 

III + ^ + = ||Рс?і/<І2 -Ь -Ь (52.20) 

где интеграл в правой части равенства берется во внешней 
стороне границы 8 области Ѳ. 

Формула (52.20) называется формулой Гаусса — Остро¬ 
градского. 



СЛЕДСТВИЕ. Если при выполнении условий теоремы грани¬ 
ца области Ѳ кусочно-гладкая, то 



дх ду 


+ ^ Ыхдуд 2 = II (Рсова + ^со8(3 + Ксоё,у)д 8 , 

8 (52.21) 


где С 08 а, С 08 | 3 , С 08 у — направляющие косинусы единичной 
внешней нормали ѵ (см. (52.17)) к поверхности 8. 


* Непрерывность частных производных на границе понимается как 
их непрерывная продолжаемость на границу области. 
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Положив 


а = (Р, Я, К), (52.22) 

формулу (52.21) Гаусса—Остроградского можно переписать в 
виде 

III &ѴЧ а (іх(іу(І 2 = (52.23) 

е 5 


Доказательство. Рассмотрим, например, интеграл 

ъи 

III — (іх(1усІ2. Использовав обозначения, введенные в начале 
этого пункта, получим 


III |^сгх^і/сг2 = || I ^^(іг(іх(іу 


Ѵ(*. у) 


ЭЛ 


в ((1(Ж, у) 


= ||{-К[л:, у, \і/(х, у)] - К[х, у, ф(д:, у)]}(іх(іу 

У’ 2 )(іх(іу + \\К(х, у, 2 )(іх(іу. (52.24) 

^ \/ 

»2 «1 

Заметим далее (см. (51.27)), что ||Д(х, у, 2 )(іх(іу = О, так 

«о 

как проекция на плоскость хОу поверхности 5 содержится в 
границе квадрируемой области И и поэтому имеет плоскую 
меру Жордана, равную нулю. Таким образом, формулу 

(52.24) можно переписать в виде 

III (іх(іу(І 2 = ^^КЛхйу + II КЛхйу + || Есіхсіу 

® 83 5 ^ ®0 

<5П5,ЯЯ<і^<'9- (И.25) 

8 + 

Совершенно аналогично доказываются формулы 
III с?л:с?г/с ?2 = ||Р(іі/с? 2 , ||| ^с?д;с?і/с ?2 = || ^с? 2 с?д:. (52.26) 

с 8+ О У 8д 

Складывая (52.25) и (52.26), получим формулу (52.20). □ 

Подчеркнем, что формула (52.20) доказана без предполо¬ 
жения о какой-либо дифференцируемости поверхности, огра- 
ничиваюіцей область О (поверхностные интегралы второго 
рода берутся здесь в смысле определений п. 51.5). 

Формула Гаусса—Остроградского (52.12) может быть дока¬ 
зана и в случае областей О более обіцего вида, чем было указа¬ 
но, а именно для таких, для которых суіцествует конечное 
разбиение на элементарные области і = 1, 2, ... , Д. Для 
этого достаточно написать формулу Гаусса — Остроградского 
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для каждой области 0 ^, и полученные результаты сложить; 
в результате получается искомая формула для области О. Дей¬ 
ствительно, в левой части равенства, в силу аддитивности ин¬ 
теграла, получится соответствующий интеграл по области С, а 
в правой части равенства сумма всех поверхностных интегра¬ 
лов по частям границ, которые принадлежат границам двух 
областей, равна нулю. В самом деле, если некоторая поверх¬ 
ность представляет собой часть границ двух областей, то ин¬ 
теграл по внешней стороне поверхности относительно одной 
из этих областей является интегралом по внутренней стороне 
поверхности относительно другой области, т. е. первый интег¬ 
рал отличается от второго только знаком и поэтому они вза¬ 
имно уничтожаются. В результате останутся только интегра¬ 
лы по частям границ 0 ^, составляющим в совокупности грани¬ 
цу области О (ср. с п. 47.5). Указанные разбиения области О 
часто бывает удобно производить плоскостями, параллельны¬ 
ми координатным плоскостям. 

Заметим, что среди областей такого типа есть и области, 
граница которых состоит из нескольких «кусков», т. е. мо¬ 
жет быть представлена как сумма конечного числа кусоч¬ 
но-гладких непересекающихся поверхностей (ср. с соответст¬ 
вующими обобщениями формулы Грина в и. 47.8). 

Можно показать, что формула Гаусса—Остроградского спра¬ 
ведлива для любой ограниченной области, граница которой со¬ 
стоит из конечного числа кусочно-гладких поверхностей. Одна¬ 
ко это довольно громоздко, и мы не будем на этом останавли¬ 
ваться, а ограничимся лишь формулировкой теоремы. 

ТЕОРЕМА л' (теорема Гаусса—Остроградского). Пустъ гра¬ 
ница до ограниченной области О состоит из конечного чис¬ 
ла кусочно-гладких поверхностей, а вектор-функция а = 

= (Р, О, К) и частные производные ^ и ^ непрерывны на 

ах ду дг 

замыкании О области', тогда 

III дач адхдудг = ^ ^ аА 8 . 

о эс 

В качестве ориентации на гладких частях границы дО 
области О здесь выбрана внешняя нормаль. 

Например, если О = {х, у, г) О < а < ^х^‘ -Ь -Ь 2 ^ < Ь} — 
шаровое кольцо и, следовательно, его граница состоит из 
двух сфер = {(х, у, 2 ) : -Ь 1/2 + 2.2 = д 2 } и 52 = {(х, у, 2 ) : 

х2 4 - г/2 _|_ 22 = .рд внутренней сфере 5р надо взять нормаль, 
направленную к центру шара О, а на внешней сфере 82 — от 
центра шара. 
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Формула Гаусса— Остроградского позволяет найти выра¬ 
жение для объема области через соответствуюіций поверхно¬ 
стный интеграл. В самом деле, полагая в (52.20) Р(х, у, г) = 
= X, Я{х, у, г) = у, К(х, у, г) = 2 л заметив, что ||| (іхсіусіг = 

в 

= \іО, получим 

]хО = ||| хйуйг + уйгйх + гйхЛу, 

ИЛИ в случае (52.21) 

цС = ^||(л: С08 (Х + у С08 (3-1-2 С08 у)(і8. 

'^8+ 

Формула Гаусса—Остроградского дает также возможность 
установить геометрический подход к понятию дивергенции. 

ТЕОРЕМА 2. Пустъ в трехмерной области С* определено 
непрерывно дифференцируемое векторное поле а = а(М). 
Пусть МцеО и о — область с кусочно-гладкой границей 8 

такая, что М^€:В, В С и, следовательно, для области В 
справедлива формула Гаусса — Остроградского**. 

Обозначим через 5+ поверхность 8, ориентированную с 
помощью выбора внешней нормали, а через сііатГ) — диа¬ 
метр области В. Тогда 

11 айЗ 

сііѵа(Мп)= ІІП1 ^ . (52.27) 

' йіатО ^ о ^ ^ 

Доказательство. По формуле (52.23) имеем 

III діѵ а дхдудг = а(і8. (52.28) 

в 8+ 

Но по интегральной теореме о среднем (п. 44.6) 

III йіѵ а дхдудг = діу а(М)рВ, МеВ. (52.29) 

в 

Подставив (59.29) в (52.28), получим 

11 ааз 

сііѵ а(М) = . (52.30) 

* Здесь на структуру области О не накладывается никаких ограни¬ 
чений. 

**К таким областям О, например, относятся все шары достаточно ма¬ 
лого радиуса с центром в точке Мц и кубы достаточно малого размера с 
центром в точке Мц. 
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Переходя к пределу в формуле (52.30) при сііатП ^ 0, в силу 
непрерывности в точке Мр функции йіѵ а(М), получим форму¬ 
лу (52.27). □ 

Можно показать, что величины, входящие в правую часть 
равенства (52.27), не зависят от выбора системы координат 
(в правую часть входит двойной интеграл от скалярного про¬ 
изведения векторов и объем области), поэтому отсюда еще 
раз следует, что дивергенция векторного поля не зависит от 
выбора системы координат. 

Из равенства (52.27) следует также, что правая часть это¬ 
го равенства может быть принята за определение диверген¬ 
ции данного поля. 

Точки векторного поля а, в которых йіѵ а ^ 0, называют¬ 
ся источниками векторного поля. Интуитивно естествен¬ 
ность этого термина объясняется тем обстоятельством, что ес¬ 
ли точка является «источником», то, как видно из формулы 
(52.27), для всех достаточно малых по диаметру областей П, 
содержащих точку Мр, будем иметь || ай8 ^ 0, т. е. поток 

5 

векторного поля а через любую достаточно малую поверх¬ 
ность, окружающую источник, не равен нулю. 

52.4. Формула Стокса. 

Геометрическое определение вихря 

Пусть 5 — дважды непрерывно дифференцируемая поверх¬ 
ность без особых точек в пространстве и г = г(и, ѵ) = 

= {х(и, к), у(и, о), г{и, п)), (и, ѵ)еВ, — ее представление, П — 
плоская ограниченная область, для которой справедлива фор¬ 
мула Грина. Допустим, что граница области П состоит из од¬ 
ного простого кусочно-гладкого контура. Обозначим через 
положительно ориентированный контур, ограничивающий 
область П, и через и = и(і), ѵ = ѵ(і), а < і < Ь, — его представле¬ 
ние. Пусть V = ^ — ориентация на поверхности 5 (см. оп- 

ределение 20 в и. 50.10), ѵ = (сов а, сов (3, сов у). При сделан¬ 
ных предположениях нормаль ѵ непрерывна на В . 

Обозначим через 5+ поверхность 5 с выбранной на ней нор¬ 
малью V. Пусть Г — контур с представлением г = г {и{1), п(і)), 
а < і < б, т. е. Г является краем поверхности 5. Будем гово¬ 
рить также, что поверхность 8 натянута на контур Г. 
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Пусть, наконец, С — область в пространстве 8^0. 

Хул 

При выполнении этих предположений справедлива следую- 
ш,ая теорема. 

ТЕОРЕМА 3 (теорема Стокса*). Пустъ функции Р, ^ и К не¬ 
прерывны вместе со своими первыми частными производны¬ 
ми в области С и пустъ а = (Р, К). Тогда 

I ас?г=|| гоі ай8, (52.31) 

г 8+ 

т. е. циркуляция векторного поля по контуру Г, являющему¬ 
ся краем поверхности 8, равна потоку вихря этого поля че¬ 
рез эту поверхностъ. В координатной форме формула 

(52.31) имеет вид 

С 08 а С 08 Р С 08 у 

\ Рдх + Яду + Кдг = \\ А сг5, 

I У Эх ду дг 

Р Я К 

или 

I Р(іх + ^(іу + К(іг = 
г 

- я [(I - + (і - і>- Р + (52.32) 

Доказательство. Рассмотрим, например, интеграл | Рдх. 

г 

Заметив, что вдоль кривых Гр и Г переменные и л ѵ являются 
функциями от и употребив обозначения, введенные в начале 
этого пункта, получим 

I Р(х, у, 2 )дх = 
г 

= I Р(х(иЦ), ѵ(і)), у(и(і), ѵ(і)), 2 :(и(і), ѵ(і)))х'^(и(і)), ѵ(і))ді = 

а 

= \ Р(л;(и, ѵ), у(и, ѵ), г(и, ѵ)) (іи + дѵ^ 

^0 

Мы здесь воспользовались формулой 

х'(и(і) ѵ(і)) - ^ дх(и(і), ѵ(і)) (іѵ^ 

* ’ ди йѵ дѵ сИ' 

* Дж. Стокс (1819 — 1903) — английский механик и математик. 
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Применив формулу Грина к получившемуся интегралу 

I Р^(іи + Р^(іѵ, будем иметь 
^0 



(іисіѵ = 


г г ПЭр Эх ^ ЭР ду ^ ЭР Эг ^Эх р Э^х 

■І^ІѴЭхЭи дуди дг ди дѵ дидѵ 
в ^ 

ЭР Эх дРду ЭР Эг^Эх р Э^х 1 л т 
Эх Эе ду дѵ дг дѵ )ди дѵ ди\ ^ ^ 


Я ЭР Э( 2 , х) 
ІЭг д(и, ѵ) 


ЭР Э(х, у) 
Эг/ Э(гг, е) 


с?ис?о = - \\^сіх(1у = 


= Я(^соз(3-|^со8у)сг5. (52.33) 

(Здесь использовано соотношение (51.13).) Аналогично дока¬ 
зывается, что 

|Ѳсгі/ = ||[^со8у-^соза]сг5;, (52.34) 

I У?с?2 = II С 08 а - С 08 |3^с?>8. (52.35) 

Складывая формулы (52.33), (52.34) и (52.35), получим фор¬ 
мулу (52.32), которая называется формулой Стокса. □ 

Используя координатную запись поверхностного интегра¬ 
ла второго рода (см. формулу (51.10)), формулу Стокса 
(52.32) можно записать в следуюш;ем виде: 


я(і - + (іі - - і = 

= I Рйх + ^(1у + Ейг. 
г 

Чтобы наглядней представить себе связь выбора нормали ѵ 
на поверхности 5 с ориентацией ограничиваюіцего ее контура 
Г, рассмотрим поверхность 5, имеюш,ую явное представление 
2 = /(х, у), (х, у)еЪ. 

Пусть Гц — положительно ориентированный на плоскос¬ 
ти хОу контур, являюіцийся границей П, и х = х(і), у = у(і), 
а ^ і ^ Ь, — его представление. Как и выше, ориентацию кри¬ 
вой Г зададим представлением 

х = х{і), у = у(і), 2 =/(х(і), у{і)), а < ^ < 5. (52.36) 
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в рассматриваемом случае контур Гц 
является проекцией кривой Г. Нормаль 
же V, как это было показано, при явном 
представлении поверхности образует 
острый угол с осью Ог (см. п. 50.10), по¬ 
этому если смотреть на поверхность 5 с 
положительного направления оси Ог, то 
контур Г будет ориентирован против ча¬ 
совой стрелки, т. е. ориентация кривой 
Г согласована с нормалью ѵ «по правилу 
штопора» (рис. 100). Это равносильно 
тому, что наблюдатель, обходяіций по¬ 
верхность 5 по ориентированному контуру Г и смотряіций на 
нее из конца нормали ѵ, видит поверхность 5 слева. Такая 
наглядная интерпретация согласованности ориентации нор¬ 
мали V и контура имеет то преимуш;ество, что она не связана 
с выбором системы координат и остается справедливой для 
любой поверхности 5 рассматриваемой в теореме Стокса, а 
не только для явно заданной поверхности. Конечно, все подоб¬ 
ные рассуждения не являются математическими доказатель¬ 
ствами, а служат лишь для наглядного пояснения формулы 
Стокса. 

Следует заметить, что формула Стокса остается справед¬ 
ливой, если в ней взять противоположную ориентацию кон¬ 
тура и противоположные нормали — ѵ, в этом случае обе час¬ 
ти равенства (52.31) изменят знаки на противоположные. 

Формула Стокса может быть доказана и для ориентируе¬ 
мых кусочно-гладких поверхностей 5 = а именно 

таких, для которых поверхности 5;, і = 1, 2, ... , іц, удовлет¬ 
воряют условиям доказанной теоремы 3. При этом край по¬ 
верхности дЗ (см. п. 50.11) состоит из конечного числа зам¬ 
кнутых контуров Т^, і = 1, 2, , /ц. 

Для доказательства этого достаточно написать формулы 
Стокса для каждой поверхности 5;, і = 1, 2, ... , іц, и сложить 
их (ср. с обобш;ениями формулы Грина в п. 47.5 и теоремы 
Гаусса—Остроградского в п. 52.3). 

Отметим также, что в теореме 3 условие дважды не¬ 
прерывной дифференцируемости поверхности 5 было наложе¬ 
но только для простоты доказательства (оно в этом случае 
суш;ественно упрош,ается, вторые производные появи¬ 
лись в процессе доказательства и затем исчезли). Формула 
Стокса (52.31) справедлива и при предположении лишь глад- 
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кости поверхности 5 (при сохранении прочих условий теоре¬ 
мы 3). Доказательство этого факта выходит за рамки нашего 
курса. 

Из всего сказанного следует, что формула Стокса остается 
справедливой и для просто ориентированных кусочно-гладких 

поверхностей 5 = { (т. е. без предположения о дважды 

непрерывной дифференцируемости поверхностей 5;). 

Сформулируем теорему для этого случая. 

ТЕОРЕМА 3' (теоремаСтокса). Пустъ векторная функция а 
непрерывно дифференцируема в области О и пусть 8^ = 

= — ориентированная кусочно-гладкая поверхность 

(5; — гладкие поверхности), лежащая в О, идЗ — ее край с 
ориентацией, порожденной заданной ориентацией поверхно¬ 
сти 5+ (см. и. 50.13). Тогда 

I адг = Цго! аЛ8. 

Э8 8+ 

Наглядно согласование ориентаций контуров Гу, из кото¬ 
рых состоит край дЗ поверхности 5, с ориентацией этой по¬ 
верхности и, следовательно, с ориентациями ѵ поверхностей 
Зі, означает, что наблюдатель, движуіцийся по контуру Гу, 
у = 1, 2, ... , /р, и смотряш;ий на поверхность 5 из конца нор¬ 
мали V, видят поверхность 5 слева. 

Теорема Стокса дает возможность установить геометриче¬ 
ский подход к понятию вихря векторного поля. 

ТЕОРЕМА 4. Пустъ в трехмерной области С определено 
непрерывно дифференцируемое векторное поле а = а(М); 
Мц — фиксированная точка, М^е С; \ — произвольный по¬ 
стоянный единичный вектор, П — плоскость, перпенди¬ 
кулярная вектору V и проходящая через точку М^, 8 — огра¬ 
ниченная область в плоскости П, 
границей которой является кусочно¬ 
гладкий контур Г; сііат 5 — диа¬ 
метр области 8; пустъ контур Г 
согласованно ориентирован с нор¬ 
малью V*, МрЕ 3 и 8 О** (рис. 101). 



* Как и в теореме 3 (по «правилу штопора»). 

‘‘Указанные области 8, очевидно, всегда суш,ествуют (почему?). 
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Тогда' 


|айг 
г_ 

(ііат5 —> О 

Доказательство. По формуле Стокса, 


го'Ьу а(Мо) = Иш 


(52.37) 


I асіг = Цгоѣ^агі/З, 

г 8 

но по интегральной теореме о среднем 

||гоіуа(і5 = го1;^а(М)ц5, МеЗ. 

8 

Следовательно, 

|агіг 

гоѣ,а(М) = і^. (52.38) 

Заметим, что при сііат 5 ^ О и М ^ Мц. В силу непре¬ 
рывности в точке М^ функции го1;уа(М), переходя к пределу 
в (52.38) при (ііат 5^0, получим формулу (52.37). □ 

Из формулы (52.37) следует, что ее правая часть может 
быть принята за определение проекции вихря данного поля 
на произвольный, но фиксированный единичный вектор ѵ. 
Это приводит и к новому определению самого вихря, так как 
достаточно, например, взять три произвольных ортогональ¬ 
ных единичных вектора ѵ^, Ѵз, Ѵд, проекциями на которые, 
как это хорошо известно, однозначно определяется всякий 
вектор. 

Можно показать, что величины, входяш;ие в правую часть 
равенства (52.37), не зависят от выбора системы координат, 
однако согласованность ориентаций вектора ѵ и контура Г за¬ 
висит от ориентации системы координат: при переходе от 
правой системы координат к левой согласованность ориента¬ 
ций V и Г по правилу штопора заменяется согласованностью 
по правилу «антиштопора», т. е. при фиксированной ориен¬ 
тации вектора ѵ ориентация контура Г изменяется на проти¬ 
воположную. Тем самым интеграл | аёг при изменении ори- 

г 

ентации системы координат изменяет знак, так же как и 
векторное произведение, каковым в данном случае является 
го! а. 


* Через го1;^а обозначена проекция вектора гоі; а на вектор ѵ, т. е. гоѣ.^, 
а = пру ГОІ; а. 
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Из сказанного следует, что формула Стокса (52.32) спра¬ 
ведлива как в правой, так и в левой системе координат, так 
как при изменении ориентации системы координат и левая, 
и правая части равенства (52.32) меняют знак. 

52.5. Соленоидальные векторные поля 

В этом пункте ограниченную область, для которой справедли¬ 
ва формула Гаусса—Остроградского (52.23), будем называть 
допустимой. 

Выше отмечалось (см. и. 52.3), что теорема Гаусса—Ост¬ 
роградского справедлива для любой ограниченной области, 
граница которой состоит из конечного числа кусочно-глад¬ 
ких поверхностей. Поэтому всякая такая область допустима. 

Читатель, предпочитаюш;ий пользоваться только доказан¬ 
ными фактами, может под допустимыми областями понимать 
именно те, для которых в настояіцем курсе была доказана 
теорема Гаусса—Остроградского. 

Определение 9. іГедрерьівко дифференцируемое в области С 
векторное поле а = а{х, у, г) называется соленоидальным в 
этой области, если его поток через ориентированную грани¬ 
цу любой допустимой области В, замыкание В которой ле¬ 
жит вО : В ^ О,равен нулю: 

\аа8 = 0. (52.39) 

Э8 

Если рассматриваемое векторное поле является, напри¬ 
мер, полем скоростей текуш,ей жидкости, то его соленоидаль- 
ность означает, что в каждую область, содержаіцуюся внутри 
текуш;ей жидкости, сколько жидкости втекает в каждый мо¬ 
мент времени, столько же ее и вытекает. 

Граница дВ допустимой области В имеет две ориентации, 
порожденные соответственно внутренней и внешней норма¬ 
лями. Очевидно, если условие (52.39) выполняется при одной 
ориентации, то оно выполняется и при другой, так как соот- 
ветствуюш;ие интегралы могут отличаться только знаками. 

Поясним определение соленоидальности поля на примере. 
Пусть О — шаровое кольцо: часть пространства, заключенная 
между двумя сферами 5,. и 5^ с обш;им центром О и радиусами г 
и Е, г ^ Е, а векторное поле а соленоидально в В, Тогда его по¬ 
ток будет равен нулю, например, через любую сферу 5, лежа- 
шіую в б' и ограничиваюіцую шар, также лежаіций в С. 
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Однако поток векторного по¬ 
ля а через сферу 5р с центром в 
точке О и радиусом р, г < р < Д, 
не обязан быть равным нулю, так 
как шар, ограниченный этой сфе¬ 
рой, не содержится в области О 
(рис. 102). 

Вместе с тем сумма потоков 
векторного поля а будет равна 
нулю через две сферы 5р^ и 5р^ 
с тем же центром и радиусами р^ 
и Р 2 , г < р^ < Р 2 < Е, если одну из 
них ориентировать, выбрав нор¬ 
маль, идуіцую к центру, а другую — от центра. Действитель¬ 
но, указанные сферы ограничивают шаровое кольцо, цели¬ 
ком лежаіцее в области О, а выбранная их ориентация явля¬ 
ется ориентацией границы, соответствуюіцей внешней или 
внутренней нормали. Поэтому, по определению соленоидаль- 
ности поля, его поток через рассматриваемую ориентирован¬ 
ную границу будет равен нулю. 

ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы непрерывно дифференцируе¬ 
мое в области О векторное поле было соленоидальным в ней, 
необходимо и достаточно, чтобы его дивергенция равнялась 
нулю во всех точках области О: 

сііѵа(Мо) = 0, МеС. 

Доказательство необходимости. Пусть а — соле- 
ноидальное в области О векторное поле и М^еО. Обозначим 
через открытый шар радиуса г > 0 с центром в точке М^, а 
через 8,. — ограничиваюіцую его сферу. Поскольку все точки 
Ме О, в том числе и точка Мр, являются внутренними для О, то 
суіцествует такое Гр > 0, что при г <г^ все шары радиуса г вмес¬ 
те с ограничиваюіцими их сферами 8^ будут содержаться в С. 

Заметим теперь, что предел (52.27), равный значению ди¬ 
вергенции векторного поля а в точке Мд, суіцествует для про¬ 
извольных допустимых областей В, В ^ В С, диаметры ко¬ 
торых стремятся к нулю. Поэтому он суіцествует и при спе¬ 
циальном выборе В = г < Гд: 

||агі5 

йіѵ а(МД = Иш —. 
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в силу определения соленоидальности поля, для всех г < Гр 
имеет место равенство 

||асг5 = 0, 

«г 

поэтому сііѵ = 0. 

Доказательство достаточности. Пусть а — непре¬ 
рывно дифференцируемое в области О векторное поле с дивер¬ 
генцией, равной нулю во всех точках области О. Если В — 

произвольная допустимая область такая, что В В О, то, в 
силу теоремы Гаусса—Остроградского, 

11 асіЗ = 111 йіѵ асіхйусіг = 0, 

ЗВ в 

т. е. поле а соленоидально. □ 

Типичным примером соленоидального поля является век¬ 
торное поле, представляюіцее собой в некоторой области поле 
роторов дважды непрерывно дифференцируемого в этой об¬ 
ласти векторного поля. 

Действительно, если а — дважды непрерывно дифферен¬ 
цируемое в области О поле, то гоі; а является соленоидаль- 
ным в О полем, так как йіѵ го! а = 0. 

Нетрудно провести правдоподобное рассуждение, убеж¬ 
дающее в справедливости этого соотношения. Для этого доста¬ 
точно перейти к символическому вектору V; тогда рассматри¬ 
ваемое равенство примет вид Ѵ(Ѵ X а) = 0. Смешанное произ¬ 
ведение обычных векторов в случае, когда два сомножителя 
совпадают, равно нулю, ибо в этом случае параллелепипед, 
натянутый на эти векторы, вырождается в параллелограмм, 
и, следовательно, его объем равен нулю. Поэтому естественно 
ожидать, что указанное равенство справедливо и для векто¬ 
ра V. Это правдоподобное рассуждение можно превратить в 
математически обоснованное и тем самым имеющее доказа¬ 
тельную силу, если доказать, что символический вектор V на 
самом деле обладает использованными нами свойствами, ана¬ 
логичными соответствующим свойствам обычных векторов. 
Это можно сделать простой проверкой, переходя, например, к 
координатной записи (см. формулы (52.2) и (52.4)). 

52.6. Потенциальные векторные поля 

В этом пункте поверхность 5, для которой справедлива теоре¬ 
ма Стокса, будем называть допустимой. 

Определение 10. Трехмерная облаетъ С называется одно¬ 
связной, если, какова бы ни была замкнутая ломаная Л, ле- 
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жащая в С, существует допустимая поверхность 8, также 
лежащая в Ѳ и натянутая на ломаную А (см. п. 52.4). 

Если рассматриваемая область 0 выпуклая, то суп];ествует 
очень простой способ натягивания поверхностей на контур. 
Искомую поверхность всегда можно взять в этом случае в ви¬ 
де конуса с вершиной в произвольно фиксированной точке 
М^еС, направляюш,ей которого служит заданная кривая Г. 
Если р = р(и), О < н < 2л, — представление этой кривой и 
Гц — радиус-вектор точки Мц, то искомый конус 5, натяну¬ 
тый на данный контур, задается представлением 

г = Гц -Ь г>[р(н) - Гц], О < и < 2л, О < к < 1. (52.40) 

Рассматривая ник как полярные координаты, видим, что 
«представление» конуса задано на единичном круге, причем 
единичная окружность Гц = {{и, к) : о = 1} переходит в задан¬ 
ный контур Г, ее центр — в вершину конуса (рис. 103). 

Слово «представление» взято в кавычки, так как понятие 
представления поверхности было введено выше лишь для 
случая, когда параметры и и о являлись декартовыми коор¬ 
динатами. Конус (52.40) в обіцем случае будет иметь кратные 
точки и не будет кусочно-гладкой поверхностью даже в слу¬ 
чае, когда Г достаточно гладкая кривая, т. е. если Г достаточ¬ 
ное число раз непрерывно дифференцируемая кривая без осо¬ 
бых точек. При этом на конусе (52.40) будут иметься, вообіце 
говоря, особые точки, отличные от вершины. Чтобы устра¬ 
нить это затруднение наиболее простым образом, мы и огра¬ 
ничились при определении односвязной области рассмотре¬ 
нием лишь контуров, являюіцихся замкнутыми ломаными. 

В этом случае вершину конуса Мц всегда можно выбрать 
таким образом, что указанный конус будет кусочно-гладкой 

поверхностью. Действительно, при лю¬ 
бом выборе вершины конуса в случае, 
когда его направляюіцей является неко¬ 
торая ломаная Л, конус распадается на 
конечное число треугольников 5;, і = 
= 1, 2, ... , к, правда, быть может, вы¬ 
рожденных, т. е. превратившихся в от¬ 
резок или точку. Одной из вершин этих 
треугольников будет вершина конуса 
Мц, а противоположной стороной — од¬ 
но из звеньев ломаной Л. Каждый такой 
треугольник можно рассматривать как 
непрерывно дифференцируемую любое 



Рис. 103 
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число раз поверхность и задавать его представлением, осу- 
ш,ествляемым линейными функциями (см. и. 16.5 и (52.40)). 
Если треугольник вырожденный, то все его точки будут осо¬ 
быми. Однако сколь угодно малым смеіцением вершины ко¬ 
нуса можно добиться того, что она окажется в обш,ем положе¬ 
нии со всеми звеньями ломаной Л, т. е. не будет лежать ни на 
одной прямой, проходяш,ей через какое-либо звено ломаной Л. 
В результате все треугольники 3^, і = 1, 2, ... , к, станут невы¬ 
рожденными и, следовательно, могут рассматриваться как 
гладкие поверхности без особых точек. Сам же конус 5 ока¬ 
жется, таким образом, кусочно-гладкой поверхностью 5 = 
= При этом поскольку при всех достаточно малых 

смеш,ениях каждой точки области она остается внутри облас¬ 
ти, вершину Мд конуса 5 всегда можно выбрать в области, и 
поэтому, в силу ее выпуклости, весь конус 5 будет лежать в 
этой области. К получившемуся кусочно-гладкому конусу 5 
можно применить теорему Стокса, иначе говоря, этот конус 
является допустимой в этом пункте поверхностью. Итак, мы 
доказали, что всякая выпуклая область односвязна. 

Примером неодносвязной области является тор, т. е. об¬ 
ласть, образуемая враш;ением круга вокруг не пересекаюш;ей 
его оси (рис. 104). 

Напомним, что поле называется потенциальным, когда 

его циркуляция | ас?г равна нулю по любому замкнутому кон- 
г 

туру Г бг, или, что то же, когда интеграл | адг не зависит 

АВ 

ОТ пути интегрирования, соединяюіцего в области О точки 
А и В. Подробнее об этом см. п. 52.1. 

В п. 47.11 (теорема 6) для произвольной плоской области 
было доказано, что непрерывное в ней векторное поле явля¬ 
ется потенциальным тогда и только тогда, когда у него су- 
ш,ествует потенциальная функция. В приведенном там дока¬ 
зательстве не было суіцественным, что рассматриваемая об¬ 
ласть была именно плоской. Подобным же рассуждением и 
для пространственной области устанавли¬ 
вается аналогичный факт. 

Для того чтобы непрерывное в трех¬ 
мерной области векторное поле а было 
потенциальным, необходимо и достаточ¬ 
но, чтобы оно имело в этой области по¬ 
тенциальную функцию и: 

а = §гасі и. Рис. 104 
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При этом потенциальную функцию и можно получить из век¬ 
торного поля а по формуле 

н(М) = I айг, 

м^м 

где кусочно-гладкая кривая МдМ лежит в рассматриваемой 
области, а Мд — ее произвольно фиксированная точка. 

Как и в плоском случае, в пространстве для односвяз¬ 
ных областей имеется еш,е один критерий потенциальности 
векторного поля, очень удобный, в частности, для приложе¬ 
ний. 

Оказывается, что в односвязной области векторное поле 
потенциально тогда и только тогда, когда оно безвихревое. 
Это утверждение содержится в нижеформулируемой и дока¬ 
зываемой теореме 6. 

ТЕОРЕМА 6. Пустъ в односвязной области С задано непре¬ 
рывно дифференцируемое векторное поле а = (Р, В). Тогда 

эквивалентны следующие три свойства'. 

1°. Векторное поле а = а(М) является в области С по¬ 
тенциальным. 

2°. Существует потенциальная в С функция и = и(М), 
т. е. такая функция и{М), что а = §гас1 и. В этом случае 
для любых двух точек Ле С и Ве О и любой кусочно-гладкой 

кривой АВ, соединяющей в О эти точки, 

I адг = и{В) - и(А). 

АВ 

3°. Векторное поле а = а(М) является безвихревым: 
гоі: а = О в области С, т. е. 


дР _ д^ д^ _ дЛ дЛ _ дР 
ду дх ’ дг ду’ дх дг ’ 


(52.41) 


Доказательство. Применим следуюш,ую схему. 

Первый шаг: 1^2. Это утверждение, т. е. 
суптествование потенциальной функции, как это 
уже отмечалось выше, доказывается совершенно ^ 

аналогично рассмотренному раньше случаю пло¬ 
ской области (см. теорему 4 в п. 47.11), и поэтому не будем 
приводить его доказательство. 

Второй шаг: 2^3. Утверждение 2^3 также дока¬ 
зывается аналогично плоскому случаю: оно означает прос¬ 
то-напросто равенство соответствуюш;их вторых смешанных 
производных потенциальной функции. 
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Утверждения 1 ^ 2 и 2 ^ 3 справедливы и без предполо¬ 
жения односвязности области. 

Третий шаг: 3^1. Пусть гоі; а = О в С. Допустим 
сначала, что Г — кусочно дважды непрерывно дифференци¬ 
руемая замкнутая кривая, лежап];ая в О. Если существует до¬ 
пустимая поверхность 5, содержащаяся в С и ограниченная 
контуром Г, то из теоремы Стокса сразу получаем 

I асіг = II гоі айЗ = 0. 

г 8 

В силу односвязности области О (см. определение 10), это 
верно, в частности, для любой конечнозвенной ломаной. По¬ 
этому, если Г — любая кусочно-гладкая замкнутая кривая, 
лежащая в О, то, выбирая последовательность ломаных Л„, 
вписанных в Г со звеньями, стремящимися к нулю при 
п ^ оо, по лемме 4 п. 47.10 получим 

[ асіг = Ііт [ асіг = 0. □ 

^ оо І 

А Л„ 

Замечание 1. Условие потенциальности а = ёгай и не¬ 
прерывного векторного поля а = (Р, Е) в некоторой облас¬ 
ти равносильно тому, что функция Рсіх -Ь ^сіу + Есіг являет¬ 
ся полным дифференциалом потенциальной функции и = 
= и{х, у, г) в указанной области. Действительно, условие а = 

= егай и означает, что Р = ^ ^, Е = ^, и, следователь- 

ах ду дг 

НО, сіи = Рсіх -Ь ^сіу + Есіх. Поэтому теорема 6 может быть 
перефразирована следующим образом. 

Если срункции Р = Р{х, у, г), ^ = ^(x, у, г), Е = Е(х, у, г) 
непрерывно дисрсреренцируемы в односвязной области С, то 
для того чтобы в области С срункция Рдх -Ь ^ду -Ь Едг бы¬ 
ла бы полным дисрсреренциалом некоторой срункции, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы в области С выполнялись усло¬ 
вия (52.41). 

Замечание 2. Если функции Р, ^, Е непрерывно диф¬ 
ференцируемы в некоторой окрестности точки (x^, у^, г^), то 
теорема 6 дает ответ на вопрос, когда существует окрестность 
точки (Хр, ур, 2 ^), в которой функция Рдх -Ь ^ду + Едг являет¬ 
ся полным дифференциалом некоторой функции и = и(х, у, г). 
Действительно, поскольку открытый шар является односвяз¬ 
ной областью, согласно теореме 6, ответ на поставленный 
вопрос гласит: тогда и только тогда, когда у точки (Хр, у^, ^ц) 
существует окрестность, в которой выполняются условия 
(52.41), так как если существует какая-то окрестность, обла- 
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дающая этим свойством, то существует и шаровая окрест¬ 
ность с тем же свойством. 


Примеры. Пусть г = {х, у, г), г = |г| = + г^. 

1. Векторное поле а = г потенциальное, так как функ¬ 
ция и = является, очевидно, его потенциалом: 

і ^ і V (х^ + у^ + 2^) = {х, у, г) = г. 
Рассматриваемое поле не солиноидально, так как йіѵ г = 3. 


2. Рассмотрим поле а = - = 


= ^ = X у 


г ^ 0. Заметив, что 


^ /** Л' ^ Т* II ^ Т* 2 Т* Т* 

:г— = -, :г— = ^,^ = -, ВИДИМ, ЧТО Ѵг = -, т. е. поле а = - потен- 
дх г ду г дг г г г 

циальное и функция и = г является его потенциалом. 

Найдем его дивергенцию. Имеем 

дг 

У' — X _ 

Э ^ дх ^ - х^ 


дх V I 


И аналогично 

Следовательно, 


у ] = г^-у 


2 Э 


дг 


йіѵ- = 


Зг2 - х2 - 1/2 - , 


И поэтому поле а = - не соленоидальное. 
г 

3. Рассмотрим поле а = ^ = , г ^ 0. Для выясне- 


у*^ ^ 

ния его потенциальности найдем его ротор. Вычислим первую 
координату ротора: 

Э у _ д X ^ _ 2 г/ Эг 2 х Эг ^ ~2ух + 2ху ^ 0 


Эх г2 ду г2 


г® Эх 


Эг/ 


Аналогичным образом показывается, что и две другие ко¬ 
ординаты ротора равны нулю. Поскольку пространство с вы¬ 
колотым началом координат является односвязной областью, 

векторное поле а = — потенциальное. Нетрудно найти и его 

г2 

потенциал и = и (х, у, г). Например, заметив, что 


^ 1п (^2 -Ь а^) = 


2і 


(11 


+ а 


2 ’ 


видим, что и = і 1п (х^ + у'^ + 2 ^): 


Ѵи= ^ ^ ^ = 

^ о’ о’ о 
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Заметим, что векторное поле а = рассматриваемое, на¬ 
пример, на плоскости переменных х и у, т. е. при г = (х, у), 
+ у^ > О, также будет потенциальным с потенциалом и = 

= I 1п (х^ -Ь у^). При этом плоскость с выколотым началом ко¬ 
ординат уже не будет односвязной. Вообще любое потенци¬ 
альное поле является безвихревым, т. е. его ротор равен нулю 
во всех точках области определения поля — это доказывается 
без предположения об ее односвязности (см. доказательство 
теоремы 6). 

Для выяснения вопроса о соленоидальности поля а = г/г^ 
найдем его дивергенцию. Имеем 


Аналогично 

Поэтому 


_Э_ 

Эх 



— 2хг— 

Эх г2 - 2x2 


Э ^ у'^ _ — 2г/2 Э ^ 2 ^ _ г2 - 2г^ 

Эг/ ѵг2у ' Эг ѵг2у 



Зг2 - 2(х 2 -Ь г/2 _|_ ^2) 



т. е. поле а = — не соленоидальное. 


г ^ X I/ 2 Э ^ 1 

4. Рассмотрим поле а = — = . Заметив, что = 

Н ѴН Н Н/ ЭхѴг/ 


1 Ъг 




-, видим, что функция 


г2 Эх г®’ ду\г) г®’ ЭгѴг, 

и = - - является потенциалом рассматриваемого векторного 
г 

поля, т. е. V и = г/г^ и, значит, поле а = г/г^ является потенци¬ 
альным. 

Найдем дивергенцию этого поля. Имеем 


,.3 _ 

_Э_Г X ^ _ Эх _ г2 - 3x2 

Эхуг^у г® г® 

Аналогично 

д I' у _ г2 - Зг/2 3 ^ 2 'і _ г2 - 322 
Эг/Ѵг®/ г® ’ Э2 Ѵг2І г® 

Отсюда 


т. е. поле а = г/г^ является соленоидальным в пространстве с 
выколотым началом координат. Напомним, что в этом случае 
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его поток через любую кусочно-гладкую поверхность, ограни¬ 
чивающую область, не содержащую начало координат, равен 
нулю. 

Таким образом, векторное поле а = г/г^ является потенци¬ 
альным и соленоидальным. С физической точки зрения оно 
представляет собой поле напряженностей единичного заряда. 

Его дивергенция в любой точке, отличной от начала коор¬ 
динат, равна нулю, а его поток через любую кусочно-гладкую 
поверхность, ограничивающую область, не содержащую на¬ 
чало координат, равен нулю. Последнее неверно для поверх¬ 
ностей, ограничивающих области, содержащие начало коор¬ 
динат. Поток векторного поля а = г/г® через сферу -Ь 4- 
_І_ 2;2 = ^2 равен 4л/3. Действительно, заметив, что в этом слу¬ 
чае единичная нормаль ѵ = г /г, имеем 

Я я Я 

+ = х'^ + 2^ = 1^ х^ у^ + 2^ = 1^ 

в заключение заметим, что хотя потенциальные и солено- 
идальные векторные поля не исчерпывают совокупности всех 
возможных векторных полей, однако они позволяют описать 
широкий класс векторных полей. Именно: при достаточно 
общих предположениях любое векторное поле а представляет 
собой сумму потенциального и соленоидального векторного 
поля. Более точно, существуют такие скалярная функция и и 
векторное поле Ъ, что а = Ѵи + гоі; Ъ. Так как гоі Уи = О и 
сііѵ го! Ь = О, то первое слагаемое является потенциальным 
полем, а второе — соленоидальным. 

Это предложение называется теоремой Гельмгольца* (ее 
доказательство можно найти в кн.: Шилов Г. Е. Математиче¬ 
ский анализ. Функции нескольких переменных. — М.: Нау¬ 
ка, 1972). 

УПРАЖНЕНИЯ. 2. Доказать, что поток ротора непрерывно дифферен¬ 
цируемого в некоторой области векторного поля через любую сферу, ле- 
жаіцую в указанной области, равен нулю. 

3. Доказать, что 

III ёгасі фгоі; асІхЛусІг = || (а X §гасі ф) <І8. 

о 8 

Здесь предполагается, что для области О, ограниченной поверхно¬ 
стью 5, применима теорема Гаусса—Остроградского. 


* Г. Гельмгольц (1821 —1894) — немецкий физик и физиолог. 
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§53 

Собственные интегралы, зависящие от параметра 


53.1. Определение интегралов, зависящих от параметра; 
их непрерывность и интегрируемость по параметру 


Пусть У — некоторое множество действительных чисел, ф(г/) и 
\|/(і/) — две функции, определенные на У, ф(у) < Щу), и функ¬ 
ция /(х, у) определена на множестве 


Интегралы вида 


{(х, у): уе У, хе [ф(г/), \і/(і/)]}. 

Ф(г/)= I Кх,у)<іх 

ч>(у) 


(53.1) 

(53.2) 


называют интегралами, зависящими от параметра, а пере¬ 
менную у называют обычно параметром. 

Часто встречается тот частный случай такого типа интег¬ 
ралов, когда функции ф и \|/ постоянны, т. е. интегралы вида 

ФІУ) = \Кх,у)(іх. (53.3) 

а 

Если У является множеством всех натуральных чисел У = 
= N = {1, 2, ... , п, ...}, то, полагая /„(х) = /(х, п), га = 1, 2, ... , 
интеграл (53.3) можно переписать в виде 

Ь 

I /■„(х)сгх, га = 1, 2, ... . 

а 

Тем самым получилась числовая последовательность, образо¬ 
ванная интегралами от функций некоторой функциональной 
последовательности. 

Рассмотрим случай, когда множество У представляет со¬ 
бой отрезок [а, (3], функции ф(г/) и \|/(у) непрерывны на этом 
отрезке и ф(і/) < \\і(у), уе [а, (3]. Пусть графики функций ф(і/) и 
\|/(і/) и, быть может, отрезки прямых і/ = а и г/ = (3 образу¬ 
ют границу ограниченной области С 
(рис. 105). Она, очевидно, квадриру¬ 
ема (см. п. 44.1). В этом случае мно¬ 
жество (53.1), на котором определена 
функция Дх, у), является замыкани¬ 
ем С указанной области С: 

С = {(х, у); а < у < |3, 

ф(у)< х<\і/(у)}. (53.4) 
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в дальнейшем мы изучим свойства функции Ф(і/) (ее не¬ 
прерывность, правила ее дифференцирования и интегрирова¬ 
ния) в зависимости от свойств функций /(х, у), Ц>іу), ^(у)- Не¬ 
которые из этих свойств были получены раньше при изуче¬ 
нии кратного интеграла. Так, например, лемма, доказанная в 
п. 45.1, дает условия, при которых интеграл, зависяіций от 
параметра, является непрерывной функцией этого парамет¬ 
ра. Сформулируем эту лемму в обозначениях настояш;его па¬ 
раграфа в виде теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Если функция у) непрерывна на замыка¬ 
нии Ѳ области О (см. (53.4)), то функция Ф(у), задаваемая 
формулой (53.2), непрерывна на отрезке [а, (3]. 

Утверждению этой теоремы можно придать следуюш,ий вид: 


Иш I /(х, у) дх = I Иш /(х, у) (іх. (53.5) 

) Ит Ф(у) У^Уо 

У^Уо 

Действительно, из теоремы 1 следует, что предел, стояіций 
в левой части равенства (53.5), равен Ф(Уо)> а, в силу непрерыв¬ 
ности функций ф, \|/ и /, правая часть равенства также равна 


Ѵ(і/о) 

I Кх, у о) дх = ФІУо). 

Ф(і/о) 

В частности, для интеграла (53.3) имеем 

Ь Ъ 

Иш I /(х, у)дх = I Иш /(х, Уо)дх, 

т. е. в этом случае возможен предельный переход под знаком 
интеграла. 

В теореме о предельном переходе под знаком интеграла мож¬ 
но ослабить требования, накладываемые на функцию /(х, у), по¬ 
требовав вместо ее непрерывности по совокупности переменных 
лишь непрерывность по одной переменной и равномерное стрем¬ 
ление к пределу по другой. 

ТЕОРЕМА 2. Пустъ функция /(х, у) определена для всех 
ХЕ [а, Ь], уеУ и непрерывна по х на [а, Щ при любом фиксиро¬ 
ванном уе У. Тогда если при у ^ Уо функция /(х, у) равномер¬ 
но на отрезке [а, 5] стремится к ф(х) (см. п. 39.4), то 


ъ ъ 

^1^ I /(х, у)дх = I ф(х)с?х. 


* Здесь У — произвольное числовое множество: У ^ й, а г/д — число 
или одна из бесконечностей 4-°° или 
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Доказательство. Рассмотрим какую-либо последова¬ 
тельность п = 1, 2, , такую, что Ип^ = у^. Тогда 

(см. упражнение 5 в п. 39.4) последовательность ф„(л:) = 
= /(х, у^) будет равномерно на отрезке [а, Ь] стремиться к 
функции ф(х). Отсюда следует (см. п. 32.4), во-первых, что 
ф(л;) непрерывна и, следовательно, интегрируема на отрезке 
[а, Ь], а во-вторых, что 

ь ъ ъ 

Ііт I /(х, Уп)(1х = Ит I (р^(х)(іх = | ф(д;)с?х, 

^ а ^ а а 

и так как это верно для любой указанной последовательности 
{г/„}, то теорема доказана. □ 

Перейдем к вопросу об интегрировании интегралов (53.2), 
зависяіцих от параметра. 

ТЕОРЕМА 3. Пустъ область С элементарна относительно 
обеих осей координат, т. е. 

О = {(х, у) : а < I/ < Р, ф(у) < X < \і/(у)} = 

= {(х, у):а<х<Ъ, фі(х) <у< \і/і(х)}, 

где функции ф м \|/ непрерывны на отрезке [а, Р], а функции 
ф^ и \|/^ — на отрезке [а, б]. Тогда если функция /(х, у) непре¬ 
рывна на замыкании О области О, то 


р р рѴ(!/) 1 р рѴКж) 

I Ф(У)(ІУ = 1 I йх, у)дх ду = 1 I /(х, у)ду 

и а Ь ^ а Ь 


дх = 


= \\1{х,у)дхду. (53.6) 

о 

Очевидно, теорема 3 является перефразировкой соответст- 
вуюіцей теоремы о сведении кратного интеграла к повторно¬ 
му (см. п. 45.1). 


53.2. Дифференцирование интегралов, 
зависящих от параметра 


При изучении дифференциальных свойств интегралов, завися¬ 
щих от параметра, рассмотрим сначала интегралы вида (53.3). 
ТЕОРЕМА 4 (правило Лейбница). Если функция Дх, у) и ее 

частная производная непрерывны в замкнутом пря¬ 

моугольнике А = {(х, у) : а < X < Ь, а < у < Р, то функция Ф(у) = 

ь 

= I Дх, у)дх дифференцируема на отрезке [а, Р] и 


а 


йЧѵ) 

йу 


I 


а 


ЭДх, у) 

Зу 


дх. 
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Таким образом, чтобы при сделанных предположениях про¬ 
дифференцировать интеграл, зависящий от параметра, доста¬ 
точно продифференцировать подынтегральное выражение, ос¬ 
тавляя пределы интегрирования неизменными. 
Доказательство. Пусть уе [а, |3] и у -Ь Ауе [а, |3]; тогда 

Ф(У + Л„)-ФШ _ ^ і, + Д;,) - ах, уШх - І ах. 

0<Ѳ<1. 


Здесь применена формула конечных приращений Лагранжа. 

модуль непрерывности 


Обозначив теперь через со( 8; ^ 

оу 


функции получим 
оу 


Ф(у + Ау) - Ф(у) _ г Шх, у)^ ^ г 


Э/(х,у -Ь ѲЛу) _ Э/(х, у) 
ду ау 


Ау І 9у 

I со[|Ау|; ^ ух < со[|Ау|; - а) 


< 


сіх < 
(53.7) 


Э/ 


В силу равномерной непрерывности функции на замкнутом 
прямоугольнике А, имеем Ит соГ|Ау|; = 0; поэтому из 


(53.7) получим 


Ау^О 


Эу 


Ф(У + Ау) - Ф(у) ^ г ц 

У ^0 Ау І оу 

Теорема 4 легко обобщается и на случай зависящего от па¬ 
раметра интеграла общего вида (53.2). 

ТЕОРЕМА 4^ Пустъ: 1) функция Дх, у) и ее частная произ¬ 
водная 


Эу 


непрерывны на замкнутом прямоугольнике 


А = {(х, у): а < X < б, а < у < (3}; 


2) С с д (см. (53.4)); 

3) пусть функции ф(у) и \|/(у) имеют непрерывные на от¬ 
резке [а, (3] производные. 

Тогда интеграл (53.2), зависящий от параметра, так¬ 
же имеет производную на отрезке [а, (3], причем 

^ ах - /(Ф(у), у) + Шу), у) (53.8) 

у фщ у у у 

Доказательство. Рассмотрим функцию 

Р(у, и, о) = I Дх, у)дх, а<п<&, а < и < Ь, а<у<(3. 
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Нетрудно непосредственно проверить, что частные производ- 

ные т—, тг—, тг- функции Р существуют и непрерывны по сово- 
ду ди дѵ 

купности переменных у, и, ѵ. Проверим сначала существова- 

Эі^ 

ние и непрерывность частной производной Ее существова¬ 
ние непосредственно следует из теоремы 4, причем 

^ = (53.9) 

оу і оу 

Докажем ее непрерывность. Пусть а<и<Ь, а<ц<Ь, а<у< 
< (3, а < к -Ь Ан < Ь, а < о < Ац < Ь, а < I/ < Аг/ < (3; положив 

ідР{у, и, ѵ) _ дР(у + Ау, и + Аи, ѵ + Аѵ) _ дР(у, и, ѵ) 

^ ^ ^ ’ 


получим 


/^,дРіу, и, ѵ) 


Эу 



У" дГ(х,у + Ау) ^^ _ ? ЭЯх, у) ^^ ^ 
Зу I ау 


< 

Г ГЭ/(х,у -Ь Ау) _ Э/(х, у)1 ^ 

-ь 

“г Э/(х,у + Ау)^^ 


И Эу ау Г-^ 


иіАи 


+ 


Ѵ"Э/(х,у + Ау)^^ 
Лу 


(53.10) 


Поскольку функция определена на прямоугольнике А, 

оу 

в силу вышеуказанного выбора значений аргументов, все на¬ 
писанные интегралы имеют смысл и 

|і> - и| < Ь - а. (53.11) 

Далее, из непрерывности функции ^ на прямоугольнике А сле- 

оу 

дует, что она ограничена на нем, т. е. существует такая посто¬ 
янная М > о, что для всех точек (х, у)еА выполняется нера¬ 
венство 


ЭДх, у) 
ау 


<м. 


(53.12) 


Обозначив, как и выше, через со( 8; ^ 1 модуль непрерыв 


Э/ 




ности функции ^ на прямоугольнике А и использовав нера- 
оу 

венства (53.11) и (53.12), из (53.10) получим 


^ дР(у^и,ѵ) < соГ|Аі/|; +М | сіх 

^ ^ и и + Аи 


+ м\ 


I Лх 




< (5 - а)со(|Аі/|; ^ -Ь М|Аи| -Ь М\Аѵ\. 
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Отсюда следует, что Иш ^ ^ 

+ Ди2 + Аѵ2 ^0 ^ 

„ дР 

означает непрерывность частной производной тг- на множест- 

оу 

ве {{у, н, н) : с < I/ < с?, а < н < Ь, а < о < &}. Непрерывность 
на этом множестве частных производных 

^ = -/(н,у), ^^ = Кѵ,у) (52.13) 

очевидна. 

Связь между функциями Ф и устанавливается формулой 

Ф(г/) = ф(г/), 'К(г/))- 

В силу доказанного выше, функцию Ф можно дифференциро¬ 
вать по правилу дифференцирования сложных функций: 

ЭФ _ № №Эи Э^^ 

Ъу Ъу Виду ЪѵЬу' 

т-г дР дР 

Подставляя сюда выражения для частных производных 

ду ди 

и — (см. (53.9) и (53.13)) и полагая и = ф(у) и о = \|/(і/), получим 
формулу (53.8). □ 


§54 

Несобственные интегралы, 
зависящие ст параметра 

54.1. Основные определения. Равномерная сходимость 
интегралов, зависящих от параметра 

Мы будем рассматривать интегралы вида 

Ф(У) = I Ах,у)с1х, (54.1) 

а 

где -оо < а < Ь < Ч-оо^ переменная у принадлежит некоторому 
множеству У и интеграл (54.1), быть может, при некоторых 
(в частности, при всех) значениях у является несобственным. 
Определение 1. Если для каждого у^^У интеграл 

Ь 

Ф(Уо) = і Кх,Уо)(іх 

а 

сходится, то интеграл (54.1) называется сходящимся на 
множестве У. 

В дальнейшем, если не оговорено что-либо другое, будем 
рассматривать только случай, когда выполняются условия: 
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1) -оо < а < Ь < +оо; 

2) при любом уе У функция /(х, у) по переменной х интег¬ 
рируема, по Риману, на каждом отрезке [а, р], где р таково, 
что а < р < &. 

В этом случае сходимость интеграла (54.1) на множестве 
У означает, что при любом уеУ суш,ествует предел 

11 ь 

Ит [ /(х, у)(іх = [ Дх, у)(1х 

-о І 

(если Ь = -1-00, то 5 - О = -Ьоо). Отсюда, в силу равенства 
6 11 6 
I Дх, у)сіх - I Дх, у)(іх = |Дх, у)(іх, 

а а ц 

при каждом фиксированном уе У имеем 

Ъ 

Ит [Дх, у)(іх = 0. 

ті^ь - о і!, 

Таким образом, если интеграл (54.1) сходится на множе¬ 
стве У, то при каждом фиксированном уеУ для любо¬ 
го числа е > О существует такое р^ = рДі/) < Ъ, что если 
р^ < р < Ь, то 

ь 

I Дх, у)дх < е. (54.2) 

II 

Условия, при которых для несобственных интегралов, за- 
висяіцих от параметра, справедливы теоремы, аналогичные 
доказанным в предыдуіцем параграфе для собственных ин¬ 
тегралов, основаны на понятии так называемой равномерной 
сходимости интеграла. 

Будем предполагать, как было отмечено, что интеграл 
(54.1) удовлетворяет выпіеуказанным условиям 1) и 2). 

Определение 2. Сходящийся на множестве У интеграл 

Ъ 

I Дх, у)сіх называется равномерно сходящимся на этом мно- 

а 

жестве, если для любого е > О существует такое р^ < Ъ, что 
для всех уеУ и всех р таких, что р^ < р <5, выполняется не- 

Ь 

равенство | Дх, у)дх < г. 
л 

Напомним, что в рассматриваемом нами случае Ъ может 
быть как конечным, т. е. числом, так и бесконечным, т. е. 
равным - 1 - 00 . Таким образом, в приведенном виде определение 
равномерной сходимости годится одновременно как для слу¬ 
чая, когда интегрирование производится по конечному отрез- 
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ку [а, &], а несобственный интеграл может возникнуть за счет 
неограниченности подынтегральной функции, так и для слу¬ 
чая, когда несобственный интеграл получается за счет неог¬ 
раниченности промежутка интегрирования [а, -Ьоо). 

Приведенные определения сходимости и равномерной схо¬ 
димости интеграла напоминают соответствуюш,ие определе¬ 
ния для рядов (см. п. 32.1 и 32.3). Между ними действительно 
имеется связь. 

Пусть {р^} — некоторая последовательность такая, что 


= Л„е[а, &), га = 1,2, ... , л\іт ц^ = Ъ. 

П —? 

Наряду с интегралом (54.1) рассмотрим ряд 


Пусть 


оо 



I ^{х,у)(іх. 




«„(у) = 


I /(х, у)(1х = \Кх, у)(1х 

к-1 а 


(54.3) 


— его частичная сумма. Тогда, если интеграл (54.1) сходится 
(соответственно равномерно сходится) на множестве У, то, 
очевидно, сходится (соответственно равномерно сходится) на 
множестве У и ряд (54.3); при этом 


ь л„ 

I Дх, у)(1х = Ит^І Дх, у)(іх = Ип^ -8„(у), 

т. е. рассматриваемый интеграл равен сумме ряда (54.3). 

Определение равномерной сходимости интеграла можно 
перефразировать еще следующим образом. 


Определение 2^ Сходящийся на множестве У интеграл {ЪАЛ) 
называется равномерно сходящимся на этом множестве, 
если 


Ііт знр 

г\-> Ь - Оу ^ У 


|Дх, у)дх 


= 0 . 


(54.4) 


Действительно, если интеграл (54.1) равномерно сходится 
на множестве У в смысле определения 2, то для любого е > 0 
существует такое что выполняется неравенство (54.2) 

при уеУ ир^<р <Ьи, следовательно. 


вир 

г/е у 


|Дх, у)дх 


<е, р^<р<Ь, 


откуда и следует (54.4). Обратно, если рассматриваемый ин¬ 
теграл равномерно сходится на множестве У в смысле опреде¬ 
ления 2', то из условия (54.4) для любого е > 0 следует сущест- 
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вование такого числа гі^, что при всех уеУ и. < ц < Ъ выпол¬ 
няется неравенство (54.2). □ 

Если рассмотреть интеграл 

11 

то очевидно, что условие (54.4) означает, что этот интеграл 
равномерно на У стремится к нулю при р ^ Ь — О (здесь в тер¬ 
минологии н. 39.4 параметром является не у, как это было 
там, а переменная р). 

Равномерная сходимость на множестве У интеграла (54.1) 
означает также равномерное стремление на множестве У 
функции 

\Кх,у)(іх (54.5) 

а 

при р ^ & — о к функции (54.1). 

Действительно, последнее означает (см. п. 39.4), что для 
любого е > О суіцествует такое р^, < Ъ, что для каждого р, 
удовлетворяюіцего условию р^ < р < Ь, и всех і/е У выполняет¬ 
ся неравенство |Ф(і/) - Ф(у, р)| < е. Но 

ь л ь 

Ф(і/) - Ф(у, Р) = I /(х, у)(ІХ - I /(х, у)(1х = |Ях, у)(ІХ. 

а а х\ 

ъ 

Поэтому I Дх, у)(іх < е. 

11 

Таким образом, условие Ф(х, р) ^ Ф(у) при р ^ Ь - О рав¬ 
носильно выполнению условий определения 2, т. е. равномер¬ 
ной сходимости на множестве У интеграла (54.1). 

+00 

Примеры. 1. Рассмотрим интеграл Ф(у) = | уе^^ѵсіх. В ка- 

0 

честве множества У возьмем полуось у ^ О (при любом у < О этот 
интеграл расходится). Легко убедиться, что рассматриваемый 
интеграл сходится на У. Он даже вычисляется: при у = О он 
равен нулю, а при у > О имеем 

+00 +00 + 00 

I уе^^У с?х = I е йху = -е^^У = 1. 

0 0 о 

Для любого а > О он сходится равномерно на промежутке 
[а, Ч-оо). Действительно, в этом случае легко проверяется, на¬ 
пример, выполнение условия (54.4) 

Ит зир Г уе^^У(іх = Ині вир е^'^У = Ині = 0. 

ті^+°°у>а ^ Т1^+оо у^а Л^+°° 
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На всей же полуоси У равномерной сходимости нет. В са¬ 
мом деле. 


Ит вир 

л^+°° у >0 


[ уе ^У(1х = Ит вир е = 1, 

Г у>0 

т. е. на множестве У условие (54.4) не выполняется. 


2. Рассмотрим более общий пример. Если функция / неот¬ 
рицательна при X > О, а интеграл | /(х) (іх сходится, то при 

о 

-|-оо 

а > о интеграл | сіх не сходится равномерно на полу- 

0 

оси г/ > о, но при любом У(, > О сходится равномерно на полу¬ 
оси у > уо. 

Действительно, для любого т) > О имеем 

-і-со .> -рсо 

8ир I /(у“х)сгх _= вир | Ю)(И > 

у>о ^ ^ у>0 

1 +00 - - 1-00 

> вир — I > вир — I і'(і)сИ = Ч-оо, 

поэтому 

Ит вир I /(у°-х)(1х = Ч-оо, 

Г| ^ -1-00 ^ 

т. е. условие (54.4) не выполняется, это и означает, что рас¬ 
сматриваемый интеграл не сходится равномерно для у > 0. 
Если же у > Уо > О, то 

-|-со -роо ^ -|-со 

8ир |Яу“х)сіх _= вир ± ^ \ |/(^)Л. 

У>Уо І *-У ^ у>УоУ^^ 

Так как по условию [ М)(И сходится, то Ит [ Ш) (іі = О, 

Л —> +00 ^ 

о !/8;Г1 

И поэтому из полученного неравенства следует, что 

Ит 8ир Г Ну^^хЫх = О, 
л ^у > Уо У ^ 

т. е. выполняется условие (54.4), а это и означает равномер¬ 
ную сходимость рассматриваемого интеграла при у > уд. 

+“ 2 

В частности, интеграл | е^У^ (іх является интегралом ука- 

л 

ванного вида при /(^) = и а = 1/2. Поэтому этот интеграл 
не сходится равномерно для у > О, но при любом уд > О он схо¬ 
дится равномерно на полуоси у > уд. 

Замечание. Отметим, что равномерная сходимость не 
сохраняется, вообще говоря, при замене переменной, по кото- 


672 



рой производится интегрирование, если в формулу замены 
входит параметр. Так, в примере 2 сходяш,ийся интеграл 

I /(і)(И сходится равномерно, так как не зависит от парамет- 
0 

ра, а интеграл | /(у^х)(іх, получающийся из него заменой пе- 
0 

ременной і = у^х, не сходится равномерно на множестве у > 0. 
ТЕОРЕМА 1 (признак Вейерштрасса). Если существует не¬ 
отрицательная функция ф(л;), определенная на промежутке 
[а, Ъ) и интегрируемая по Риману на каждом отрезке [а, Г]], 
где а <г\ < Ь, и такая, что: 

1) \Кх, у)\ < ф(л:), где а ^ х < Ь, уеУ; 

Ь 

2) интеграл | і^{х)дх сходится, 

а 

то интеграл (54.1) равномерно сходится на множестве У. 

Доказательство. Прежде всего, в силу признака сравне¬ 
ния (см. п. 33.3), интеграл (54.1) абсолютно, а значит, и прос¬ 
то сходится при любом і/е У. Далее, в силу сходимости интег- 

Ь 

рала I (р(х)дх, для любого числа е > О существует такое т),, < Ъ, 

а 

Ь 

что если Г],. < Г] < Ь, то Iф(х)с?л: < е. Тогда, в силу условия 1 тео- 

Т1 

ремы. 


и и и 

I /(х, у)дх < ІІЯх, у)\дх < I (р(х)дх <е, гі^<гі <Ь, уеУ, 


ь 

а это и означает равномерную сходимость интеграла | /(х, у)дх 

а 

на множестве У. □ 

С помощью признака Вейерпітрасса, например, сразу ус¬ 
танавливается, что интеграл | - ^—- равномерно сходит- 

-оо 1 + X У 

ся на всей вещественной оси -оо < у < +оо. Действительно, 
интеграл |- - = п сходится и при любых х и у выполняет- 

-ОО 1 -Ь X 

СЯ неравенство- \ -- < — і 

1+ X +у 1 -Ь X 

Из критерия Коши равномерной сходимости функции по 
параметру (см. п. 39.4) непосредственно получаются необхо¬ 
димые и достаточные условия (также называемые критерием 
Коши) для равномерной сходимости интегралов. 
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ТЕОРЕМА 2 (критерий Коши равномерной сходимости интег¬ 
ралов). Для того чтобы интеграл (54.1) равномерно сходил¬ 
ся на множестве У, необходимо и достаточно, чтобы для 
любого е > О существовало такое т) < Ь, что для всех г\' и г\", 
удовлетнворяюи^^их условиЯгЯ Т| Т| ^ Ъ, Г] Т| і) ^ и всвос 
выполнялось неравенство 

л" 

I Дх,у)дх <е. (54.6) 

м' 

Действительно, как было отмечено, равномерная сходи¬ 
мость интеграла (54.1) равносильна равномерному стремле¬ 
нию к пределу функции Ф{у, р) (см. (54.5)), а неравенство 
(54.6) в обозначениях (54.5) можно записать в виде 

\Ф(у, ц") - Ф(у, рОІ < е. 

Поэтому теорема 2 является просто перефразировкой теоре¬ 
мы 4 из п. 39.4 для рассматриваемого здесь случая. 

54.2*. Признак равномерной сходимости интегралов 

В этом пункте будет доказан признак равномерной сходимос¬ 
ти интегралов, аналогичный соответствуюіцему признаку для 
равномерной сходимости рядов (см. п. 32.3). 

ТЕОРЕМА 3. Пустъ функции Дх, у) и §{х, у) определены 
для хе [а, +“), аеД и уеУ ^ Е, причем функция Дх, у) непре¬ 
рывна по переменной х, а функция §{х, у) имеет непрерыв¬ 
ную по X производную. Если: 

\) функция §{х, у) при каждом уеУ монотонно убывает 
по X и равномерно стремится к нулю на множестве У при 

X -І-ОО; 

д: 

2) интегралы \Ді, у) йі ограничены в совокупности на 

а 

множестве [а, -Ьоо) х У, то интеграл 

\ Дх,у)§{х,у)(1х (54.7) 

а 

равномерно сходится на множестве У. 

Доказательство. Из условия 1) теоремы следует, что 

§{х,у)>0 (54.8) 

и что < О, поэтому 

Э^(х, у) __ Э^(х, у) ^ 

Эх Эх 


674 


(54.9) 



Условие 2) теоремы означает, что существует такая посто¬ 
янная с > О, что для всех хе [а, Ч-оо) и г/е У выполняется нера¬ 
венство 


I 


Кі, у)(И 


< с. 


(54.10) 


Интегрируя по частям на отрезке [а, Ь], получаем 


Ь Ъ X 

\ Кх, у)§(х, у)(ІХ = I ёіх, у)(І |/(І, у)(И = 

а а а 

=§{ъ,у)]т,у)<и-] []т,у)<и'Щ^(іх. ( 54 . 11 ) 

а а '' а ) аХ 

Согласно условию (54.10), имеем 


ёФ, у)\ ЯС у)(1і 


< с§Ф, у) 


и, следовательно, в силу условия 1) теоремы, первое слагаемое 
правой части равенства (54.11) равномерно стремится к нулю 
на множестве У при Ъ +оо. 

Для того чтобы оценить поведение второго слагаемого при 

Ъ Ч-оо, докажем, что интеграл [ | [ ЯЯ у)(И'^^^^Ф-^йх абсо- 

а 'о I ах 

лютно И равномерно сходится на множестве У, т. е. равномер¬ 
но сходится интеграл 


I I /(Я у)(И 


д§(х, у) 
дх 


(ІХ. 


Проверим для этого интеграла выполнение критерия Ко¬ 
ши равномерной сходимости. Зададим е > 0. В силу 1) теоре¬ 
мы найдется такое > а, что для всех ^ и всех і/е У будет 


выполняться неравенство §ф, у) < - 
Г] > ^ неравенство 


I I ЯЯ у)(И 


дё(х, у) 
дх 


(ІХ < 

(54.9) 

(54.10) 


И, следовательно, при 

с]Щ^(1х = 

І ох 


= с(ёф, у) - Жл» у)) , Сёф, у) < г. 

(54.8) 

Итак, оба слагаемых правой части неравенства (54.11) 
при Ъ Ч-оо равномерно стремятся к конечным пределам на 
множестве У и, таким образом, интеграл (54.7) равномерно 
сходится. □ 

Замечание. Предположение о существовании у функ¬ 
ции §{х, у) непрерывной по х производной не является суще¬ 
ственным: оно сделано лишь для упрощения доказательства. 
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Пример. Интеграл | ^ равномерно сходится при 

(ІѲ^ ^ 

У ^ Уп ^ Действительно, функция ё’(л:) = -- убывает при 

1 + 

л; > О и Ит^ §(х) = О, причем, поскольку §{х) не зависит от у, 
стремление §{х) к нулю при х +оо происходит равномерно 
относительно у, кроме того, 

1 - совху ^ 2 
У '' Уо' 

Таким образом, оба условия теоремы 3 выполнены. 

Задача 15. Доказать, что если функции Дх, у) и §{х, у) определе- 

+00 

ны при -оо <а < X < +°о и уе У, причем | Дх, у)Лх равномерно сходится 

а 

на У, а функция §{х, у) монотонна по х и ограничена на множестве 

+00 

[а, + 00 ) X У, то интеграл | ё(х, і/)Дх, у)<іх сходится равномерно на У. 

а 

УПРАЖНЕНИЕ 1. Пусть функции Дх) и §’(х, у) непрерывны по х, функ¬ 
ция §(х, у) монотонно и равномерно относительно уе У стремится к нулю 

Э^(х у) 

при X +00 и имеет непрерывную производную _ ’ ^ , х > а, уеУ, 

дх 

+ СО +00 

а интеграл | Дх)йх сходится. Доказать, что интеграл | Дх)й’(х, у)Лх 

а а 

равномерно сходится на множестве У. 

54.3. Свойства несобственных интегралов, 
зависящих от параметра 

При изучении свойств несобственных интегралов, зависяіцих 
от параметра, очень часто придется иметь дело с перестановкой 
предельных переходов по различным переменным. Поэтому 
прежде всего докажем лемму, относяш,уюся к этому вопросу. 
ЛЕММА Л. Пустъ X и У — два числовых множества', функ¬ 
ция Дх, у) определена на их произведении X У-У : хе X, уеУ; 
Хд и у ^— числа или какие-то из бесконечностей +оо, -оо 
и существуют конечные пределы 

ф(х)= 1^ Ах, у), хеХ, и = 1т Ах, у), деУ. 

У ^ Уо X ^ x^ 

Если стремление функции / хотя бы к одному из ука¬ 
занных пределов происходит равномерно, то существуют 
и равны оба повторных предела'. 

Ит Ит /(х, у) = Ііт Ині /(х, и). 

У^УдХ^Хд 


X 

1 8ІП іу ді 
о 
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Доказательство. Пусть, например, функция у) рав¬ 

номерно на X стремится к ф(л:) при у у^. Тогда для любого 
фиксированного е > О существует окрестность и(Уо) такая, 
что, каковы бы ни были уе и{Уо) П У и хе X, выполняется нера¬ 
венство 

|/(х, і/)-ф(х)| < |. (54.12) 

Если у^е 1/(і/о) П У и 1 / 2 ^ Щу) П У, то 

\Кх, Уі) - /(Х, У 2 )\ < \Кх, Уі) - ф(л:) І+І ф(х) - /(х. Уз)! < е. 

Переходя здесь к пределу при х ^ Хд, получим 

Мг/і)-'К(г/2)Ке- (54.13) 

Согласно критерию Коши для существования предела 

функции (см. и. 4.11), из (54.13) следует существование ко¬ 
нечного предела Ит \|/(у) = Д. Итак, доказано существование 

у ^Уо 

повторного предела 

Ит Ит /(х,у)=А. 

Зафиксируем теперь у^е 17(Уо) П У. Тогда из (54.12) при у = у-^ш 
из (54.13) при у 2 Уо соответственно получим 

|/(х, уі) - ф(х)| < I, |\і/(уі) - А| < е. (54.14) 

Для всех уеУ существует предел /(х, у) = \\1(у). По¬ 

этому при фиксированном у^Е 1/(уо) П У для заданного е > О 
найдется такая окрестность ІІ(Хо), что для всех хе Щхд) П X 
будем иметь 

ІДх, уі) - \і/(уі)| < е. (54.15) 

Из неравенств (54.14) и (54.15) для всех хе 1/(Хд) П X имеем 
|ф(х) - Д| < |ф(х) - /(х, уі)| -Ь ІДх, уі) - \і/(уі)| + |\і/(уі) - А| < Зе, 
что и означает существование повторного предела 
А = Ит ф(х) = Ит Ит Дх, у) 

X X^ X —> у —> у^ 

и равенства его повторному пределу 

Ит Ит Дх, у). □ 

У Уо л: —> л:0 

ТЕОРЕМА 4. Пустъ -оо < а < Ъ <, Ч-оо и функция Дх, у) оп¬ 
ределена для всех ХЕ [а, Ъ), уеУ и при любом уеУ непрерывна 
по X на [а, Ъ). Тогда если при любом рЕ [а, Ъ) функция Дх, у) 
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равномерно на отрезке [а, Г]] стремится к функции ф(х) при 
у у^ и интеграл 

^^{х,у)(іх (54.16) 

а 

равномерно сходится на множестве У, то 

ь ь ь 

Ііт і/)(іл: = I Ііт /(х, у)дх = ^ (р(х)дх. (54.17) 

Доказательство. Если а < г\ < Ъ, то, в силу теоремы 2 
и. 53.1, имеем 


Т1 Г| 11 

Ііт I Дх, г/)(іх = I Ит ^{х, у)дх = ^ і^{х)дх . (54.18) 

Поэтому, согласно определению несобственного интеграла, ра¬ 
венство (54.17) можно переписать в виде 

Т1 Т1 

Ііт Ііт \их,у)дх= Ііт Ііт \Нх,ц)дх. (54.19) 

у->Уоц^ь-о['^ ті^ь-оу^і/оі 

Таким образом, остается доказать возможность перестановки 
порядка предельных переходов для функции 

Ф(г/, Л) = |(^. 

а 

Это следует из доказанной выше леммы. В самом деле, со¬ 
гласно (54.18), суптествует предел Ііт Ф(г/, л)- С другой сто- 

У^Уо 

роны, суіцествует и предел 


11 ь 

Ііт Ф(г/, р) = Ит Г ^{х, у)дх = Г ^{х, у)дх, 

ц^Ь-о ^ 

причем здесь, согласно условию теоремы, стремление к преде¬ 
лу происходит равномерно на множестве У. Следовательно, 
справедливость равенства (54.19) непосредственно вытекает 
из утверждения леммы. □ 

ТЕОРЕМА 5. Пустъ функция ^{х, у) определена и непрерыв¬ 
на {как функция двух переменных) на полуоткрытом «пря¬ 
моугольнике» {(л:, у) : а < X < Ь, с < у < д}, -оо < а < 5 < -Ьоо^ 
-оо <с <д Товдіх^ €сли иИ'ЛЪ&зрО/Л 


ъ 

Ф(У) = I Кх, у)дх 

а 

сходится равномерно на [с, Ф], то он является непрерывной 
функцией на этом отрезке. 


* Здесь Уд — число или одна из бесконечностей сю, Ч-со, -со. 
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Доказательство. Каково бы ни было у^€. [с, (Ц, функция 
/(х, у) при у ^ Уо равномерно на любом отрезке [а, р], а < р < Ь, 
стремится к функции Дх, уц) (см. (39.4). Поэтому, согласно 
предыдущей теореме (см. (54.17)), 

ь ъ 

Ііт Ф(у) = I Ііт Дх, у)(1х = | Дх, Уо)(іх = Ф(Уо). □ 

У “о а ^ ^0 а 

ТЕОРЕМА 6. Если выполнены предположения теоремы 5, то 
\Ф{у)ду = \ду\ Дх, у)ах = I сгх|Дх, у)ау. (54.20) 

С С а ас 

Доказательство. Если а < р < Ь, то по теореме 3 п. 53.1 
имеем 

\ду\І{х, у)дх = \дх\Кх, у)йу. (54.21) 

С а ас 

х\ 

функция Ф(і/, р) = |Дх, у)дх непрерывна по у и при р ^ Ь - 0 

а 

стремится к своему пределу Ф(у) равномерно на отрезке [с, Л\. 
Поэтому, согласно теореме 2 п. 53.1, в левой части равенства 

(54.21) можно перейти к пределу под знаком интеграла при 
р ^ Ь - 0: 

й 11 гі 

Ит [сгуГДх, у)дх = Ит |Ф(у, г\)ау = 

= I ^ = \(іу\ Кх, У)дх; 

с ^ с с а 

при ЭТОМ полученный предел конечен. Следовательно, при 
р ^ Ь — о существует тот же предел и у правой части равенства 

(54.21) , который, в силу определения несобственного интегра- 

Ь й 

ла, равен | с?х|Дх, у)ду. □ 

а с 

Докажем одну теорему о перестановке порядка интегриро¬ 
вания для случая, когда оба интеграла несобственные. 
ТЕОРЕМА 7. Пусть функция Дх, у) определена и непрерыв¬ 
на на полуоткрытом прямоугольнике 

{(х, у) •. а К X < Ъ, с < у < д), 

-оо < а <Ь < -Ьоо, -оо < с < (І < -Ьоо. 

Если интеграл 

|Дх,у)(іх (54.22) 
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равномерно сходится на любом отрезке [с, Г]], с <г\ < й, а ин¬ 
теграл 

]кх,у)сіу (54.23) 

С 

равномерно сходится на любом отрезке [а, ^], а < ^ < Ь, и су¬ 
ществует один из двух повторных интегралов 


й Ъ Ь й 

\ду\ \!іх, у)\дх, I ах\\[{х, у)\ду, 

С а ас 


то существуют и равны между собой оба повторных интег¬ 
рала 

(і ъ ъ й 

\ду\Кх,у)дх и \дх\Кх,у)ду, 

С а ас 

т. е. 


ё Ъ Ь ё 

\ду\ /(х, у)дх = I дх\Кх, у)ду. 

С а ас 


(54.24) 


Доказательство. Пусть, например, существует интеграл 


I дх\\!іх, у)\ду (54.25) 

а с 

и пусть с < Г] < с?, в силу равномерной сходимости на отрезке 
[с, р] интеграла (54.22), согласно теореме 6, имеем 

\ду\ 1{х,у)дх = \дх\1{х,у)ду. (54.26) 

С а ас 

Предел левой части этого равенства при р ^ с? — О, очевидно, 

ё Ь 

равен интегралу /(х, у)дх. Покажем, что предел правой 

С а 

Ъ ё 

части равенства (54.26) равен интегралу | с?х|/(х, у)ду, т. е. что 

в этом случае возможен предельный переход при р ^ с? - О под 
знаком интеграла. Проверим выполнение предпосылок теоре- 

мы 4 этого пункта. Функция Ф(л;, р) = |Ях, у)ду непрерывна 

С 

по X (см. теорему 1 п. 53.1) и, согласно условию теоремы, на 
любом отрезке [а, ^], а <^<Ь, при р ^ (і - О равномерно стре- 

а 

мится к интегралу (54.23), т. е. к функции 1^(л;) = |/(л:, у)ду. 
Наконец, интеграл 

Ь 6 11 

I Ф(х, г\)дх = I дх^^^х, у)ду 

а ас 
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сходится равномерно относительно Г], с < Г] < с?, так как 
|Ф(х, гі)| < ||/(х, у)\(іу, 

С 

а интеграл (54.25), по предположению, сходится. 

Следовательно, условия теоремы 4 для правой части ра¬ 
венства (54.26) выполнены, поэтому 

Ь Ъ Ь <1 

Ііт ^ I Ф(л:, г\)(іх = I Ііт ^ Ф(х, г\)(іх = | с?л;|Ф(х, у)(іу. 

Итак, доказываемое равенство (54.24) получается из (54.26) 
предельным переходом при Г] ^ с? — 0. □ 

Перейдем теперь к рассмотрению дифференцируемости 
несобственных интегралов, зависяіцих от параметра. 

ТЕОРЕМА 8. Пустъ функции /(х, у) и определены и 

непрерывны на полуоткрытом прямоугольнике 
А = {а < л; < Ь, с < I/ < с?}, 

-оо < а < Ь < Ч-оо, -оо < с <д < Ч-оо. 


э/(х, у) 


дх 


Если интеграл | Дх, у)йх сходится, а интеграл | 

а а 

равномерно сходится на отрезке [с, с?], то функция Ф(г/) = 

ь 

= I /(х, у)дх непрерывно дифференцируема на этом отрезке и 

а 

Ъ 

Доказательство. Представим функцию Ф(і/) = | /(х, у)дх 
в виде сходяіцегося на отрезке [с, Ф\ ряда 




Ф(г/) = I Кх, у)дх = ^ I Ах, у)дх. 


(54.27) 




где ГІД, п = 1, 2, ... , — фиксированная последовательность та¬ 
кая, что тіп^[®> Ь), = а и Ііт Г[^ = Ь, а функцию 

г Э/(х, — 3 виде равномерно сходяіцегося на отрезке [с, дЛ 

дх. (54.28) 


ряда 


гЭДх, у), ’’"ДЭ/(х, !/) 

^ 1 
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Согласно теореме 4 п. 53.2, каждый член ряда (54.28) яв¬ 
ляется производной по переменной у от соответствуюп];его 
члена ряда (54.27), а поэтому, в силу теоремы о дифференци¬ 
ровании рядов (см. н. 32.4), сумма ряда (54.28) является про¬ 
изводной суммы ряда (54.27). □ 

Как уже отмечалось, все предыдуп];ие формулировки и до¬ 
казательства относятся к несобственным интегралам, завися- 
ш,им от параметра, которые удовлетворяют условиям 1) и 2), 
сформулированным в начале п. 54.1. Совершенно аналогично 
рассматриваются и другие случаи, например когда: 

1 ') -оо < а < Ь < 4-00; 

2') при любом г/Е У функция /(х, у) на переменной х интег¬ 
рируема по Риману на каждом отрезке [^, р], где а <^<Л < Ъ. 

Построенная теория интегралов, зависяіцих от параметра, 
естественным образом переносится и на случай, когда интег¬ 
рал зависит от двух или вообіце от некоторого конечного чис¬ 
ла параметров у^, ... , у^. При этом многие формулировки оп¬ 
ределений и теорем, а также доказательства формально оста¬ 
ются прежними, если только вкладывать новый смысл в 
применяемые обозначения. Это относится, например, к опре¬ 
делению равномерной сходимости и теореме о предельном пе¬ 
реходе под знаком интеграла, следует только считать, что у = 
= {Уі, ... , у„)— конечная точка га-мерного евклидова про¬ 
странства, Уо — конечная или бесконечно удаленная точка 
того же пространства, а у ^ Уо понимать в смысле предела в 
этом пространстве. 

54.4. Применение теории интегралов, 
зависящих от параметра, 
к вычислению определенных интегралов 

До сих пор в нашем распоряжении было два способа вычисле¬ 
ния определенных интегралов. Первый из них исходит из оп¬ 
ределения интеграла как предела интегральных сумм и широ¬ 
ко используется в численных методах (с ними мы более под¬ 
робно ознакомимся в и. 62.4). Второй способ, которым мы уже 
постоянно пользовались, основан на нахождении первообраз¬ 
ной подынтегральной функции и применении формулы Нью¬ 
тона—Лейбница. Оказывается, что иногда удается получать 
точные значения определенных интегралов, используя тео¬ 
рию интегралов, зависяіцих от параметра. При этом ценность 
этого метода состоит в том, что с его помоіцью в ряде случаев 
вычисляются интегралы от функций, первообразные которых 
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не являются элементарными функциями, и тем самым обыч¬ 
ный способ использования формулы Ньютона—Лейбница ока¬ 
зывается неприменимым. 


Примеры. 1. Пусть требуется вычислить интеграл 


^ = (54.29) 

о х^І - 

Приведем способы вычисления этого интеграла, основанные 
на его замене некоторым интегралом, зависящим от парамет¬ 
ра, для которого (54.29) является частным значением. 

Рассмотрим функцию Дх, у) = и интеграл 


^(у) = I Пх, У)(іх = I ^ 12 ^ (іх 


о л: 




(54.30) 


Очевидно, что интеграл (54.29) получается отсюда при у = 1. 


Так как = О (1)при х - 0 и = О 






1 




при 


X ^ 1 и любом фиксированном у, то интеграл (54.30) сходится 
при любом у. 

тт ІЭДх, у)| I 1 I 1 

Из неравенства | \ ^ | = |-—— | < и схо¬ 

димости интеграла | 


ЭДх, у) 


1 



(1 + х‘^у^‘)Л - 


Ѵі “ х^ 

, 5 следует, что интеграл 

і Л-Х^ 2 


]Ш^(іх (54.31) 

о ^ 

равномерно сходится на всей вещественной оси и, согласно 
теореме 8 п. 54.3, равен ^'(у). 

Выполнив последовательно замены переменного интегри¬ 
рования X = С 08 ф и ф = агсі^ і, получим 



Лх 

(1 + Х^1/^)л]і - х^ 


I 




о 1 + у^СО& ф 


= Іг 


сП 


+ + П 


л/і + , 


: агсіё 


і 


г ТГТ"у- 

Отсюда, согласно определению неопределенного интеграла, 
вытекает, что 

^(^/)= и'шу== 5іп (у+ 7і + у^) +с. 

2 Л+у^ 2 


27 ГТ 


у" 
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Но из (54.30) следует, что ^(0) = 0, поэтому С = 0 и 


^(.У) = I 1п (і/ + 7і + У^). 

Подставляя сюда у = 1, получаем значение искомого интегра¬ 
ла (54.29) ^ = ^(1) = 5іп (1 + 72). 

Интеграл (54.29) можно вычислить и используя интегри¬ 


рование по параметру. Заметив, что ^ = | — 

ж ^ 1 

чим для ^ выражение 

Ух г Уу 


Уу 


+ х^у^ 


полу- 


./=[ , ^ г - 

Ь Ѵі - Ж2 І 1 


(54.32) 


Интеграл же | 


(ІХ 


как 


о (1 + Х^у^)л/і - 

11 ^ 
< , а интеграл [ 

Гл ГЪ 


(1 + Х^у^)^1 — Х^ Ѵі “ ■ 


+ х^у^ 

сходится равномерно по у, так 

сходится. 


Ух 




Поэтому в (54.32) можно переменить порядок интегрирова¬ 
ния (см. теорему 6 и. 54.3). Тогда (используя непосредствен¬ 
но найденное выше значение получаюіцегося интеграла по х) 
находим 


^ = ](іу]■ 


Ух 


о Ь (1 + ж 2 у 2 ) 7 і - д ;2 2 ^ у 2 

2. Вычислим значение интеграла 


5}-І^ = 5іп(1 + 72). 


І(а)= (54.33) 

о ^ 

Можно показать, что соответствуюіций неопределенный ин¬ 
теграл при а ^ о не выражается через элементарные функции, 
и тем самым данный интеграл нельзя вычислить обычным 
приемом с помоіцью формулы Ньютона—Лейбница. 

Интеграл (54.33) сходится при всех значениях а. Дей¬ 
ствительно, если а = о, то, очевидно, ДО) = 0. Если же а 5^ 0, 
то, производя замену переменного і = ал: при а > 0 и і = -ах 
при а < о, получим 


Да) = ^ 


1-00 . 

I = Д1), если а > О, 


о 

_ I = -Д1), если а < 0. 

о ^ 


Интеграл же 1(1) сходится (см. т. 1, п. 29.5), поэтому и интег¬ 
рал Да) сходится. 
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Для того чтобы вычислить интеграл (54.33), рассмотрим 

более общий интеграл Да, (3) = | е сходящийся 

о ^ 

при р > 0. 

Продифференцировав формально по а под знаком интеграла, 

+ СО 

получим интеграл | е Р* сов ах<іх, который при любом фикси- 
0 

рованном р > о равномерно сходится относительно параметра а, 
-оо < а < +00. Следовательно, при (3 > 0 (см. т. 1, п. 22.4) 


Э/(а, Р) 

Эа 


+00 

I е С 08 ахёх 
о 


е~Р^(азіпах - |3совах) 


+00 

о 


откуда 

Р) = I ^^2 + С(Р) = агсіё ^ + С((3). 
Но ДО, (3) = о, следовательно, С(|3) = 0. Итак, 


Р 

+ Р^’ 


Да, |3) = агсЬё (3 > 0. 

Нас, однако, интересует значение интеграла Да, (3) при 
|3 = 0. Проще всего попытаться обосновать возможность пре¬ 
дельного перехода под знаком интеграла Да, |3), при (3 ^ -ЬО. 
Зафиксируем число Ь > 0 и покажем, что интеграл Да, (3) при 
любом фиксированном а ^ 0 равномерно сходится по пара¬ 
метру |3 на отрезке [0, Щ. Действительно, интегрируя по час¬ 
тям (см. там же, п. 22.4), получим 


+00 


I ^ 


X 


_ _1 оссозах + Рзіпах +“ _ асозах -Ь Рзіпах сіх 

X 2 , „2 ] ® 2 , „2 2' 

^ а-ьр а-ьр X 

Зададим произвольно е > 0. Выберем р,, так, чтобы при Л > Ле 
выполнялись неравенства 


асозагі -ь Рзіпаг| 1 ^іВ 

2 , л ^ 

а-ьр 'I 

ВхИсозах -Ь Рзіпах йх 
і ^ 2 , „2 2 

т 1 а-ьр X 


^ |а| -ь Ь 1 е 


< 


|а| -ь Ь йх ^ г 

а 2 і 2 ' 


< е, что и доказывает 


Тогда при Л ^ Ле получим I е 

11 ^ 

равномерную сходимость интеграла Да, (3) по параметру |3 на 
любом отрезке [О, Ь]. Теперь, в силу теоремы 4 п. 54.3, 

Да) = Да, 0) = Ит Да, (3) = Ііш агсін ^ = ^вінп а; 

р-1.0 Р-1.+0 р 2 
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итак. 


. [ л/2, если а > О, 

Да) = I (іх = \0, если а = О, 

о ^ І-л/2, если а < О. 

Следует обратить внимание на то, что дифференцирование по 

со 

а в (54.33) привело бы к расходящемуся интегралу |со8 ах(іх. 

о 

Оно стало возможным в Да, |3), благодаря наличию множите¬ 
ля е Р*, Р > О, называемого множителем сходимости. Вычис- 

оо со 

ление интеграла вида |Дх)с?л: путем перехода к Дл:)с?л:, 

о о 

дифференцирования по Р, нахождения полученного интеграла 
и перехода к пределу при Р ^ О называется методом введения 
множителя сходимости. 

Знание значения Да) позволяет легко находить и значе¬ 
ние многих подобных интегралов. Например, легко можно 
показать (и это мы используем в дальнейшем), что 

у і-созах ^^^|ф_ (54.34) 

—оо ^ 


Действительно, интегрируя по частям, найдем 


I = а I 


4-00 . 4-СО 

вшах г зшах. 


ідх = 2а Г5НіНійх= ал. 

^ -у II 


54.5. Эйлеровы интегралы 

Рассмотрим интегралы 

Ъ(р,^) = ^xР^^{1- хУ^^дх, (54.35) 

О 

Г(8) = I х^~^е^^дх, (54.36) 

о 

называемые эйлеровыми интегралами соответственно первого 
и второго рода. Интеграл (54.35) называется также бета- 
функцией, а (54.36) — гамма-функцией. 

Выясним прежде всего, для каких значений параметров 
р, у ж 8 имеют смысл правые части формул (54.35) и (54.36). 
Рассмотрим сначала интеграл (54.35). Подынтегральная функ¬ 
ция имеет, вообще говоря, две особенности: при л; = О и при 
X = \, поэтому представим его в виде 
1/2 1 

В(р, у)= I хР ^ ^(1 - х)Р ^ ^дх -Ь I ^ ^(1 - х)Р ^ ^дх. 

о 1/2 
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Сравнивая первый интеграл в правой части с интегралом 

1/2 1 

I “ ^(іх, а второй — с I (1 “ хУ ^ ^(іх, которые сходятся соот- 
0 1/2 

ветственно при р>0ид>0и соответственно расходятся при 
выполнении неравенств р < О и д < О (см. п. 29.3), получим, 
что областью определения бета-функции (54.35) в плоскости 
р, д является прямой угол р > О, д > 0. Далее, интеграл В (р, д) 
равномерно сходится в каждом прямом угле р > р^, д > д^, ка¬ 
ковы бы ни были Рд > о и дд > 0. Действительно, это следует, 
согласно признаку Вейерштрасса (см. п. 54.1), из неравенства 

хР - Ді - х)? - 1 < х^« ■ \і - х)^о ■ \ о < X < 1, 
и доказанной выше сходимости интеграла 

В(Ро’ %) = “ \і - х)'^“ “ ^(іх, Ро > о, до > 0. 

о 

Поскольку всякая точка (р, д), р > 0, д > 0, принадлежит неко¬ 
торому углу: р > р^, д > д^, при соответствуюш;ем выборе чисел 
Ро > о и до > о, в силу теоремы 5 п. 54.3, функция В (р, д) не¬ 
прерывна по всей своей области определения. 

Для отыскания области определения гамма-функции 
(54.36) представим ее в виде 

Г(8) = IX® “ ^ е“*с(х-Ь |х® “^е^*(іх. (54.37) 

о 1 

Сравнивая первое слагаемое в правой части равенства с интегра- 
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получим, что I X® ^ е *с?х сходится и расходится при тех же зна- 
0 

чениях параметра з. Что же касается второго интеграла в правой 
части равенства (54.37), то он сходится при всех значениях з. 
Это, например, следует из справедливости при любом з асимпто¬ 
тического равенства х® ^ ^ = о(е^*/^) для х ^ -Ьоо и из сходи¬ 
мости интеграла | е */^<іх = Таким образом, интеграл 

1 

(54.36) сходится для всех з > 0 и расходится при з < 0. 

Покажем теперь, что интеграл (54.36) равномерно сходит¬ 
ся на всяком отрезке [з^, Зз], где 0 < з^ < Зз < +оо. Действи¬ 
тельно, пусть 3^ < 3 < Зз, тогда если 0 < х < 1, то 

X® ^ < х**і 
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а если л: > 1, то 


X® 

1 8—1 8 — 1 

и так как интегралы | х ^ и | х ^ е^^сіх сходятся, то 

о 1 

из формулы (54.37), в силу признака Вейерштрасса равномер¬ 
ной сходимости интегралов (см. и. 54.1), вытекает равномер¬ 
ная сходимость интеграла Ца) на отрезке [а^, аз]. Отсюда, в си¬ 
лу теоремы 5 и. 54.3, следует, что функция Г(а) непрерывна во 
всей своей области определения. 

УПРАЖНЕНИЕ 2. Доказать, что функции В(р, ^) и Ца) бесконечно диф¬ 
ференцируемы . 

Задача 16. Доказать, что В(р, ^) и Ца) являются аналитическими 
функциями. 

Установим некоторые свойства интегралов Г(а) и В(р, ^). 
Прежде всего из формулы (54.36) непосредственно получаем 

Г(а)>0(а>0), (54.38) 

в частности, гамма-функция не имеет нулей. Далее, проинтег¬ 
рировав по частям, получим 

Г(а -Ь 1) = I х^е^^йх = -Ь а | х® ^ ^е^^йх = аГ (а). (54.39) 

о о 

Таким образом, если а > п (п = 1, 2, ...), то 

Г(а) = (а - 1) (а - 2) ... (а - п) Г (а - п). (54.40) 

При любом а > о можно выбрать целое неотрицательное 
число п так, чтобы 0 < а - га < 1 (п = 0, 1, 2, ...), и тогда Г(а) 
с помоіцью формулы (54.40) будет выражаться через значе¬ 
ние гамма-функции в некоторой точке промежутка (0, 1]. 
Иначе говоря, зная значения гамма-функции на промежутке 
(0, 1], можно найти ее значение в любой точке. 

Заметим еще, что Г(1) = 1, и, следовательно, в силу фор¬ 
мулы (54.40), Г (га -Ь 1) = га!. Отсюда видно, что гамма-функ¬ 
ция Г(а + 1) является продолжением функции а!, определен¬ 
ной только для целых а = 0, 1, 2, ... , на всю полуось а > -1 
действительных чисел. 

Из свойств бета-функции В(р, ^) докажем следующие. 

1°. Для любых р > о га д > о 

В(р,д) = В(д,р). (54.41) 

Чтобы в этом убедиться, достаточно в интеграле (54.35) 
выполнить замену переменного I = 1 — х. 


688 



2°. Для любых р > О и ^ > 1 

В(Р-'?) = ^|^В(р,д-1). (54.42) 

Аналогично, в силу симметрии (см. (54.41)), для любых 
д > О и р > 1 

В(Р>9) = ^^^В(р-1,д). (54.43) 

Действительно, проинтегрировав по частям (54.35) и за¬ 
метив, что хР{1 - х)'і ^ ^ = хР ^ ^{1 - х)ч - хР ^ ^(1 - х)ч ^ по¬ 
лучим 

В(р, д) = |(1 - х)ч-^ б— = ^''(1 2^1 = 

о Р Р о Р о 

= хР ^ 1(1 - х)Р бх- ^ хР^ 1(1 - х)Р ^ іс?х = 

Р о Р о 

= І^В(Р, д - 1) - І^В(р, д), 

откуда следует (54.42), а в силу симметрии, и (54.43). 

3°. Для любых р > О 


В(р,п) = В(п,р) 


1 • 2 • 3 ... (п - 1) 
Р(Р + 1) ••• (р + и - 1) ’ 


Эта формула получается последовательным применением соотно- 

1 

шения (54.42), если только заметить, что В{р, 1) = | ^ ^бх = 

о 

= -. Если же и р = т — натуральное число, то В{т, п) = 

_ (п - іу.(т - 1)! 

{т + п - 1)\ 

Между функциями В(р, д) и Цз) суіцествует связь, кото¬ 
рая устанавливается формулой Эйлера 


В(р,д)=^^|&\ Р>В, д>0. (54.44) 

Докажем ее, следуя методу Дирихле. Сделаем в формуле 
(54.36) замену переменного х = (1 -Ь і)у, 1> В\ 


г(Ю 

П + ІУ 


I у® 1 е <1 + бубу 
о 


и положим 8 = р + д, р > о, у > 0; тогда 


+ =ТиР + д-^ е-У + бУсІу 
{1 + І)Р + У 1 
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Умножим обе части этого равенства на ^ и проинтегрируем 
по і от О до + 00 : 

Г(р + д) I- —(И= ^ (54.45) 

0 (1 + 0^ ® о о 

в интервале, стояіцем в левой части этого равенства, выпол¬ 
ним замену переменного і = ^ ^ 

+°° +0-1 1 

I п -ь іЛР + ч ^^ = I - Н 1 - х)ч - Чх = В(р, ^). (54.46) 

Для вычисления правой части равенства заметим, что 


]іР-^ (іі \уР^^~^ + ^"^Уйу = 


о о 

-РОО -1-00 


= ^Ит I іР I ® 1 е + ^'>У(іу. (54.47) 

Действительно, обозначая Ф(і, ^) = | + из оце- 

нок 

о < Ф(^, 0) - Ф(^, ^) < I 1 е^УсІу, 


іР-'^ Фіі, ^)(И < 1 Ф(^, 0)(И 

О о 

заключаем, что при ^ ^ -ЬО функция Ф(^, ^) стремится к 
Ф(^, 0) равномерно относительно іе (О, -Ьоо) и что интеграл 

I - 1 равномерно сходится относительно так как 

о 

сходится интеграл (54.45). Следовательно, в правой части 
(54.47) можно перейти к пределу под знаком внешнего интег¬ 
рала. Далее, 

УУуР + 9 -1 е-(1 + ^Ыу = 
о ^ 

= ^ уР + е^У(іу \ іР е^^У(іі, ^>0,у>1,д>1. (54.48) 

^ о 

Перестановка порядка интегрирования здесь возможна в силу 
того, что, во-первых, интеграл ір^^ б + ^'>У(іу равно- 

мерно сходится по і на любом отрезке [О, а], что следует из 
равномерной оценки подынтегральной функции 

^р-\уР + ^- І^ці + І)у ^аР-'^уР + У- '^е-ѵ, О < і < а. 
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+00 

и сходимости интеграла \ ^ ^ ^е Ѵ(іу, во-вторых, интеграл 

уР + ч-'^ е^У \ ^е^^У(И равномерно сходится по у на любом от- 

0 

резке [^, Ь], ^ > О, что следует из равномерной оценки подын¬ 
тегральной функции уР ^ У ^ ^е У ІР ^ < Ьр + ч ^ ^ір ^ и 

сходимости интеграла ^ ір^^ в-третьих, интеграл, стоя- 

0 

щий в правой части равенства (54.48), существует. Таким об¬ 
разом, законность перестановки порядка интегрирования в 
(54.48) следует из теоремы 7 п. 54.3 (отметим, что здесь по¬ 
дынтегральная функция неотрицательна). 

Выполнив замену переменного іу = и, получим 


|уг + 9 іе Уйу ^ іР *(іі = Т{р) | у® Уйу. (54.49) 

^ о ^ 

Наконец, 

^Ііш^ ^ уч '^е^У = Т{у). (54.50) 

Из (54.45) — (54.50) получаем формулу (54.44) дляр > 1, д > 1. 
Если теперь р > 0 и д > 0, то, по доказанному. 


В (р -Ь 1, д -Ь 1) 


Г(р+ 1)Г(д+ 1) 
Г(р -Ь д -Ь 2) 


Применяя соотношения (54.39), (54.42) и (54.43), получим 
формулу (54.44) в предположениир > 0, д > 0. □ 


54.6. Комплекснозначные функции 
действительного аргумента 

Мы будем в дальнейшем систематически рассматривать комп¬ 
лекснозначные функции ю{і) = и{1) + іѵ(і) действительного аргу¬ 
мента і (функции и{і) и ѵ{і) принимают действительные значе¬ 
ния). Мы уже встречались с понятием предела и непрерывности 
подобных функций. Производная функции іѵ(і) определяется по 
формуле 

'=^ и{і) + іѵ\і). 

Покажем, например, что, согласно этому правилу, (е'“)' = 
= іа Действительно, 

(е*“0' = (со8 аі + і 8ІП аі)' = -а 8іп аі + іа со8 аі = 

= іа (со8 аі + і 8ІП аі) = іае'“*. 
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Исходя из определения производной и)', легко доказывает¬ 
ся и правило дифференцирования сложной функции: если і = 
= ^(х) — дифференцируемая функция действительного аргу¬ 
мента X, то іѵ'^ = 

Аналогично определяется и интеграл (собственный или 
несобственный) от функции и) = и + іѵ: 

Ъ Н ^ ^ 

I іѵ(і)(И = I и(і)(И + -оо < а < Ь < -Ьоо. 

а а а 

Ь 

Интеграл | {и(і) + іѵ{1))(іІ называется несобственным, если 

а 

Ъ Ъ 

хотя бы один из интегралов | и{і)сіІ и | ѵ(і)ёі несобственный. 

а а 

Ъ 

При этом несобственный интеграл | іи{і) + іѵ{і))сіІ называет- 

а 

Ь Ь 

ся сходящимся, если сходятся оба интеграла | и{і)ді и | ѵ(і)ді. 

а а 

в этом случае 

I (и(і) + іѵ(і))ді '=^ I и(і)ді + і | ѵ(і)ді. 

а а а 

При этом функция ш называется абсолютно интегрируемой, 
если абсолютно интегрируемы обе функции н и о. Это рав¬ 
носильно тому, что абсолютно интегрируема абсолютная ве¬ 
личина |іг| самой функции ш*, что сразу следует (в силу при¬ 
знака сравнения для сходимости интегралов), из неравенств 

I I I 2 2 I I I I I 2 2 I I I I I 2 2 II II 
\и\ < л/н + V = щ, фі < ^Іи + ѵ = |іг|, |іг| = Ѵи + ѵ < |и| + |і;| 

(последнее неравенство получается возведением в квадрат 

обеих его частей). 

Очевидно, что ряд свойств интегралов от действительных 
функций (линейность интеграла, аддитивность его по множе¬ 
ствам и т. п.) автоматически переносится и на комплексно¬ 
значные функции. Отметим, например, что если и>(і) = и{і) + 
+ іѵ{і), где и{і) и ѵ(і) — интегрируемые по Риману на отрез- 

Ъ 

ке [а, &] действительные функции, то интеграл | так- 

а 

к 

же является пределом интегральных сумм ^ ^(^г) 

і = 1 


* Здесь и везде предполагается выполнение условий, при которых 
имеют смысл несобственные интегралы от функций мин (см. т. 1, 
п. 29.1). 
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X = {і;}- = О — разбиение отрезка [а, Щ, ^ Аі^ = і^- 

~ - 1 ’ і = 1» 2, ... , 

ь 

[ іѵ{і)(іі = Иш а , 

КІ ^ о 

где |х| — мелкость разбиения х. Отсюда, как и для действитель¬ 
ных функций, следует, что в этом случае функция |іа(д:)| также 
интегрируема по Риману и что выполняется неравенство 


I іѵ(і)(И 


< [ \іѵ(і)\(И. 


Предельным переходом справедливость этого неравенства ус¬ 
танавливается и для абсолютно интегрируемых в несобствен¬ 
ном смысле комплекснозначных функций. 

Из того, что формула Ньютона—Лейбница, формула заме¬ 
ны переменной в интеграле и формула интегрирования по час¬ 
тям справедливы для действительной и мнимой частей комп¬ 
лекснозначной функции действительного аргумента, следует, 
что эти формулы имеют место и для самой этой функции. 

Вместе с тем в случае функций, принимающих комплекс¬ 
ные значения, следует быть осторожным при использовании 
аналогов теорем, доказанных для действительных функций. 
Далеко не все утверждения, справедливые для функций дейст¬ 
вительного аргумента, принимающих только действительные 
значения, переносятся на комплекснозначные функции. С по¬ 
добной ситуацией мы уже встречались при изучении вектор¬ 
ных функций (см. п. 15.2 и п. 33.9*). Например, утверждения, 
подобные теореме Ролля, а следовательно, и теореме Лагранжа 
о средних значениях, не имеют места для комплекснозначных 
функций. Это показывает пример, приведенный в п. 15.2, если 
его записать в терминах комплексных чисел. 

Именно: рассмотрим функцию /(О = сое і + івін і, О < ^ < 
< 2л; тогда /(0) = /(2л) = 1, /'(і) = -8Іп і + і со8 і. Так как |/'(^)| = 

= + сов^і = 1, то не существует такой точки ^е[0, 2л], 

что /'(^) = 0. Следовательно, аналог теоремы Ролля в этом 
случае не имеет места. 

Неверным оказывается и правило Лопиталя, доказатель¬ 
ство которого было основано на теоремах о среднем. Подтвер¬ 
дим это примером*. 


* Этот пример заимствован из книги: Рудин У. Основы математиче¬ 
ского анализа. — М., 1966. 
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Пусть /(і) = I, §{і) = 
гласно формуле Эйлера, 

\еі/і^\ = 


і + О < і < 1. Поскольку, со- 

еі/і^ = С08 4 + І 8ІП 4, то 

_ 

I 2 1 , . 2 1 1 

С08 ^ + 81П — = 1. 


Поэтому Ііт /(і) = Ііт §(і) = О и 

і^О і^О 

Ит ^ = Ііт (1 + = 1. 

Заметив, что 
получим 

\§'(і)\ -1\>2\І-І\-1 = 

\І ] і 

^ 2>Уі + і* 2 - і 


Следовательно , 


т 

У(і) 


\8'(і)\ 2 - і 


вследствие чего 


(54.51) 


1ітЦ^ = 0. (54.52) 

І^О 8(і) 

Сравнивая (54.51) и (54.52), убеждаемся, что в данном случае 
правило Лопиталя не применимо. 


54.7* Асимптотическое поведение гоммо-функции 

Покажем, что асимптотическое поведение гамма-функции 

Г(8-Ь 1) = I е 8>-1, (54.53) 

о 

при больших значениях независимой переменной з может 
быть описано довольно простой формулой, содержаш,ей толь¬ 
ко элементарные функции. 

Подынтегральная функция в интеграле (54.53) принима¬ 
ет, как легко видеть, наибольшее значение при х = з. Выпол¬ 
ним в этом интеграле замену переменной интегрирования, 
перенеся точку л: = з в новое начало координат: х = з + у, 
а затем произведя преобразование подобия с коэффициентом, 
равным з: у = зі, т. е. положим х = з(1 -Ь і). Получим 

Г(з -Ы) = е-'^з" +1 У (е ЧІ + і)УсИ. (54.54) 

Рассмотрим функцию ^ 

ф(0=%^‘(1 + 0, -оо<^<-Ьоо. (54.55) 
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Поскольку фЧО = “іе то при і > О функция ф убывает, при 
і < О — возрастает, а в точке ^ = О достигает наибольшего зна¬ 
чения ф(0) = 1. Далее, положив 


получим 
где при |і| < 1 


— ~і + 1п (1 “Ь і), “1 < і < “Ьоо^ 


(54.56) 

(54.57) 


и поэтому 

л(і) =-^ + 0(^2)^ ^^0. (54.58) 

Итак, гамма-функция представима в виде (см. (54.54), (54.55) 
и (54.57)) 

Г(8-Ь 1) = ^ (іі, (54.59) 


-1-со 

где поведение функции | к(і) при і ^ О описывается соотно- 

-1 

шением (54.58). 

Прежде чем переходить к выводу асимптотической фор¬ 
мулы для Г(8 -Ь 1) при 8 ^ -Ьоо^ поясним мстод ее получения 
с помош;ью нестрогих, но правдоподобных рассуждений. Гра¬ 
фик функции ф(^) имеет вид, изображенный на рис. 106. При 
возрастании параметра 8 график функции [ф(0]® будет «при¬ 
жиматься» к оси переменной ^ и к единичному отрезку оси 
ординат. Поэтому ясно, что интеграл 

- 1-00 

I (54.60) 

-1 

стояш;ий в правой части формулы (54.59), при больших значе¬ 
ниях 8 будет хорошо приближаться интегралом 

I (54.61) 

-5 

(где 8 > О произвольно, но фиксировано), причем с тем боль¬ 
шей точностью, чем больше значение параметра 8. Иными сло¬ 
вами, если 8 достаточно велико, то 
как при -1 < і < -8, так и при і > Ь 
значения функции столь малы, 

5 

ЧТО каждым из интегралов | (Ц и 

-1 

со 

I (Ц можно с высокой точностью 

5 

пренебречь. Естественно ожидать, 
что при фиксированном 8 > О и отно- 
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сительная погрешность приближения интеграла (54.60) с по- 
мош;ью интегралов вида (54.61) может быть сделана сколь 
угодно малой за счет выбора достаточно большого значения 
параметра 8. 

В силу (54.58), взяв достаточно малое 8 > 0, можно интег¬ 
рал (54.61) хорошо приблизить интегралом 

[ = - г е (іи. (54.62) 

-5 -8^172 

Если 8 > о, то интеграл В правой части этого равенства при 
8 ^ - 1-00 стремится к интегралу Пуассона (см. п. 48.2) 

^е-^‘^сіи = ^п. (54.63) 

—со 

В результате интеграл (54.60) при больших значениях 8 
оказывается в каком-то смысле хорошо приближенным выра¬ 
жением Ѵ(2 л)/8 (см. (54.62) и (54.63)). Поэтому естественно 
попытаться доказать асимптотическое равенство 

"^1 ~ 8 Ч-оо. 

Покажем, что оно действительно имеет место. Зададим 
произвольно е, О < е < 1/2. В силу (54.58), суш;ествует такое 8, 
О < 8 < 1, что для всех іе[-8, 8] выполняется неравенство 
\/г(і) + ^2/2| < т. е. -(1/2 -Ь е)^^ < < _(і /2 - 

Следовательно, в силу монотонности функции е^, при всех 
8 > О имеет место неравенство 


е 


(1 + 2е)8і^ 
2 


(1 - 2е)8і^ 
< ^ 2 


(54.64) 


Заготовим еш;е одно соотношение, которое нам понадобит¬ 
ся: выполнив замену переменной интегрирования і = 

= и Ѵ2/(1 ± 2е)8, получим 


I« 


(1 + 2 е ) 8(2 


(ІІ = 


(1 + 2е)8 


I "^“'^“( 54 = 6 ; 


2л 


(54.63) а/( 1 + 2е)8 


(54.65) 


Нужная оценка сверху интеграла 

- 1-00 

I 

-1 


(54.66) 
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получается легко: 

+ СО +00 

(54.64) 


(1 - 2г)8і^ (1 - 2г)8і^ 


Л < I е 


2 Л/ = 

(54.65) 


2л 

(54.65) д/(1 - 2е)8’ 


(54.67) 


Снизу интеграл (54.66) оценивается сложнее. Предвари¬ 
тельно докажем одно вспомогательное неравенство: 


5 _а±2г)^ 


(1 + 2ё)5і^ 5 (1 + 2ё)8і^ 


„ттІгг.-1» ^ ^ 


2 (ІІ = 


_д (1 + 2е)8<2 


(1 + 2ё)8<2 


(ІІ + I е 2 = 


5 (1 Ч-2е)[(8 - 1) + ( 1 -Ь 2 е )[(8 - 1 ) + 1 ]і 2 

—О — . - -рсэо — . - 


(ІІ + I 


(1 + 2е)( 8 - 1)і^ (1 + 2е)(^ (1 + 2 е)(8 - 1)(^ (1 + 2е)і^ 

2 л п -|-00 л п 


сіі + I 


(1 + 2е)(8-1)82 (1 + 2е)і2 

< е ^ ( I е ~Л1 + I е 


1 +00 (1 + 2 еЦ 2 ^ 

(ІІ -Ь [ е 2 < 

^ ^ і - «72/(1 + 2 е ) 


< е 

( - « 72/(1 + 2е) 


(1 + 2е)(8 - 1)5 
2 


М-І 

/і -Ь 2е' 


^- 57(1 + 2 е )/2 

I е^“ (іи + 

\ —со 


-Ь I (іи < е 


7(1 + 2 е )/2 


(1 + 2е)(8 - 1)8 


/гТ^еі"^“'^“(54=б; 


(54.63) ® 


(1 + 2е)882 (1 + 2е)52 
2 ^ 2 


< се-“ (54.68) 

1 + 2е 1 + 2е > 1 


(по ХОДУ вычислений мы воспользовались здесь тем, что функ- 

-(1 + 2е)(8 - 1)1^/2 - 21 

ция е на бесконечных промежутках (—оо, о] и 

[8, -Ьоо) принимает наибольшие значения в точках і = + 8), где 

а = (1 + 2е)82/2 > О, с = еС + 2(=)б2/2^_ 

Таким образом, а и с зависят от е, но не зависят от з (на¬ 
помним, что 8 также зависит от е). 
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Теперь можно оценить интеграл (54.66) снизу: 

(1 + 2ё)8і^ 5 _0_+_2е)^ 

^ (Іі > ^ е ^ сіі 


+ 00 +00 

г ^8й(і) (Ц ^ г е 

Д (54.64) 


(54.68) 


> 


Итак, 


271 


(54.68) а/ (1 + 28)8 


— се 


(54.69) 


2л 


— се < 




< 


(1 + 28)8 (54.69) (54.67) А/ (1 “ 28)8 


2л 


Поделим полученное неравенство на Ѵ27Г/8: 


^ - се-“® ^ ^ . 

УГТ^ V 2л 7(2 л)/ 8 4 ѵі - 28 

Перейдя в этом неравенстве к пределу при з ^ +оо, получим, 
что для любого е > О имеет место неравенство 

1 1 +СО .. 

< Ит ^ . 

ѴГТ^ 8^+00 Ѵ(2л)/8 4 

Устремив здесь е к нулю, получим 
Ит ^ 

Л2^4 

или, что то же (см. (54.55) — (54.59)), искомое асимптотиче¬ 
ское равенство 

У[е-*{1 + і)У (іі ~ 8^+00. 

Умножив обе части этого равенства на е ® з® + в силу (54.54), 
получим асимптотическую формулу 

Г(з-Ы) ~ л/^ е-^ 3* + 1/2 , 8^-ьоо, (54.70) 

называемую формулой Стирлинга для гамма-функции. Эта фор¬ 
мула является, очевидно, обобщением формулы Стирлинга для 
факториала натуральных чисел (см. п. 33.8), которая получается 
из (54.70), если положить 8 = п, ибо Г(п -Ь 1) = п! (см. и. 54.5). 


54.8*. Асимптотические ряды 


В п. 37.10* изучались разложения функций в асимптотиче¬ 
ские степенные ряды при х ^ -Ьоо. Напомним, что ряд 


Но + 


+ -1 + 


называется асимптотическим разложением функции / при 
X - 1 - 00 ^ если частичные суммы 


ад = «о+^- + ^: 
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удовлетворяют условию 

Кх) - В^х) = о[^\ х^+оо. 

Понятие асимптотического разложения функции естест¬ 
венным образом обобщается на ряды по системам функций, 
образующих так называемые асимптотические последова¬ 
тельности. 

Опре^ег<ен\леЪ. Последовательность функций ф„(х), га = О, 1, 
2, определенных в некоторой проколотой окрестности 
точки а {конечной или бесконечно удаленной), называется 
асимптотической последовательностью при х ^ а, если 
для всех га = О, 1, 2, ... имеет место соотношение 

Фп + 1(^) = о(ф«(^))’ х-^а. (54.71) 

Примерами асимптотических последовательностей при 
X ^ а являются ф„(х) = (х — а)", если а — конечная точка, и 
ф„(л:) = л: ", если а = -Ьоо или а = -оо, га = О, 1, 2, ... . 
Определение4. Лусгагь ф„(х), га = О, 1, 2, ... , является асимп¬ 
тотической последовательностью при х ^ а. Ряд 

«оФо(^) + «іФі(^) + ... + а^Ч>п(х) + ... (54.72) 

называется асимптотическим рядом {или асимптотиче¬ 
ским разложением) при х ^ а заданной функции Д опреде¬ 
ленной в некоторой проколотой окрестности точки а, если 
его частичные суммы 

'В„(х) = ао%{х) -Ь аіфі(х) -Ь ... -Ь а„ф„(х) (54.73) 

удовлетворяют условию: для любого га = О, 1, 2, ... имеет 
место асимптотическое равенство 

Ял:) - 5„(х) = о(ф„(х)), х^а. (54.74) 

ЛЕММА 2. Пусть ф„(л:), га = О, 1, 2, ... , — асимптотическая 
при X ^ а последовательность. Для того чтобы ряд (54.72) 
являлся асимптотическим разложением функции / при х ^ а, 
необходимо и достаточно, чтобы 

Ял:) - 5„(л:) = 0(ф„ + Я^)), х ^ а, га = 0,1,2,.... (54.75) 

Иначе говоря, ряд (54.72) является асимптотическим раз¬ 
ложением функции / при X ^ а тогда и только тогда, когда 
его частичная сумма 5І^(д:) служит приближенным значением 
функции Ял:) с точностью до 0(ф„ + і(л:)) при х ^ а, т. е. ошиб¬ 
ка имеет порядок первого отбрасываемого члена. 
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Доказательство необходимости условия (54.75). 
Соотношение (54.74) при /г = 1, 2, ... можно переписать в виде 

Кх) -^п- 1 (^) “ а, 

откуда 

/(л;)-5„_і(х) = а„ф„(х) + о(ф„(х)) = 0(ф„(л:)),л;^а, га= 1, 2, ... , 
т. е. выполняется условие (54.75). □ 

Доказательство достаточности условия(54.75). Вей¬ 
лу (55.75) и (54.71), имеем 

/(х) - 5:„(х) = 0(ф„ + і(х)) = 0(о(ф„(х))) = о(ф„(х)), 

X ^ а, п = О, 1, 2, ... , 
что совпадает с (54.74). □ 

Отметим еще, что если для любого п = О, 1, 2, ... выполняет¬ 
ся условие 

Я^) “+ і(^) = 0(ф„ + і(х)), х^а, (54.76) 

более слабое, чем (54.74), то из него, в силу (54.71), следует 
(54.74). Иначе говоря, выполнение условия (54.76) для всех 
п = О, 1, 2, ... означает, что ряд (54.72) является асимптотиче¬ 
ским разложением функции / при х ^ а. 

Если асимптотическая последовательность ф„(х), п = О, 1, 
2, ... , такова, что существует проколотая окрестность точ¬ 
ки а, в которой при всех га = О, 1, 2, ... имеет место неравенст¬ 
во ф„(х) 5^ О, то аналогично случаю степенных асимптотиче¬ 
ских рядов функций получаем: 

если функция / раскладывается при х ^ а в асимптоти¬ 
ческий ряд (54.72), то такое разложение единственно и его 
коэффициенты последовательно определяются по формулам 

«о = «« = ‘Ра ’ га = 1, 2, ... . 

Однако для практического нахождения асимптотических 
разложений заданных функций эта формула оказывается не 
всегда удобной. Часто проще получить нужное разложение 
другим путем, например в случае интегралов при помощи ин¬ 
тегрирования по частям. При этом обычно заранее не задают¬ 
ся асимптотической последовательностью {ф„(х)}, а строят ее, 
исходя из свойств данной функции в окрестности точки а. 

Пример. Разложим в асимптотический ряд при х Ч-оо 
функцию 

Р{х,а)= х>0, (54.77) 

X ^ 

(а > О — параметр), подобрав соответствующую асимптотиче¬ 
скую последовательность. В силу равенства 

Рі^х, а) = 7 + і 7 
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согласно признаку Дирихле (см. п. 33.6), мнимая и действи¬ 
тельная части функции Р{х, а) представляют собой при л: > О 
сходящиеся интегралы. Поэтому сходится и интеграл (54.77). 
Отметим что действительной и мнимой частью интеграла 

і ^ являются неполные интегралы Френеля (см. § 29) 


2 у 


I С08 Ѳ^СІѲ, I 8ІП Ѳ^(ІѲ. 


Чтобы в этом убедиться, достаточно в интеграле | ^ сде¬ 

лать замену переменной интегрирования і = Ѳ^. 

Интегрируя по частям (54.77), получим 

/ Л іоіх ліі 7 і5>ІЛ: 

Р\х,а = [ —(іі = — - іа [ —-йі = — - іаР{х, а + 1). 

I > і і°- л:“ і і“ + і х“ 

Применяя последовательно эту формулу к значениям функ¬ 
ции Р, получающимся в правой части, будем иметь 

Р{х, а) = — - іаР(х, а + 1) = 

х“ 


іе^- 

X® 


аі^е 


2^іх ^ _ 1 _ 


п + І^ІХ 


Х'^ Іг-О 

Ряд 


_ 1 _ (-1)"а(а -ь 1) ... (а + п - 1)г 

^ ОС Ч Л- 

+ (-І)" ^ ^ос(а + 1)... (а + п)Р( X, а + п + 1) = 

^ а(а+1)... (а + ^-1) ^ «(а + + «) а + п+1). 

(54.78) 

(54.79) 


у а(а + 1) ... (а -ь ^ - 1) 
х“„4'о (іх)>‘ 


является асимптотическим разложением функции Р(х, а) при 

^ ^ ОО. 

Действительно, последовательность функций ф„(х) = “ “, 

п = О, 1, ... , является, как легко проверить, асимптотической, а 
для частичных сумм 5„(л:, а) ряда (54.79), в силу (54.78), имеем 

\Р{х, а) - 5„(х, а)| = ^ ^ а + п + 1) 


= а(а + 1)... (а + п) 


-ёі 


+ п + 1 

^ а(а + 1) ... (а + я - 1) ^ 


< а(а + 1)... (а + п) I — 

= 0 


сП 


X 


701 



т. е. выполняется условие (54.76), и, следовательно, ряд (54.79) 
действительно является асимптотическим разложением функ¬ 
ции Р{х, а) при X ^ °о. 


54.9* Асимптотическое разложение 
неполной гамма-функции 


При любом X > О для гамма-функции Цз) имеем 

Г(8) = - ^е-Чі = ]і^- ^е-Чі 4- | ^ '^е Чі. 

о о X 

Функция 

Г(8, х)X > О, (54.80) 

л: 

называется неполной гамма-функцией. Она определена при всех 
действительных значениях параметра з. Найдем ее асимпто¬ 
тическое разложение при х ^ -Ь оо. Выполняя в правой части 
(54.80) интегрирование по частям, получим 

Г(з, х) = I “ ^е Чі = X® “ ^е^* -I- (з - 1) | ^ ^е Чі = 


= X® * -Ь (з - 1)Г(з - 1, х). 

Применяя последовательно эту формулу к значениям неполной 
гамма-функции, получаюш,имся в правой части, будем иметь 

Г(з, х) = X® ^ -Ь (з - 1)х® ^ -Ь ... 

... -Ь (з - 1)(з - 2) ...(з - п -Ь 1)х® -Ь 

-Ь (з - 1)(з - 2) ... (з - п)Г(з - п, х) = 


— ^ (в 1)(з 2) ... (з й + 1) _|_ 

к = 0 X* 

-Ь (з - 1)(з - 2) ... (з - га)Г(з - п, х). 
Отсюда при /г > 3 — 1 имеем 


Г(з, х) - е-*х® ^ — 1)(8 2)... (3 к + 1) 


= 1(8 - 1)(8 - 2)... (з - п)Г(з - п, х)\ = 1(3 - 1) ... (з - га)| | ^ (Іі < 

л: ^ 

- -Ьоо 


= 1(8 - 1 ) ••• (8 - га )|- 


• Л - 8 + 1 


= 0 


-, Х^-Ьоо, 
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(54.81) 


т. е. для частичных сумм ряда 


у (8 - 1)(8 - 2 ) ■■■ (8 - га + 1 ) 

п -0 X’^ 

И для последовательности ф„(х) = х " + ® ^ которая являет¬ 

ся, как это легко проверить, асимптотической, при х -І-оо 
выполняется условие (54.75). Таким образом, ряд (54.81) яв¬ 
ляется асимптотическим разложением неполной гамма-функ¬ 
ции Г(8, х) при X -Ьоо. 

В и. 54.7* был найден первый член асимптотического раз¬ 
ложения гамма-функции Г(8 + 1) при 8 ^ -Ьоо. Можно найти 
и следующие члены, т. е. разложить гамма-функцию в асим¬ 
птотический ряд. Он выглядит следующим образом: 


Г(8 + 1)~л/^е ® 


( 1 / 2 ) 


1 + Зсо - + 5сс 
Зі!228 5 


4! 

2!2'‘ 



8 ^ -1-00. 

(54.82) 


Здесь — последовательность коэффициентов разложения 
в степенной ряд (в окрестности нуля) функции і = і( 2 ), опре¬ 
деляемой равенством ^ 2 ^ = где Н{і) задана формулой 

(54.56). 

Можно получить и асимптотическое разложение для на¬ 
турального логарифма гамма-функции. Оно имеет вид 


1п Г(8) 


8 - і ІІП 8 - 8 + ІІП 2Л -Ь ^ 


В, 


„ _ 1 2п(2п - 1 ) 8 ^ 


, 8^+00, 

(54.83) 

и называется рядом Стирлинга. Здесь В 2 „ — так называемые 
числа Бернулли, определяемые равенством 

к-О И = О 

(все нечетные числа Бернулли, кроме = —1/2, равны нулю). 

Из формулы (54.83) с помощью потенцирования можно 
найти асимптотическое разложение для гамма-функции, в ко¬ 
тором коэффициенты выражены в явном виде. Оно имеет вид 


Г(8)~(2л)1/2е-«8*-(1/2) 


І1+^ 


139 


128 

4-00. 


28882 5184083 


Доказательство формул (54.82) и (54.83) не входит в зада¬ 
чу настоящего курса. Описание методов, с помощью которых 
случаются подобные разложения, можно найти в книге: 
Федорюк М. В. Метод перевала. М., 1977. 
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54.10. Замечания о кратных интегралах, 
зависящих от параметра 

Мы рассмотрели выше «одномерные» интегралы, зависяш;ие 
от параметра, т. е. случай, когда и переменная интегрирова¬ 
ния и параметр являлись числовыми переменными. Эта те¬ 
ория обобіцается на случай кратных интегралов, зависящих 
от «многомерного» параметра, т. е. на интегралы вида 

Пу) = \Кх,у)сіО. (54.84) 

Здесь функция Дх, у) определена по переменной х на откры¬ 
том множестве О і?" и интегрируема по Риману на любом от¬ 
крытом измеримом по Жордану множестве Г таком, что его 

замыкание содержится в С: Г б'. Параметр у пробегает неко¬ 
торое множество У, которое может быть, например, подмно¬ 
жеством т-мерного пространства Д™, а интеграл (54.84) пони¬ 
мается, вообще говоря, в несобственном смысле. 

Интеграл (54.84) называется сходящимся на множестве У, 
если при каждом фиксированном у^€.У интеграл |/(х, у^)дО 
сходится. В случае га > 2 это, как известно (см. п. 48.3), экви¬ 
валентно условию сходимости интеграла ||/(х, у^^)\дО. Сходя¬ 
щемуся интегралу (54.84) и любой последовательности от¬ 
крытых измеримых по Жордану множеств й = 1, 2, ... , 
монотонно исчерпывающей множество С, естественным обра¬ 
зом сопоставляется ряд, суммой которого он является: 

|/(х, у)дО = |/(х, У)(І0^ + 2 ІЯх, у)а{0^ + ДС,). (54.85) 

к-\ 

Подобно одномерному случаю определяется и равномерно 
сходящийся интеграл. 

Определение 5. Сходящийся интеграл (54.84) называется рав¬ 
номерно сходящимся на можестве У, если для любого в > О су¬ 
ществует такой компакт О, что для каждого открытого 
измеримого по Жордану множества Г, для которого А ^ Г Г 
^ С, и всех уе У выполняется неравенство \\^^(x, у)<і(С\Г)| < е. 

Это определение равносильно следующему. 

Определение 5'. Сходящийся интеграл (54.84) называется 
равномерно сходящимся на можестве У, если, какова бы ни 
была монотонно исчерпывающая открытое множество Ѳ 
последовательность открытых измеримых по Жордану 
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множеств к = 1, 2, ... , и каково бы ни было число е > О, 
существует номер к^, зависящий от данной последователь¬ 
ности и числа е, такой, что для каждого номера к > к^и 
всех уе У справедливо неравенство 

\1Г(х, уЩО\Щ )| < е. 

Если интеграл (54.84) равномерно сходится на множестве О 
относительно параметра уеУ, то ряд (54.85) также равномер¬ 
но сходится на С. 

Для кратных интегралов, зависяіцих от параметра, остают¬ 
ся в силе теоремы об их непрерывности, дифференцируемости, 
интегрируемости, аналогичные доказанным выше. В этом лег¬ 
ко убедиться, и мы не будем на этом останавливаться. 

Встречаются интегралы, зависяіцие от параметра и более 
сложным образом: в них не только подынтегральная функ¬ 
ция /, но и множество О, по которому происходит интегриро¬ 
вание, зависит от параметра, т. е. б' = 0{у): 

РІУ) = у)дС(у). (54.86) 

Примером такого интеграла в одномерном случае являет¬ 
ся интеграл 

= а<у<Ь. 

І \х - УГ 

Здесь С(у) состоит из двух (кроме случая у = а ш у = Ь) интер¬ 
валов (а, у) и (у, Ъ), меняющихся с изменением параметра у. 

Рассмотрим аналогичный пример в /г-мерном пространст¬ 
ве. Пусть О — открытое множество в Д", функция ц = ц(л:) 
непрерывна в О, \х - у\ — расстояние между точками х л у, 
хеС, г/е Д" и а — некоторое число. Интегралы вида 

(54.87) 

называются потенциалами и относятся к типу (54.86), так 
как в них множеством, по которому производится интегриро¬ 
вание, является множество 0\{у}, зависящее от у (в формуле 

(54.87) , мы обозначили, как это делается обычно, область ин¬ 
тегрирования просто через О). Если а = 1 и п = 3, то функция 

(54.87) называется ньютоновым потенциалом. 

Задача 16. Доказать, что если О — измеримое по Жордану откры¬ 
тое множество и функция р = р(х) непрерывна на его замыкании О, то 
интеграл (54.87) при а < п непрерывен во всем пространстве. 
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Предметно-именной указатель 


Абсолютно интегрируемая комп¬ 
лекснозначная функция дей¬ 
ствительного аргумента 692 

— сходящееся бесконечное произ¬ 

ведение 62 

— сходящийся несобственный 

кратный интеграл 546 

-ряд 30, 69, 159 

Аддитивность интеграла 435 

— меры 407 

Аналитическая функция 110 
Асимптотическая линия 661 

— последовательность 699 
Асимптотический ряд 145, 699 
Асимптотическое направление на 

поверхности 611 

— разложение 145, 699 

Базис пространства 205, 203 
Безвихревое поле 658 
Бесконечно убывающая геометри¬ 
ческая прогрессия 8 
Бесконечное произведение 53 
Бесконечный предел 155, 177 
Бета-функция 686 
Биекция 227 
Билинейная форма 227 

Вектор 203 

Векторная функция 209 

-двух переменных 553 

Векторное отображение 328 

— представление поверхности 556 
Верхний интеграл Дарбу 442 
Верхняя п-мерная мера Жор¬ 
дана 395 

— сторона поверхности 586 

— сумма Дарбу 430 
Взаимно-однозначное отображе¬ 
ние 227 

Вихрь 634, 651 
Внешний контур 523 
Внешняя нормаль 597 

— п-мерная мера Жордана 395 
Внутренний контур 523 
Внутренность множества 178 
Внутренняя нормаль 597 

— л-мерная мера Жордана 359 

— точка 178, 561 
-поверхности 561 


Возрастающая последовательность 
68 

Вписанное разбиение 418 
Вторая квадратичная форма по¬ 
верхности 599, 601 
Выпуклое множество 193 

Гамильтон У. 268 
Гамма-функция 686, 694 
Гармоническая функция 371 
Гармонический ряд 12, 49 
Гаусс К. 612 

Гауссова кривизна поверхности 612 
Гельмгольц Г. 662 
Гиперболическая точка поверхно¬ 
сти 613 

Гиперболические функции в комп¬ 
лексной области 126 
Гиперплоскость 393 
Гиперповерхность уровня 211 
Главная ветвь логарифма 130 
Главные кривизны 610 

— направления 610 

— нормальные сечения 610 
Гладкая кривая 503 

— поверхность 573 
Гомеоморфизм 227 
Гомеоморфное множество 227 

— отображение 227 
Гомеоморфный образ множества 

227 

Градиент 265, 267, 572, 631, 633 
Граница множества 189 
График функции 210 
Грин Дж. 521 

Даламбер Ж. 20 

Двойная последовательность 154 

— точка 350 
Двойной ряд 154 
Двусторонняя поверхность 597 
Декартово произведение 316 
Дзета-функция Римана 65 
Диаметр множества 199 
Дивергенция 633, 646 

Дини У. 93 
Диффеоморфизм 345 
Диффеоморфное отображение 345 
Дифференциал векторной функции 
двух переменных 554 
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— отображения 337 

— функции многих переменных 

245 

— высшего порядка 227 
Дифференцируемость векторной 

функции двух переменных 554 

— функции многих переменных 

245 

Дифференцируемое отображение 
337, 344 

Длина вектора 205 

— кривой на поверхности 580 
Дополнение множества 185 
Допустимая область 653 

— поверхность 655 
Допустимое преобразование пара¬ 
метра 503, 565, 586 

Евклидово пространство 168, 205 
е-окрестность бесконечно удален¬ 
ной точки 211 

-множества 187 

-точки 169 

Жордан К. 193 

Зависимая система функции 363 
Замкнутая область 193 
Замкнутое множество 183 
Замыкание множества 182 
Знакоопределенная квадратичная 
форма 302 

Знакопеременный ряд 27 
Знакочередующийся ряд 27 
Значение бесконечного произве¬ 
дения 54 

Измеримое множество 396 

— по Жордану множество 396 
Изолированная особая точка урав¬ 
нения 350 

Инвариантность формы дифферен¬ 
циала 256 

Интеграл, зависящий от парамет¬ 
ра 663, 668 

— от комплекснозначной функции 

действительного аргумента 692 

— Пуассона 543 

— Римана 420 

— Стилтьеса 506 

— Эйлера второго рода 686 

-первого рода 686 

Интегральная сумма 419, 423, 624 


Интегральный признак сходимос¬ 
ти ряда 23 

Интегрирование неравенств 437 
Интегрируемая в несобственном 
смысле функция 540 

— по Риману функция 420 
Интервал сходимости степенного 

ряда 114 
Инъекция 227 
Источник 647 

Касательная плоскость к поверх¬ 
ности 264, 569 

Касательное пространство 387 
Касательный вектор 387 
Квадратичная форма 302 
Квадрируемое множество 396 
Колебание функции 
на множестве 230 
Компакт 193 

Композиция отображений 224, 333 

— функций 225 
Конечное покрытие 196 
Координатная ось 168 
Координатное представление по¬ 
верхности 559 

Координатные векторы 205 
Координатные линии 492, 568 

— функции отображения 213 
Координатный параллелограмм 493 
Координаты вектора 203 

— поверхности 556 

— точки 166 

Коэффициенты степенного ряда 
101 

Краевая точка поверхности 561 
Край поверхности 561 
Крамер Г. 327 

Кратная последовательность 154 

— точка поверхности 562 
Кратный интеграл 419 

-, геометрические приложения 

550 

-, зависящий от параметра 704 

-несобственный 540 

-, основные свойства 434—442 

-, сведение к повторному 452, 

461 

-, физические приложения 

551—553 

-, формулы замены перемен¬ 
ных 482, 487 

— ряд 153, 162 
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Кривая в пространстве К'^ 190 

— Пеано 416 

— склейки 590 

Криволинейные координаты 492 
Криволинейный интеграл второго 
рода 499, 514 

-первого рода 495 

Критерий Дарбу 447 

— измеримости множества 403 

— независимости криволинейного 

интеграла от пути интегриро¬ 
вания 530, 535, 658 

— Коши равномерной сходимости 

интеграла 674 

- последовательности 77 

- ряда 83 

Критерий Коши равномерной схо¬ 
димости семейства функций 296 
-сходимости бесконечного про¬ 
изведения 57 
- ряда 11 

— Лебега 450 

— полного дифференциала в од¬ 

носвязной области 659 

— потенциальности поля 657, 658 

— Римана 448 

— Сильвестра 305—306 

— соленоидальности поля 654 
Круг сходимости степенного ряда 

102 

Куб ранга к 394 
Кубируемое множество 396 
Кубическая окрестность 171 
Кусочно-гладкая граница 527 

— поверхность 591 

Лаплас П. 360 

Лемма Гейне—Бореля 196 

— Коши—Шварца 167 
Линейно-связное множество 191 
Линейное отображение 329, 469 
Линейность интеграла 437 
Линейный оператор 330 

— функционал 331 
Линия кривизны 610 

— уровня 211 
Лист Мёбиуса 592 
Логарифмическая функция в комп¬ 
лексной области 129 

Локально взаимно-однозначное 
отображение 348 

— гомеоморфное отображение 345 


— диффеоморфное отображение 

345 

Локальный гомеоморфизм 345 
Луч 266 

Мажорируюшіий ряд 81 
Масса фигуры 551 
Матрица линейного оператора 
331 

— Якоби 318, 341 

-системы функций 318 

Мелкость разбиения 418 
Менье Ж. 606 
Мера 396 

— поверхности 582 

Метод введения множителя схо¬ 
димости 686 

— выделения главной части 19, 37 

— множителей Лагранжа 376 

— суммирования рядов 52 
-средними арифметически¬ 
ми 52 

Мёбиус А. Ф 592 
Многочлен Тейлора 282 
Множество лебеговой меры нуль 
450 

Множители Лагранжа 376 
Множитель сходимости 686 
Модуль непрерывности 231 
Монотонность меры 399 
Мультииндекс 288 

Набла 268, 632 

Направляющие косинусы вектора 
208 

Начало координат 168 
Независимая система функций 363 
Неопределенная квадратичная фор¬ 
ма 302 

Неориентируемая поверхность 592, 
595 

Неособая точка поверхности 568 
Неполная гамма-функция 702 

— интегральная сумма 423 
Непрерывно дифференцируемая 

кривая 503 

-поверхность 564 

-в широком смысле 565 

-функция 249, 293 

— дифференцируемое отображе¬ 

ние 345, 562 

— продолжаемая функция 293 
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Непрерывное продолжение функ¬ 
ции 293 

Непрерывность векторной функ¬ 
ции двух переменных 553 

— отображения в точке 218 

— — на множестве 226 
Неравенство Абеля 44 

— Гёльдера 25 

— Коши—Шварца 167, 207 

— Минковского 25 
-обобш;енное 462 

— треугольника 166, 205 
Несобственный интеграл, завися- 

іций от параметра 668 

-от комплекснозначной 

функции действительного 
аргумента 692 

— кратный интеграл 540 
Неявная функция 309, 317, 349 
Неявное задание поверхности 567 
Нижний интеграл Дарбу 442 
Нижняя п-мерная мера Жордана 

395 

— сторона поверхности 587 

— сумма Дарбу 430 
н-мерная мера Жордана 396 
н-мерный объем куба 394 
-множества 396 

Норма линейного оператора 334 
Нормаль к поверхности 570 
Нормальная плоскость 605 

— прямая к поверхности 570 
Нормальное сечение поверхности 

605 

Носитель поверхности 555, 560 

— точки поверхности 561 
-элементарной поверхности 

560 

— элементарной поверхности 555 
Ньютонов потенциал 705 

Область 192, 233 
Образ кривой 234 
Объем тела 394, 396, 550 
Ограниченная последовательность 
68, 176 

Ограниченное множество 175 
Односвязная область 532, 656 
Односторонняя поверхность 597 
Окрестность на поверхности 566 
Окрестность множества 187 

— точки 169, 171, 180 

-бесконечно удаленной 211 


Омбилическая точка 615 
Оператор Лапласа 360 
Определенная квадратичная форма 
302 

Определитель Якоби 342 
Ориентация контура 519 

— края поверхности 594, 595, 596 

— поверхности 585, 594, 595 
Ориентированная поверхность 587, 

594, 595 

Ориентируемая поверхность 585, 
595 

Ортогональное дополнение 384 
Ортогональные векторы 208 

— матрицы 209 

Ортонормированные базисы 208 
Основная метрическая форма по¬ 
верхности 578 

Особая точка поверхности 568 

-уравнения 349 

Остаток ряда 6, 10 
Остаточное произведение 56 
Остаточный член формулы Тейло¬ 
ра 284, 292 

-в интегральной форме 

119, 467, 469 

-форме Коши 119 

-Лагранжа 119, 282 

-Пеано 142, 285 

Открытая поверхность 566 

— часть поверхности 566 
Открытое множество 178 
Отрицательная ориентация грани¬ 
цы 524 

-контура 519 

-поверхности 585, 595 

Отрицательно определенная квад¬ 
ратичная форма 302 

Параболическая точка поверхности 
613 

Параметр 296 

Параметры поверхности 556 
Первая квадратичная форма по¬ 
верхности 579 
Период 126 

Периодическая функция 126 
Плош;адь плоской фигуры 396, 
416, 525, 550 

— поверхности 582 
Поверхностный интеграл второго 

рода 620, 627 
-первого рода 618 
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Поверхность 555, 559, 565 

— уровня 211 
Повторный интеграл 452 

— предел 221 
Подпространство 205 

— натянутое на данные векторы 

384 

Показательная форма комплекс¬ 
ного числа 124 

— функция в комплексной области 

131 

Покрытие множества 195 
Полная аддитивность интеграла 
438 

— кривизна поверхности 612 
Полный дифференциал 245 
Положительная ориентация гра¬ 
ницы 524 

-контура 519 

-поверхности 585, 595 

Положительно определенная квад¬ 
ратичная форма 302 
Последовательность, монотонно ис¬ 
черпывающая открытое мно¬ 
жество 539 

— точек пространства 173 

-, стремящаяся к бесконеч¬ 
ности 177 

Постоянная Эйлера 49 
Потенциал 632 
Потенциальная функция 632 
Потенциальное поле 635 
Поток векторного поля 636 
Правая система координат 584 
Правило Лейбница 665 

— «штопора» 584 

Предел векторной функции двух 
переменных 553 

Предел двойной последователь¬ 
ности 154, 217 

— отображения 213 

— последовательности 173 

— функции 214 

-по множеству 215 

Представление поверхности 556, 
559 

Преобразование Абеля 44 
Признак Абеля 46 

— Вейерштрасса равномерной схо¬ 

димости интеграла 673 
- ряда 81 

— Даламбера 20, 38 


— Дедекинда 53 

— Дирихле 44 

— Дюбуа—Реймона 53 

— Коши 22, 38 

— сравнения для несобственных 

кратных интегралов 544 
- рядов 16 

Принцип сохранения области 345 
Проекция множества на гипер¬ 
плоскость 413 
Произведение матриц 332 

— матрицы на число 332 

— множеств 316 

— ряда на число 9 

— рядов 33 

Производная векторной функции 
по направлению 632 

— комплекснозначной функции 

действительного аргумента 691 

— отображения 337, 341 

— по направлению 266, 270 

— частная 240 
Проколотая окрестность 181 
Простая поверхность 556, 562 

— элементарная поверхность 556 
Пространство точечное 166 

— векторное 204 

Противоположная ориентация по¬ 
верхности 585 

Прямая в пространстве 190, 209 
Прямоугольная окрестность 170, 
171 

Прямоугольная сумма 156 
Пуанкаре А. 145 
Пуассон С. 543 
Путь 190 

Равенство Эйлера 61 
Равномерно непрерывная функ¬ 
ция 230, 292 

Равномерно непрерывное отобра¬ 
жение 229 

— ограниченная последователь¬ 

ность 68 

— сходящаяся функциональная 

последовательность 71 

— сходящееся семейство функ¬ 

ций 295 

— сходящийся интеграл 669, 704 

-функциональный ряд 79 

Равномерное стремление функ¬ 
ции к нулю 250 
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Радиус сходимости степенного ря¬ 
да 102, 108 

Разбиение множества 418 
Разложение основных элементар¬ 
ных функций в ряд Тейлора 
121—131 

Ранг матрицы 364 
Расстояние 165, 166 

— между множествами 187 

-множеством и точкой 187 

-точками 165, 166 

Расходящееся бесконечное произ¬ 
ведение 54 

Расходящийся интеграл 

— ряд 6 

Регулярное в широком смысле ото¬ 
бражение 564 

— отображение 563 
Регулярный метод 52 
Ротор 634, 652 

Ряд 5, 153 

— Лейбница 132 

— Маклорена 116 

— Стирлинга 703 

— Тейлора 116, 142, 298 

Связная система поверхностей 590 
Семейство функций 296 
Сильвестр Д. Д. 305 
Символический вектор Гамильто¬ 
на 268 

Скалярное произведение 205 
Склеенная поверхность 590 
Склеивающий гомеоморфизм 589 
Смешанная частная производная 
273 

Согласованные ориентации поверх¬ 
ностей 595 

Соленоидальное поле 653 
Соседние поверхности 590 
Средняя кривизна поверхности 612 
Стандартный базис 205 
Статический момент фигуры 552 
Стационарная точка 302 
Степенной ряд 100 
Степень с комплексным показате¬ 
лем 131 

Стилтьес Т. И. 506 
Стирлинг Дж. 138 
Стокс Дж. 648 
Сумма матриц 332 

— ряда 6 

— рядов 9 


Суммирование рядов 52 
Сферическая окрестность 169 

— сумма 156 

Сферические координаты 494 
Сходящаяся последовательность 
68, 174 

Сходящееся бесконечное произве¬ 
дение 54 

Сходящийся интеграл 668 

— ряд 6, 68, 155 

Теорема Абеля вторая 104 
- первая 101 

— Гаусса—Остроградского 645 

— Гельмгольца 662 

— Гульдина вторая 553 

— Дини 93 

— Лейбница 27 

— Менье 606 

— о геометрическом смысле вих¬ 

ря 651 

-дивергенции 646 

Теорема о единственности разложе¬ 
ния аналитической функции в 
степенной ряд 111, 116 
-круге сходимости степенно¬ 
го ряда 102 

-необходимом условии сходи¬ 
мости ряда 8 

-почленном дифференцирова¬ 
нии ряда 97 

-сведении двойного интегра¬ 
ла к повторному 452 
-среднем для кратного интег¬ 
рала 440 

— об интегрировании ряда 95 

— Римана о перестановке членов 

условно сходящегося ряда 41 

— Стокса 648, 651 

Теоремы о бесконечных произве¬ 
дениях 59, 60 

-геометрическом смысле моду¬ 
ля и знака якобиана 491, 528 

-двойных рядах 157—162 

-дифференцируемых отобра¬ 
жениях 345 

-зависимости функций 364, 

365 

-замене переменных в крат¬ 
ных интегралах 482, 487 
-кривизне кривых на поверх¬ 
ности 600, 606 
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-множествах меры нуль 414, 

416 

-непрерывных отображениях 

замкнутых множеств 238 

-компактов 226, 228,230 

-линейка связных мно¬ 
жеств 234 

-открытых множеств 

236 

-несобственных интегралах, 

зависящих от параметра 677— 
682 

-кратных интегралах 542— 

549 

-неявных функциях 312, 315, 

320 

-равномерно сходящихся по¬ 
следовательностях и рядах 74, 
78, 80, 81, 87, 89, 90, 93, 94, 
97, 100 

-рядах Тейлора 118—121 

-сведении двойного интегра¬ 
ла к повторному 452 
-собственных интегралах, за¬ 
висящих от параметра 664— 
668 

-сходящихся рядах 9—10 

— об интегрируемых функциях 

427, 429, 430, 431, 443, 447, 
448, 450 

-многих переменных 

423, 427, 429, 430, 431 

-условных экстремумах 376, 

385, 389 

-экстремумах функций мно¬ 
гих переменных 300, 303, 306 
Тождественное отображение 227, 
343 

Тождество Лагранжа 583 
Тор 657 

Точка возврата 358 

— граничная 189 

— закругления 615 

— изолированная 181 

— касания 569 

— предельная 181 

— прикосновения 180, 212 

— максимума 300 

— минимума 300 

— самопересечения 358, 555, 563 

— самоприкосновения 358 

— строгого максимума 299 


-минимума 299 

-экстремума 299, 300, 303 

— поверхности 561 

— уплощения поверхности 613 

— условного экстремума 372, 375 

— экстремума 300 

— элементарной поверхности 560 
Треугольная сумма 156 
Тригонометрические функции в 

комплексной области 124 

Убывающая последовательность 
68 

Угол между векторами 207 

-кривыми 580 

Уравнение связи 371 
Условно сходящийся ряд 39 

Фигура 551 
Формула Грина 521 

— Дирихле 459 

— конечных приращений Лагран¬ 

жа для функций многих пере¬ 
менных 291 

— Коши—Адамара 108 

— Гаусса—Остроградского 643 

— Стирлинга для гамма-функции 

698 

-факториала 138 

— Стокса 649 

— Тейлора 118, 141, 282, 287, 467 

— Эйлера для гамма- и бета- 

функций 689 

- кривизны нормального 

сечения поверхности 610 

-показательной функции в 

комплексной области 124 
Функциональная последователь¬ 
ность 61 

Функциональный ряд 61 
Функция Лагранжа 376 

Харди Г. 87 

Центр тяжести фигуры 552 
Цилиндр 411 

Цилиндрическая поверхность 598 
Цилиндрические координаты 494 
Циркуляция 635 

Частичная сумма ряда 6 
Частичное произведение 54 
Частная производная 240, 554 
-высшего порядка 273 
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Частный дифференциал 241 
Часть поверхности 566 
Числа Бернулли 703 
Число е 51, 125 

— і 125 

— л 125 

Числовой ряд 5 
Член ряда 5 

Шаровая окрестность 169 
Шварц Г. 167 

Эйлер Л. 66 

Эквивалентные отображения 503, 
558, 563 

— представления кривой 503 


— точки элементарных поверхно¬ 

стей 555 

— элементарные поверхности 557 
Элемент площади поверхности 583 
Элементарная область 520, 642 

— поверхность 555 
Элементарная функция многих 

переменных 225 

Эллиптическая точка поверхности 
613 

Явное задание поверхности 556, 
574 

Якоби К. 318 

Якобиан отображения 342 

— системы функций 318 


Указатель основных обозначений 


оо 

Е ряд 

п = \ 
оо 

— бесконечное произведение 

П = 1 

^ / — последовательность сходится к функции / на множестве X 
^ / — последовательность {/„} равномерно сходится к функции / на 
множестве X 

Ьн 2 — логарифмическая функция в комплексной области 
1п 2 — главная ветвь логарифма 
^(з) — дзета-функция Римана 

°° а °° а 

/ ~ ^ при X -Ьоо — асимптотический ряд ^ соответствует 

функции / при X -Ь°о 
{Хп^ — кратная последовательность 


ОО 

Е “« 1 ... — кратный ряд 

П-^, ... , 

к = /г^), — целое неотрицательное число, і = 1, 2, п — 

мультииндекс 

л* = —т -, к = (к-^, , к^ — частная производная к то порядка 

дхр ... Эх*" 

/(ж, у) ^ Дж) при у У®) — семейство функций Дж, у) (у — параметр) рав¬ 


номерно по ж стремится к функции Дж) на множестве X при у г/*®) 


; {аЛ, і = 1, ... , т; і = 1, ... , п — матрица 


' ац 

.. 

, «ті 

• • ^тп 

Оц . 

• «1п 


• а-пп 


, йеЦаЛ, і = 1, ... , п; ] = 1, ... , п — определитель матрицы (аЛ 
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якобиан системы функций и-^, ... , и^по пере- 


д(иі, .... и^) -0(и^ и^) 

д(і^, .... („) ’ -0{іі і„) 

менным ... , 

ІІ/ІІ — норма линейного оператора / 

М : X ^ X — тождественное отображение множества X на себя 
р*Е — верхняя мера множества Е 
— нижняя мера множества Е 
Р-Е, — л-мерная мера множества Е 

|/(ж)йЕ, ... — л-кратный интеграл от функции / 

Е 

ПО множеству Е; несобственный л-кратный интеграл от функции / 
по множеству Е 

11 /(х, у)(іх (Іу — двойной интеграл от функции / по множеству Е 

Е 

ь ѵ(^) а Р(!/) 

I йж I ^(х,у)(іу, \Лу \ К^,у)<іх — повторные интегралы 

“ 9(1) а(у) 

АВ — кривая с начальной точкой А и конечной точкой В 
Г+ — положительно ориентированный контур 
— отрицательно ориентированный контур 
I Е(х, у, г)<І8, I Е{г(8))<І8 — криволинейный интеграл первого рода от 

АВ АВ 

функции Е по кривой АВ 

I аЛг = I РЛх + ^<іу + В(іг — криволинейный интеграл второго рода 

ІЪ аЪ 

от векторной функции а = {Р, К) по кривой АВ; циркуляция век¬ 
торного поля а по кривой АВ 
8 = {ту, МеЪ), 8 = {г{и, ѵ); (и, ѵ) е Ъ),_ 

8 = [х{и, ѵ); у(и, ѵ); г(и, ѵ); (и, ѵ) е В} — поверхность 

8+ — положительно ориентированная поверхность 
8“ — отрицательно ориентированная поверхность 

||ф(х, у, г)(і8 — поверхностный интеграл первого рода от функции Ф 
8 

ПО поверхности 8 

||ай8 = ||аѵй8 = | ^РсіуЛг + ^<іг<іx + КйхЛу — поверхностный ин- 

8 8 8+ 

теграл второго рода от векторной функции а = (Р, Е) по по¬ 
верхности 8; поток векторного поля через ориентированную поверх¬ 
ность 8+ 

А — оператор Лапласа 

йіѵ а, Ѵа — дивергенция вектора а 

гоі а, V X а — ротор вектора а 

В = В(р, д) — бета-функция 

Г = Г(8) — гамма-функция 

Ѵ = ^-ьу^-Ьй^ — «набла оператор» 

§гас1 /, V/ — градиент функции 
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